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Borwort des Weberfebers. 


Wenn Einfachheit und Klarheit in der Darftellung, fowie 
ar, Gründlichfeit und Confequenz in der Behandlung neben der Be— 
PS deutung bes Inhalts den Werth eines Buches bedingen, fo bürfte 
S die Uebertragung bes vorliegenden Werfs genügend gerechtfertigt 

” fein. Nachdem dasjelbe in wenigen Jahren unter fleter Ber: 
S Gerferung fünf Auflagen erlebt, und im Driginal den Männern 
son Fach in Deutfchland bereits vortheilhaft befannt ift, durfte 

es wohl an der Zeit fein, dieſes Bud auch dem Theile unferes 
Publifums zugänglider zu maden, für welden es der Berfaffer 
in Frankreich gefchrieben hat, nämlich der ftudirenden Jugend, 
für welde bie Mathematif einen wefentlihen Beftandtheil ihrer 
wiſſenſchaftlichen Ausbildung und bie Grundlage fpäterer Fadh- 
ftudien bildet. Den Schülern an höhern gewerblichen Anftalten 
und polgtechnifhen Schulen, an Bau⸗, Forſt-, Bergwerfs-, 
Schifffahrts- und Kriegsfchulen wird es theils zum Selbftftudium, 
theils zur Vorbereitung, Wiederholung und Verarbeitung des be⸗ 
treffenden Lehrftoffes, deſſen richtige Auffaffung dem Anfänger ge- 
wöhnlich ziemlich ſchwierig erfcheint, um fo größere Erleichterung und 
entſchiedenern Nutzen gewähren, als neben den erwähnten Borzügen 
überhaupt gerade der Uebergang von der Algebra zu den Größen 
der Ausdehnung und die Anwendung jener auf biefe mit anziehen- 
der Saßlichkeit behandelt und mit einer ebenfo zwedmäßigen ale 
reichhaltigen Auswahl von Beifpielen verfehen ift. 
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IV Vorwort des Neberſetzers. 


Außer einigen Zufägen und Andeutungen zur Entwidlung 
vorfommender Sormeln hat der Lleberfeger nur noch bie Ableitung, 
der Gauß'ſchen Gleichungen aus den im Buche aufgeführten 
Formeln beigefügt; da diefelben wohl ebenfo wichtig find als Die 
Neper’shen Analogien und als deutſches Gut nicht unbe- 
rüdfichtigt bleiben dürfen. 


Fr. Gruner. 


Worrede des Werfaflers 
zur vierten und fünften Auflage. 


Nach den bei den früheren Auflagen angebrachten Berbeffe- 
rungen blieb für dieſe wenig zu thun übrig, und es ift, "mit 
Ausnahme einiger Zufäte, weder in der Eintheilung des Werfes, 
noch in dem Stoffe felbft, eine Beränderung eingetreten. 

Der erſte Theil, der die Trigonometrie behandelt, 
enthält zugleich wieder die Moivre’fche Formel, die Sinus- und 
Cofinug-Reihen, fowie die Anleitung zur Auflöfung der binomi- 
fhen Gleichung und der Gleichung des dritten Grades mittelft 
der Tafeln. In Betreff der Moivre’fchen Formel ift noch zu 
. bemerfen, daß fie mit allen Bemerfungen verjehen wurbe, bie 
bei ihrem Gebraudye zur Beachtung der nöthigen Vorfichtsmaß- 
regeln erforderlich find, und ohne welche man in unauflösliche 
Widerfprüce gerathben könnte, wie dieß Poinfot in einer ber 
Afademie der Wiffenfchaften 1823 vorgetragenen Abbandlung, bie 
1825 unter dem Titel: „Recherches sur l’analyse des sections 
angulaires“ herausgegeben wurde, deutlich nachgewiejen hat. 

Der zweite Theil, welcher die analytifche Geometrie 
in ber Ebene in fich begreift, erhielt eine einzige Erweiterung, 
nämlich den fchönen Lehrfag von Cauchy über die Anzahl der 
in einem gegebenen Raume enthaltenen imaginären: Wurzeln. 
Dieſer Lehrfag wurde bereits in meinem Lehrbuch der Algebra, 
3te Auflage 1838, jedoch ohne Beweis, angeführt; indeffen fcheint 


vi Vorrede des Verfaſſers. 


der von Sturm und Liouville in dem Journal de Mathe- 
matiques, Auguft 1836, dafür gegebene Beweis ſich feiner Ein- 


fachheit nach fchon zur Aufnahme in ein Elementar-Werf zu eignen, ‘ 


und da bei demjelben Coordinaten gebraucht werden, fo bürfte er 
bier eine paflende Stelle finden. Cauchy's Lehrfag verdankt 
feine Entftehung dem glüdlichen Gedanfen, die imaginären Größen 
auf geometrifhem Wege barzuftellen. Bei bdiefer Gelegenheit 
möchte ich augleih auf ein intereffantes Werkchen aufmerffam 
maden, das 1828 unter dem Titel: „Vraie thérie des quantites 


negatives et des quantit6s preiendues imaginaires“, von Mourey ' 


erfchienen iſt. Der Berfaffer hat fi die Aufgabe geftellt, die 
negativen und imaginären Größen ganz aus ber Rechnung aus- 


zufcheiden, indem er dafür zwei Arten von Größen, nämlich Die. 


unter dem Namen Polar-Coordinaten befannten Entfernungen 
und Winfel, einführt, Im dem von Mourey entwidelten alge- 
braifchen Syſtem bilden dieſe Größen eine treue Darftellung ber 
imaginären Ausdrüde, bie in der gewöhnlichen Algebra vorfom- 
men, und ber Gang feiner Folgerungen führt den Berfaffer auch 
auf den Beweis, daß eine Gleichung vom mten Grade 
m Wurzeln bat. 

Was den dritten Theil, in weldem die analytiſche 
Geometrie im Naume abgehandelt wird, betrifft, fo ſtimmt 
berfelbe, mit Ausnahme einiger unbedeutender Abänderungen, ganz 
mit der vorigen Auflage überein. 

Um die Anwendung der Differential-Rechnung auf die Größen 
der Ausdehnung zu fludiren, find befonders die Werfe von 
Lacroir, Monge und Leroy zu empfehlen; und unter den 
intereffanteften Abhandlungen, die jedoch Fein zufammenhängendes 
Syſtem bilden, verdienen hauptfächlich die von J. Binet, Petit 
und Chasles erwähnt zu werden. 
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Erſtes Kapitel. 


Theorie der trigonometriſchen Finien. 


Gegenſtand der Trigonometrie. 
Darſtellung der Linien uud Winkel durch Dahlen. 


1. In jedem ebenen oder fphärifhhen Dreieck kommen ſechs Stücke 
in Betracht: drei Winkel und drei Seiten. Um alle zu finden, ift es im 
Allgemeinen hinreichend, wenn drei Davon gegeben find ; jedoch up unter 
biefen dret Stüden beimebenen Dreieck wenigſtens eine Seite fein. Denn 
es laſſen fich bekanntlich unendlich viele ebene Dreiecke bilden, die gleiche 
Winkel enthalten, und die einander nicht congruent, ſondern nur ähnlich 
find. Es verſteht ſich dabei, daß die Summe der drei gegebenen Winkel 
immer gleich zwei Rechten ſein muß. 

Die Geometrie liefert für jeden der Fälle, | in melchen ein Dreieck aus 
einigen feiner Theile beftimmt werden kann, fehr einfache Conftructtonen ; 
fie haben aber, wie jedes graphifche Verfahren, das man anwenden könnte, 
den Mebelftand, daß dabei wegen der Unvollflommenheit der benöthigten | 
Inftrumente nur eine fehr geringe und oft felbft unzureichende Annäherung 
erreicht wird. Man hat deßhalb gefucht, diefe Conftructionen durch nume⸗ 
rifhe Rechnungen zu erfegen, wodurch ed immer möglich ift,.den nöthigen 
Grad von Genauigkeit zu erreihen. Der Gegenftand der Trigo— 
n. netrie insbefondere iſt nun, Methoden zur Berehnung 
aller Theile eines Dreiecks, von welchem die nöthigen 
Stüde gegeben find, zu finden. Dieß heißt man ein Dreied 
auflöfen. 

Anatpt. Geometrie. 1 
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2. Um die Linien in Zahlen auszudrücken, bezieht man ſie auf eine 
bekannte Laͤngeneinheit, z. B. auf den Meter ober Schuh; dann iſt jede 
Seite gleich einer gewiſſen Anzahl Meter oder Schuh. 


3. Die Winkel bezeichnet man durch die Kreisbögen, mit welchen fie 
gemefjen werden. Zu diefem Zweck theilt man den Kreisumfang mit bes 
liebigem Halbmeſſer in eine gewifje Anzahl gleicher Theile oder Grade; 
. dann läßt fih ein Winkel oder Bogen durch eine Anzahl Grade ausprüden. 

Früher war ed allgemein üblich, den Kreisumfang in 360 Grabe, den 
Grab in 60 Minuten, die Minute in 60 Secunden ꝛc. einzuthellen, wor⸗ 
nach der vierte Theil des Kreisumfangs oder ver Duadrant, welcher das 
Maß des rechten Winkels ift, 90 Grade beträgt. Um jedoch dad Unbequeme 
complerer Zahlen zu vermeiden, hat man vorgeſchlagen, zum Meffen ber 
Winkel auch die Decimaleintheilung anzum enden; dann wird der Quabrant 
in 100 Grabe, der Grad in 100 Minuten, bie Minute in 100 Secun⸗ 
den ac. eingetheilt. 

Die Grabe, Minuten und Secunden werben durch die Zeichen, 9, ’, ”, 
bezeichnet; um alfo 14 Grade, 9 Minuten und 37 Secunden darzuftellen, 
ſchreibt man 14° 9’ 37”. Gehören die Grabe zur neuen Eintheilung, und 
man will diefen Bogen auf den ald Einheit angenonmenen Quadranten 
beziehen, fo wird derfelbe durch 0,140937 ausgedrückt; denn in dieſer Ein- 
theilung find die Grade Hundertel, die Minuten Zehntaufendtel und Die 
Secunden Milliontel ded Quadranten. Ungeachtet ber Wortheile der neuen 
Eintheilung behält die ältere immer noch den Vorzug, weßhalb bier eben- 
fal8 die Iohtere beibehalten wurde. In den Formeln fommt auch oft der 
Buchſtabe H zur Bezeihnung des halben Kreisumfangs oder 1809 vor. 


Grklärung der trigonometrifchen Linien. 
Sebraud von + und — zur Bezeichnung entgegengefehter Lagen. 


A, Die Mathematiker waren wohl lange durch die Schwierigkeit auf- 
gehalten, die Beziehungen, welche zwifchen den Winkeln und den Seiten 
der Dreiecke ftattfinden, auszudrüden. Ihr erfter Gedanke mar ohne Zweifel 
für die Winkel die Bögen, melche ihnen zum Maße dienen, zu ſetzen; ba 
es ihnen jedoch nicht Leichter wurde, Die Bögen in die Rechnung einzuführen, 
fo Emmen fie von felbft darauf, die Bögen felbft durch gerade Linien, welche 
von ihnen abhängen, zu erfegen, fo daß, wenn biefe beftimmt find, ver 
Bogen bekannt ift, und-umgefehrt. Diefe Linien, welche jeßt für alle Zweige 
der Mathematik vortheilhafte Anwendungen gewähren und deren Erklärung 
bier folgt, beißen zufammen trigonometrifche Linien. “ 

Der Sinus des Bogend AM (Big. 1) ift die Senkrechte MP, welche 
von einem Enbpunft des Bogens auf den Durchmefjer, ber durch den an⸗ 
bern Endpunkt geht, gefällt wird. 

Die Tangente des Bogens AM ift die Senfrechte AT, die an dem 
einen Enbpunft des Bogend auf dem Durchmeſſer errichtet wird, bis ſie den 
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verlängerten Halbmeſſer OM, der durch den andern Endpunkt gezogen 
wird, trifft. 

"Die Secante OT ift der Theil des verlängerten Halbmeſſers, der 
zwiſchen dem Mittelpunkt und der Tangente liegt. 

Wenn man den Bogen AM mit x bezeichnet, fo wird der Sinus, die. 
Tangente und die Secante auf folgende abgefürzte Weife ausgedrückt: 


MP =sinx, AT =tangx, OT = sec x. 


Berlängert man MP, bis fie die Peripherie in N trifft, fo ift die 
Sehne MN das doppelte von MP, und der Bogen MAN daß doppelte von. 
AM; der Sinus eines Bogens iſt alſo die Hälfteder Sehne, 
welche zu einem doppelt fo großen Bogen gehört. 

Bezeichnet man den Halbmefler des Kreifes mit r, fo ift die Seite des 
eingefehriebenen Quadrats gleih r\/ 2; da nun der zugehörige Bogen 90° 
beträgt, fo ift sin 45° = I r\Y?2. Ebenfo folgt, da die Seite des ein⸗ 
beſchriebenen Sechsecks gleich r ift und der zugehörige Bogen 600 beträgt, 
sin 30° = Hr. 


5. Man nennt Gomplement eined Bogens oder eines Winkels 
das, was man zu demfelben hinzufügen muß, um den Quadranten oder 90° 
zu haben. Iſt der Bogen größer als 90°, fo ift fein Gomplement negativ :- 
da8 Complement zu 1270 iſt 3.8. — 37%. Die beiden fpikigen Winfel 
eines rechtminkligen Dreieds find Gomplemente zu einander. Unter Co⸗ 
finus, ECotangente und Eofecante eines Bogens verfteht man- 
den Sinus, Die Tangente und die Secante des Complements dieſes Bogens ; 
zur Bezeichnung Diefer neuen Linie gebraucht man bie Abkürzungen cos, cot, 
cosec. Nach diefer Erklärung ift daher 


cosx—sin (90°—x), cotx=tang (90°— x), cosecx = sec (90° —.y). 


Man errichte (Big. 1) den Halbmeſſer OB fenfrecht auf OA, ziehe MQ. 
und BS ſenkrecht auf OB; der Bogen BM Hat nun MQ zum Sinus, BS 
zur Iangente und OS zur Secante. Da aber BM das Complement des 
Bogens AM ift, fo ift, wenn AM wieber durch x bezeichnet wird, MQ 
= cosx, BS = cotx, 0S = cosec x. 

Sier it MQO = OP, d.h. der Eofinus ift gleich dem Theil 
bes Halbmeſſers, der zwifchen dem Mittelpunft und dem 
Bgprunft des Sinuß liegt. 


6. Die Entfernung AP zwifchen dem Unfangspunft des Bogens und 


- dem Fußyunkt des Sinus heißt Sinus verſus, und die Entfernung 


BQ Coſinus verfus; dieſe Linien Eommen indeſſen fetten in Anwendung. 


7. Wenn man den Punkt M in alle möglichen Lagen auf der Peri⸗ 
pherie bringt, ſo können auch die trigonometriſchen Linien in Lagen kommen, 
die denjenigen ganz entgegengeſetzt ſind, die ſie haben, wenn der Bogen AM 
Heiner als 900 if. Es Handle ſich 3.8. um den Bogen AM, deſſen Com⸗ 
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plement negativ und gleich BM’ ift, fo befindet fi) der Eofinus QM’ oder 
OP’ links vom Punkte O, während er zuerft rechtö von demfelben mar. Solche 
Aenderungen in der Rage der Linien führen im Allgemeinen in der Rechnung 
auf Schwierigkeiten, welche folgende, wenn auch fehr einfache Aufgabe an= 
deuten wird. 

Es fei ABX (Big. 2) eine beltebige Linie, auf welcher zwei Punfte A 
und B, die um AB= a von einander abftehen, gegeben find. Angenommen, 
der Zwiſchenraum x von dent Punfte B His zu einem beliebigen Punfte M 
ver Linie ABX fet befannt, und man wolle den Zmifchenraum zwiſchen dem 
Punkte A und diefem legtern Punkte finden, fo erhält man offenbar, wenn 
man den gefuchten Zmifchenraum mit z bezeichnet, 


z=aHtıoıtz=a—ı, 


je nachdem der Punkt M auf der Seite von BX oder auf der von BA liegt: 
fo daß man für diefe zwei Lagen des Punktes M zwei verfchiedene Bormeln 
gebrauchen muß. Indeſſen weicht man dieſem Lebelftande einfach aus und 
bedarf nur einer Formel, wenn man die Entfernungen, welche in Beziehung 
auf den Punft B entgegengefegte Lagen haben, Durch verfehiedene Vorzeichen 
andeutet. So erhält man, wenn in der erften Formel (z = at x), nad 
einander x= + BM und x = — BM gefeßt wird, den Vorigen gemäß 
z=a-+ BM un dannz = a — BM. 

Auf diefe Weiſe läßt fich die erfte Tormel z = a + x auf alle Lagen 
des Punktes M anmenden und die zweite wird unnöthig. Dan fünnte au) 
x auf der Seite von BA yofltiv, und auf der von BX negativ nehmen; 
dann müßte man bie zmeite Formel z = a — x beibehalten. Es ließen 
fih leicht noch vide Meifriele anführen; das Vorftehende genügt jedoch, um 
die Wichtigkeit der folgenden, von Descartes aufgeftellten Regel, ein- 
zufehen. 

Nimmtmanauf einer beliebigen, geraden oder frum- 
men Linie verfhiedene Längen von einem gemeinfhaft- 
lichen, auf diefer Linie liegenden feften Anfangspunfte 
auß, fo werden dieſe Längen, jenahdem fie in Beziehung 
auf den Unfangspunft entgegengefegte tagen haben, die 
einen mit dem VBorzeihen +, die andern mit dem Vor— 
zeihen — in die Rechnung eingeführt. 

Es ift übrigens ganz gleihgültig, welche Richtung für die pofltiven 
Entfernungen angenommen wird; fo bald aber eine als foldhe beftimmt KF, 
jo müffen die negativen Entfernungen auf der entgegengeießten Seite €. 
nonmen werden. In Betreff der trigonometrifchen Kinien iſt e8 gebräuch⸗ 
ih, fle ald pofitiv in der Lage zu betrcchten, welche ſie haben, wenn ber 
Bogen Kleiner als 900 ift, und in welcher fle auch zuerſt vorkommen. 

Wir werden bald Veranlaffung haben, von dieſer Regel zahlreiche 
Anwendungen zu machen, und auch bei der Anwendung der Algebra zur 
Auflöfung geometrijher Aufgaben auf diefelbe zurückkommen; vorher 
müffen mir jedoch auf einen ziemlich gewöhnlichen Irrthum aufmerkjam 
machen, daß man nämlich dieſe Regel als einen Lehrſatz anfleht, der a priori 
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bewieſen werden könne. Dem ift durchaus nicht fo, und wie viele mehr 
oder minder finnreiche Verſuche anch ſchon zur Begründung derfelben gemacht 
wurden, fo muß man immer bedenken, daß fle nicht3 weiter als eine bloße 
Mebereinkunft ift, der man nachher nicht zumider handeln darf, und deren 
Zweckmaßigkeit fich in der Anwendung vollfommen bewährt. 


Uenderung der trigonnmetrifchen Linien. 
Durüchführung derfelben auf den erſten Quadranten. 


S. Wenn ver Halbmeſſer OM (Fig. 1) auf OA zu liegen kommt, fo 
{ft natürlich der Bogen AM gleih Null; dann ift auch der Sinus und die 
Tangente gleih Null, und die Secante ift gleih OA. "Zugleich mirb der 
Coſinus MO auch gleih OA, und die Cotangente fowie die Cofecante find 
unendlich groß; denn es ift Flar, daß die Rinien BS und OS in dem Maße 
wacfen, als fih OM ver OA nähert, und daß fie beliebig groß merden 
fönnen. So erhält man, wenn ber Halbmeſſer mit r bezeichnet wird: 

sinO = 0, tangO0 =0, sec 0 =[tTr, 
cs =r ct! — , cosec 0 = m. 

Wenn ſich der Halbmeſſer OM allmählig in die Lage OB erhebt, fo 
fteht man leicht, daß der Sinus, die Tangente und die Secante wachen, 
während der Cofinus, die Cotangente und die Cofecante abnehmen. 

Befindet fih der Punft M auf der Mitte von AB, fo enthält der 
Bogen AM 45°; dad Dreied OPM tft gleichſchenklig und der Sinus 
gleich dem Coſinus. Diefes Dreieck gibt aber 2MP? = r?, woraus 
"MP = IrVA2; alfo 
sin 450 = cos 45° IrV2. 


Da ferner die Dreiede OAT und OBS dann ebenfalls gleichſchenklig 
und einander congruent find, fo ift Die Tangente und die Cotangente glei 
dem Halbmeffer ; fomit | 

tang 45° cot 45° = r. 
Endlich tft auch die Secante gleich der Cofecante, und da im Dreied 
OAT dann auch OT? = 2r? iſt, woraus OT = TV2, fo iſt 
sec 45° — cosec 45° = rı/2. 

Fällt der Punkt M auf den Punkt B, fo iſt der Sinus glei BO, 
die Tangente und Eecante find unendlich groß, der Coſinus MQ ift glei 
Null, die Cotangente BS iſt ebenfalls gleih Null, und die Cofecante OS 
wird gleih OB. Man hat daher 


sin 909°’= r, tang 0’ = ©, sc’ —=w, 
cos 90° = 0, cot 90° = 0, cosec 90° = r. 


Diefe Werthe folgen übrigend aus denjenigen, welche man gefunden 
bat, als der Bogen gleich Null war; benn da bie Bögen von O und 90° 


\ 
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Complemente von einander find, fo muß sin 90% = cos O, tang 90° 
— cot 0, sec 90° — cosec 0, cos 90° —= sinO, cot 90° = tang 0, 
cosec 90° = sec O fein. 


9. Denken wir uns nun, ber Halbmeſſer ÖM feße feine Drehung 
fort und. er fei in die-Lage OM’ gekommen, dann ift AM’ der Bogen und 
M’P’ fein Sinus. Man ziehe M’M parallel mit A’A und conftruire alle 
trigonometriſchen Linien bes. Bogens AM’, wie die Bigur es zeigt. Vorerſt 
ift Elar, daß die Sinufje MP und M’P’ gleich find; alfo sin AM’ = sinAM. 

Um die Tangente zu erhalten, muß man den Halbmefjer OM’ unter- 
halb des Turchmefferd AA’ verlängern, weßhalb diefe Tangente, nämlich 
AT’, fi in einer der vorigen entgegengefegten Tage befindet; fie if 
folglich negativ. Die congruenten Dreiede OAT und OAT’ geben aber 
‚AT =AT; alfo ift tang AM’ = — tang AM. 

Nach der Erflärung (Nro. 4) ift OT’ die Secante des Bogens AM’. 
Diefe Linie FäNt nicht mehr auf den Halbmefjer OM’ auf derfelben Seite vom 
Mittelpunkt, mie der befehreibende Punkt M’, fondern fie liegt auf der ent« 
gegengefegten Seite. Deßwegen muß fie negativ fein, und wie OT’ = OT, 
fo ift au sec AM’ — sec AM. 

Der Cofinus, die Cotangente und die Cofecante geben zu Ähnlichen 
Bemerkungen Anlaß. Da der Bogen AM’ mehr als 90° beträgt, fo iſt fein 
Goniplement negativ, und da überdieß der Gofinus QM’ oder OP’ fih links 
vom Punkte O befindet, fo muß man auch diefen Coſinus negativ nehmen. 
Diefelbe Bolgerung findet bei der Cotangente BS’ ftatt. Was die Cofecante 
OS’ betrifft, fo darf man ihr dad Vorzeichen — nicht geben, denn fie liegt 
auf OM’, auf derfelben Seite mit dem befchreibenden Punkte, mie dieß im 
erften Duadranten auch der Ball war. Da die Dreiecke OBS und OBS’ con- 
gruent find, fo bat man QM’ = QM, BS’=BS, 05’ = OS; mithin cos 
AM’ = — cos AM, cot AM’ —= — cotAM, cosec AM’ == cosec AM. 

Man beißt Supplement eines Bogens oder eines Winkels die 
Ergänzung, melde man zu bemfelben hinzufügen muß, um 180° zu 
erhalten; alfo tft A’M’ over der ihm gleiche Bogen AM das Supple- 
"ment zu AM’, und man kann die oben gefundenen Eigenfchaften fo aus⸗ 
prüfen: zwei Bögen, von denen der eine daß Supplement 
des andern tft, baben gleide trigonometriſche Linien mit 
entgegengeſetzten Vorzeichen, mit Ausnahme des Sinus 
und der Coſecante, welche ihr Vorzeichen dabei nicht 
ändern. 

Wenn man dieſe Eigenſchaften durch Gleichungen ausdrücken will, und 
AM’ mit x bezeichnet, fo hat man AM = A’M’ = 180° — x, und 
Tann daher fegen: ' 


sinx = sin (180°— x), fkcosx = —.cos(180°—x), 
u tangx = — tang (1800 — x), fcotx =—.cot(180°—x), 
sec x — sec (180° — %) ‚ l[cosecx= cosec(180°— 2). 


- Meberbieß. ift klar, daß ber Sinus, die Tangente. und die. Secante von 


— 


I 
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90° bis 180° abnehmen, und dagegen der Coſinus, Die Eotangente und bie 
Coſecante wachſen. 
Wenn OM mit OA’ zufammenfällt, jo Hat man 
sin 1800 = 0, tang 180° = 0,see I80’=—r, 
cos 180° = — r, cot 180° = — w., cosec 180= wm. 


Alle diefe Werthe Iaffen fih aus den Formeln [1] ableiten, indem man 


. x= 180° fegt. Die Formel cos x = — cos (180° — x) verwandelt 
fi 3. 8. in cos 180° = — cos 0; da aber cos 0 = r, fo iſt wie vor» 
hin cos 180° — — r. _ 


10. Die Anwendung der Analyfe auf die Geometrie führt häufig 
auf Bögen, welche mehrere Halbkreife enthalten. Deßhalb braucht man 
auch Bormeln, welche alle diefe Bögen ebenfalls auf den erſten Quadranten 
zurückführen. Der Abkürzung wegen wollen wir hauptſächlich den Sinus und 
Coſinus, welche die gebräuchlichſten Linien ſind, betrachten; da ferner jeder 
Vogen, der größer als der Halbkreis iſt, aus einem Bogen von weniger als 
1800, nebſt einem oder mehreren Bögen von 1800 beſteht, ſo wollen wir 
zuerſt unterſuchen, was der Sinus und Coſinus von 180° + x wird, wenn 
x < 180° ift. 

&3 fei AM der mit x bezeichnete Bogen, der beliebig zmifchen O umd 
180° angenommen werben kann: fügt man zu AM nod. ven Halbfrets 
: MA’N’, fo ift der neue Bogen AMA’N’ gleih 180° + x. Die beiden 
Bögen haben gleiche Sinus, nämli MP und N’P’, oder was daffelbe tft, 
OQ und OQ’; da aber diefe Linien entgegengefegte Tagen haben, fo muß 
man ihnen, der Annahme gemäß (Nro. 7), entgegengefegte Vorzeichen 
‚geben. Die Cofinus OP und OP’ find auch gleich und erfordern auch ver« 
ſchiedene Vorzeichen; alfo iſt 

[2] sin 180 +x) = — sinx, cos (180 5) = — cos x. 

Man vermehre ferner AM um 360°, fo ift Elar, daß man wieder auf 


den nämlichen Punkt der Peripherie zurückkommt, und daß fomit alle trigos 
nometrifhen Zinten wieder die nämlichen werden. Man bat alſo 


[3] sin (860° +2) = sinx, cos (360° + x) = cos x. 


Ueberhaupt mag der Bogen x fo großfein ald man will, fo muß, 
wenn man ihn um 180° oder um eine ungerade Anzahl von Halbfreifen 
vermehrt, fein Endpunft von einem Ende des Durchmefjerd auf das ent» 
gegengefeßte fallen, und dann ift Flar, daß der Sinus und Cofinus nur 
ihre Vorzeichen ändern; wenn man aber x um 360° oder um eine gerabe 
Anzahl von Halbkreifen vermehrt, fo kann, da man wieder auf denfelben Punft 
der Peripherie zurückkommt, Feine der trigongmetrifchen Linien ſich ändern. 


11. Betrachten wir noch die negativen Bögen, d. h. folce, welche 
beſchrieben werden, wenn ver zuerft auf OA liegende Halbmeffer fi in ber 
Richtung AB’ A’, welche der vorhin angenommenen entgegengefegt ift, bewegt. 
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&8 fein AM und AN zwei gleiche Bögen von entgegengefehter Tage, 
und fie werden mit x und — x bezeichnet, fo ift klar, daß ihre Sinus MP 
und NP ebenfalld gleich find und entgegengefeßte Rage haben. Um die Co⸗ 
finus zu erhalten, beachte man, daß die Complemente 90° — x und 
90° 4 x dur die Bögen BM und BMN ausgebrüdt find, deren Sims 
MQ und NQ’ einander gleich find und einerlei Lage haben; man hat daher 


[4] sn -_ = — sin x, cs (—-Y=cox. 
Obgleich die Bögen AM und AN in der Figur < 90° find, fo find 
diefe Formeln deßwegen nicht meniger allgemein. Erſtens ift Far, wenn 


man bie beiden Bögen beliebig vergrößert, wofern fie nur unter ſich 
gleich bleiben, fo müflen auch die Sinus MP und NP ſtets einander gleich 


und entgegengefeßt fein; man hat alfo immer sin (— x) = — sinx. 
Was die andere Formel betrifft, fo nehme man die Bögen > 90° an, z. B. 
mie ABM’ und AB’N’, und mahex = ABM’ un — x = — AB’N. 


Das Complement 90° — x des erften Bogen ift negativ und in der Figur 
durch den Bogen BM’ vargeftellt, der links vom Punkte B liegt, und das 
Complement 90° + x des zweiten Bogens iſt gleih BAN’ und immer rechts 
vom Punkte B. Nun find die Sinus M’Q und N’Q’ dieſer Complement⸗ 
bogen einander gleih und haben in Beziehung auf den Durchmeffer BB’ 
diefelbe Lage; man hat alfo immer cos (— x) = cosx. Somit gewähren 
die Kormeln [4] jede wünſchenswerthe Allgemeinheit. 

Es ift wohl zu merfen, daß der Coſinus eines beliebigen, pofltiven 
oder negativen Bogens feiner Größe und Rage nach immer durch den Abftand 
des Mittelpunfts vom Fußpunkt des Sinus dargeftellt wirb. 


12. Auch ift, ehe mir meiter gehen, zu beachten, daß bie bis jegt ge⸗ 
fundenen Kormeln [1, 2, 3, 4] auf alle möglichen, ſowohl pofitiven als 
negativen Bogen angewandt werden können. Der Kürze wegen ſoll hier 
nur von den Sinus und Coſinus die Rede fein. 


1) Betrachten wir noch einmal die beiden Bormeln in Nro. 9 

sin x —= sin (180° — x), cosx = — cos (180° — x), 
die nım für poſitive, zwiſchen 0 und 180° enthaltenen Bögen bewiefen wur⸗ 
den. Verwandelt man x in J80° + x, fo erhält man dafür 
sin (180° + x) = sin (— x), cos (180° + x) = — cos (— 2), 


welche Gleichungen offenbar nah, den Formeln [2] und [4] richtig find. 
Es ift Elar, daß der Bogen noch einmal um 180° vermehrt werden Tann, 
und fo fort bie ind Unendlide. Setzt man — x anflatt x, fo ergibt fi 
auf diefelbe Weife, daß die beiden Formeln wieder richtig find; fie gelten 
alſo für alle möglichen Bögen. 


2) Die Kormeln [2], melde für alle pofitiven Bögen bewiefen murs 
den, gelten auch für bie negativen; denn wenn man m für x in benjelben — x 


fest, fo ergibt fi 
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sin 180 — x) = — sin (—-r)= six, 
cos (180° — x) = — 008 (— X) = — cos x, 
und man kommt auf die Formeln [1] zurüd. 


3) Da die Vermehrung eines beliebigen Bogend + x oder — x um 
180° nur die Vorzeichen des Sinus und Coſinus verändert, fo folgt daraus, 
daß die Vermehrung um 360° Feine Veränderung bervorbringen Tann; 
folglich gelten die Formeln [3] auch für negative Bögen. 

4) Was die Formeln [4] betrifft, fo bedarf es hier Feiner Erörterung ; 
denn es ift far, daß man hier x Durch — x erjeben Fann. 

13. Es iſt nun leicht, die trigonometrifchen Linien jedes beliebigen 
Bogend auf ven erften Quadranten zurüczuführen. Es fix = 1029° 
ein Bogen, deſſen Sinus gefucht wird. Man ziehe davon. 360° fo oft ale 
möglih ab, fo bleibt 309°; man bat alfo nad den Formeln [3] sin x 
= sin 309°. Nimmt man von 309° noch 180° weg, fo bat man nad 
ven Formeln [2] sin x = — sin 129°. Nimmt man endlich das Supple- 
ment von 1290, nämlich 51°, fo ergibt ſich sinx = — sin 51° (Nro.9). 
Man kann fogar die Reduction noch weiter führen, da sin 519 = cos 
(90° — 51%) = cos 39°; daher sin x = — cos 39. 

Märe der gegebene Bogen x= — 1029°, fo würde der Sinus ein 
dem vorigen entgegengefegted DBorzeichen erhalten (Nro. 11), und man 
hätte sinx —= cos 39°. 


Bon den Bögen ‚ melde einem gegebenen Sinus oder Coſiau⸗ 
entſprechen. 


IA. Die eben vorgenommenen Entwicklungen geben zu der wichtigen 
Bemerfung Anlaß, daß ed unendlich viele Bögen gibt, welche dieſelben tri= 
gonometrifchen Linien haben. Nehmen wir an, eine diefer Tinten fei ges 
geben, und man foll die verſchiedenen zugehörigen Bögen fuchen. 

Es jei gegeben sinx = a. Man trage auf dem Halbmeſſer OB 
(Big. 1) der ſenkrecht auf OA feht, die OQ — a an und ziehe durch den 
Punkt Q die MM’ yarallel mit OA. Nun ift Har, daß man für den Werth 
von x alle Bögen nehmen kann, die fl in den Punkten M Ind M’ envigen. 
Bezeichnet man den Bogen AM durch « und 180° mit H, fo it AM’ glei 
H — eo, und bie pofttiven Bögen, die ihren Endpunft in M und M’ Haben, 
find in folgenden zwei Reihen enthalten: 

«a, ?2H+e 4H+«6H te, u f.f. 
H—« 3H—o«a 5H—« 7H— eo, uf. f. 

&3 ift ferne ABAM = 2H — «, und ABAM —H + œ. 
Fügt man zu dieſen Bögen eine beliebige Anzahl von Kreisumfängen, und 
nimmt hierauf die ſich ergebenden Bögen negativ, ſo hat man alle negativen 
Bögen, die dem gegebenen Sinus entſprechen, nämlich: 

-—?H+re — 4M P A, —6H + ou ſ. f. 
— H—, — a —, — — eo, u f. f. 
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Die Bögen diefer vier Reihen laſſen fich in zwei ziemlich einfache For⸗ 
meln bringen. In zmei diefer Reihen tft nämlich der Bogen «@ zu allen ges 
raden Vielfachen ſowohl der negativen als der pofltiven H addirt, und in 
den zwei andern von ben ungeraden Bielfachen von H fubtrahtrt. Bezeichnet 
man alfo eine bellebige pofltive oder negative ganze Zahl, die fogar gleich 
Null fein kann, mit k, fo laſſen ſich alle gefuchten Bögen durch folgende 
Formeln darſtellen: 


[1] xs=%ıH +e, = QRk+1)H— ao. 


Wir Haben a pofltiv angenommen; hätte man sinx= — a, fo 
müßte man a auf OQ’, auf ber Seite von OB’ antragen. Dann endigen 
fi die Bögen, welche die Werthe von x ausdrücken, in N’ und N. Gebt 
man ABN’ = «, fo ift offenbar ABN = 3H — «, AB'N’ = 2H—o, 
und AN=«— H. Demnach find ſowohl die negativen als pofitiven 
Werthe von x, die dem Sinus ON’ entfprechen, folgende: 


« 2H+«e 4H-+e,u.f.f. 3H—e, 5H—, TH—o, uff. 
—2H+«, —4H+e, —6H-+e,u.f.f. H—a, —H—a,—3H—e, uf. f. 


und es ift Elar, daß auch diefe in den Formeln [1] noch enthalten find. 


18. Es ſei gegeben cosx—= a. Ma pofitiv, fo nimmt man OP 
—a auf OA, und errichtet tm BunfteP die Senkrechte MN ; dann drücken die 
verfchiedenen pofltiven und negativen Bögen, die fih in M und N endigen, 
die Werthe vonx aus. Sept man AM = x, fo fieht man leicht, daß 
diefe Bögen in den vier Reihen enthalten find: 


eo, 2H-+e, A4H+eo,.u.ff. 2H—o, 4H—o, 6H—e,u.f.f. 
—.a, —?H—e«, —4H—e, u. f.f. —2H+e, —4H-+a, —6H +, u. ſ. f. 


und wenn man eine beliebige pofltive oder negative ganze Zahl mit k be- 
. zeichnet, fo laffen ſich alle diefe Bögen durch die beiden Formeln ausprüden 


2] x=2kH+eo, x—=?2KH— eo. 


Iſt cos x = — a gegeben, fo trägt man a auf OA’ an; dann bes 
zeichnet & ben Bogen AMM’, und das Vorige bleibt unverändert. Wenn a 
über den Halbmeſſer hinausgeht, fo ift ner Bogen x Imaginär. 


16. Es ſei noch tangx — a. Ift a poſitiv, fo errichte man bie 
Tangente AT = a über OA und ziehe die Gerade TMN’, die durch den 
Mittelpunkt geht und den Kreis in M und N’ fchneidet ; dann find die Werthe 
son x bie pofitiven und negativen Bögen, die ſich in M und N’ endigen. 
Sebt man den Bogen AM = «a, fo hat man AMN’ = H-+e«, ANM 
= 2H— oa, AN=H—.e«e, und die gefuhten Bögen geben folgende 
Reiben: 


ea, 2H+e, 4H-+eu.ff. H+o, 3H-+e, 5H-+e,u.f.f. 
—2H+o, —4H+e,—6H-+e, u. ſ.f. —H-re, —3H-4a, —5H-+o, u. ſ. f. 
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In biefen vter Reihen tft der Bogen & zu allen Vielfachen der pofitiven 
und negativen H abbirt, alfo ift die allgemeine Formel ber gefuchten Bögen 


[3] . x—=kH-+ oe. 


Iſt die gegebene Tangente negativ, fo trägt man fle auf AT’, unter- 
halb OA an; dann flellt & einen Bogen zwiſchen 90° und 180° vor, wie 
ABM’. Dabei tft Elar, daß die Tangente jede bellebige Größe haben kann. 


17. Ohne die Fälle näher zu unterfuchen, mo ber Bogen durch eine 
der andern trigonometrifhen Linien gegeben ift, flieht man leicht ein, daß 
die Bögen, welche venfelben Sinus; oder Eoftnus, oder diefelbe Tangente 
haben, auch dieſelbe Coferante, ober Secante ober Gotangente haben; 
dieß wird ſich auch fpäter (Nro. 20) zeigen, wenn die Beziehungen ber 
trigonometrifhen Linien unter einander beftimmt find. Daraus folgt, 
daß die Kormeln [1, 2, 3] auch vorkommen müffen,. wenn cosec x, sec - 
oder cot x gegeben ift. 

Nicht zu vergeffen ift, daß in diefen Formeln & Immer den der gege- 
benen Linie entfprechenden Heinften Bogen zmifchen O und 360°, H vie halbe 
Kreislinie, und k eine beliebige. pofttive oder negative ganze Zahl, die auch 
Null fein kann, bezeichnet. 


Durühführung der Sinus, Coſtnus u. f. m. auf einfache Werhältniffe. 


1S. Wenn in der Trigonometrie ein Bogen blos ala Maß eined 
MWinfels vorkommt, fo betrachtet man nicht die abfolute Größe deſſelben, 
fondern nur fein Verhältniß zu der Kreislinie, won welcher er ein Theil ift. 
Diefes Verhältniß wird nun eben durch die Zahl der Bogengrabe angezeigt, 
und es ift Far, daß dieß zur Beftimmung eines Winfels genügt; denn alle 
Bögen , die zwifchen demſelben Winkel enthalten find und aus feiner Spige 
als Mittelpunkt befehrieben werden, baten eine gleiche Anzahl Grade, wie 
groß fonft auch) die Halbmeffer diefer Bögen fein mögen. 

Die Verhältniffe, welche zwifchen den trigonometrifchen Linien diefer 
Bögen und den Halbmeffern der zugehörigen Kreife ftattfinden, hängen 
ebenfalls nur von biefer Anzahl Grade ab. 3.8. inig.3, mo MP, M’P’, 
MP’ Sinus ähnlicher Bögen find, tft — MP _MF _. MP” er amd 

g OM  OM — OM” 

diefe Berhättniffe, nicht die Sinus, werben durch einen gegebenen Winkel 
beitimmt. Dasſelbe läßt fih von den Coſinus, Tangenten u. f. w. fagen. 
Man erfieht daraus, daß nicht die abfoluten Längen der trigonometrifchen 
. Kinien, fondern nur ihre Verhältniffe zum- Halbmeffer in Berechnung kom⸗ 
men dürfen. Die Einführung diefer Verhältniſſe ift fehr einfach ; man nimmt 
nämlich den Halbmeſſer des Kreifes, in welchem die trigonometrifchen Linien 
betrachtet werden, als Einheit an; dann drücken die numerifhen Werthe 
diefer Linien dieſe Verbältniffe von felbft aus. Als ſolche führen fle zuweilen 
den Namen natürliher Sinus, Cofinusuf.m. 

So find alfo die grometriſchen Linien nichts weiterals bloße Verhältniffe, 


⁊ 
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und man ſollte ſie eigentlich gleich von Anfang von dieſem Geſichtspunkte 
aus darſtellen; um jedoch an der gewöhnlichen Behandlungsweiſe nichts zu 
ändern, ſoll in den Fundamentalformeln keine weitere Vorausſetzung in 
Betreff des Halbmeſſers eintreten, und derſelbe immer durch r bezeichnet werben. 


19. Wenn übrigens in einer Berechnung der Halbmeſſer als Einheit 
angenommen wird, fo laffen ſich die Mefultate immer leicht fo umformen, 
daß fie für jede andere Vorausſetzung anwendbar find. Denn aus dem eben 
Geſagten ergibt fi, daß hie Verhältniffe der Sinus, Coſinus u. f. w. zum 
Halbmeſſer, wie fie fi) aus der zweiten Betrachtungsweife ergeben, den 
Sinus, Coſinus u. f. w. nad der erften Betrachtungsweife gleich find; 
folglich) darf man in ven betreffenben Mefultaten diefe Größen, wie sin a, 


sin a tang a 
r r 


tang a u. f. mw. nur in — , —— 1. verwandeln. Angenommen, man 


babe 3. B. zwiſchen den Su a und b zuerft die Glelhung gefunden - 


— cos a, 
tang b = ifena — : ſo geben dieſe Subſtitutionen 
cos a 
tang b_ r 
T 14 —— 
- and durch Reduction erhält man, ohne weitere Vorausſetzung für den Halb 
„mefler r, | 
__T(r— cos a). 
tang b = r— sina 


Man muß fich befonders hüten zu glauben, e8 gebe eine abfolute 
Länge für den Halbmefler 1, und eine andere für den Halbmeffer r, fomte 
ed Längen von 1 Schuh, 2 Schub u. ſ. w. gibt: Der Halbmeffer bleibt 
durhaus unbeſtimmt. Zwar wird jebe trigonometrifche Linie eines gege⸗ 
benen Winkels je nach der Annahme für den Halbmeſſer Durch verſchiedene 
Zahlen ausgedrückt, aber diefe Zahlen haben immer daſſelbe Verhältniß 
zu der, welche ven Halbmeſſer darftellt, und nur dieſes Verhältniß kommt 
in Rechnung. | 


Beziehungen oder Relationen der trigonsmetrifdjen Linien 
unter ſich 


20. Die Relationen der ſechs trigonometriſchen Linien unter ſich 
ergeben ſich aus den Dreiecken in Fig. 1. 
Erſtens Hat man, da das Dreieck OMP rechtwinklig iſt, 


MP? + OP? = OM?; 


zweitens geben bie ähnlichen Dreiecke OMP und OAT: 


AT:MP=AO:OP, um OT: OM == OA: OP, 
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und drittens erhält man aus ben Dreiedten OMQ und OSB: 
BS: QM = OB: 0OQ, und 0S:OM = OB: O0. 
Man fehe ven Bogen AM = a, ben Halbmeſſer OM = r, und erſetze 


dieſe Linien dur) ihre trigonometriſchen Vezeihnungen, nämli MP durch 


sina, OP dur cos a, u. f. w.; fo erhält man für die 5 vorigen Ne= 
lationen folgende: 


[1] sina+co?a=r, 











. j 2 

[2) tanga = — [3] secca= — a 
r cos a r? 

4] cfta= ing’ [5] cosec a= — 


Die Gleichung [1] dient dazu, den Sinus mittelſt des Coſinus zu finden, 
und umgefehrt. If sin a gegeben, fo erhält man cosa=-tL\ r?-sin?a. 
Man bat bier zwei gleiche Werthe mit entgegengefegten Vorzeichen, weil 
einem und bdemfelben Sinus, 3. B. OQ, zwei gleiche Eoflnus von ent« 
gegengefeßter Lage, OPdund OP’, entſprechen. 

Die Formeln [2, 3, 4, 5] geben die Werthe für die Tangente, Ser 
cante u. ſ. w., wenn die für den Sinus und Coſinus befannt find. 


DL. Um eine Anwendung zu machen, nehmen wir den m Nro. 4 
gefundenen Werth sin 30° — Ar. Mittelft dieſes Werthes iſt es leicht, 
zuerft den Coſinus von 30%, dann die Tangente, Secante u. f. w. zu be= 
rechnen. Indem man berüdfichtigt, daß 60° das Complement yon 30° ift, 
erhält man folgende Gleichungen : 

sin 300° = cos 60° = 5, cos 30° = sin 60° — Ye, 





tang 30° = cot 60° — - va, cot 80° tang 600 r 3, 
2r VBa 


sec 30° —cosec 60 = 3, cosec 30° = sec 60° = 2r. 





22%. . Obgleich die Formeln in Nro. 20 aus einer Figur abgeleitet 
find, in melder ver Bogen a < 90° ift, fo find fie deßhalb doch nicht 
weniger allgemein. Die würde fich ſchon ergeben, wenn man nur die ab⸗ 
foluten Werthe der trigonometrifchen Linien betrachtete; denn biefe Linien 
bilden immer rechtminflige und ähnliche Dreiecke, aus denen man biefelben 
Reſultate wie in Nro. 20 gewinnen kann. Vorerſt ift klar, daß bie Formel 
[1] mit gehöriger Berüdfichtigung der Vorzeichen immer ihre Geltung bat, 
da nur Duabrate in ihr vorfommen ; es ift alfo nur noch zu unterfuchen, ob 
in den andern Formeln die Tangente, Secante u. f. w. immer das ihrer. 
Lage entſprechende Vorzeichen annehmen. 

In dem erften Quadranten, d. h. von O bis 90°, wo der Sinus und 
Gofinus poſttiv iſt, ‚geben die vier Formeln [2, 3, 4, 5] natirlich poſttive 


14 ..: LK Trigonometrie. 


Wertbe. Im zweiten Quabranten tft der Sinus pofltiv und ber Goflnus 
negativ ; deßhalb find die Werthe ver Tangente, Secante und Cotangente 
negativ, während ber für bie Cofecante pofltiv bleibt, und die Figur zeigt, 
daß dieß wirklich Die Vorzeichen find, welche biefen Linien zutommen. Im 
pritten Quadranten iſt der Sinus und der Coſinus negativ ; deßwegen find 
die Werthe [2 ,, 4] pofltio, während die Werthe [3 und 5] negativ fin, 
und dieß muß auch nad der Zage, welche diefe vier Linien dann einnehmen, 
ber Ball fein. Im vierten Duabranten, mo der Sinus negativ, der Coflnus 
poſitiv ift, find die Werthe [2, 4, 5] negativ, während ver Werth [3] po⸗ 
ſitiv ift, was der Figur gemäß wieder der Fall fein muß. 

Ueber 360° hinaus erhält der Sinus wie der Coſinus für einen be⸗ 
liebigen Bogen von 360° + a biefelbe Größe und daffelbe Vorzeichen, wie 
für den Bogen .a; bie vier Kormeln geben alfo auch diefelben Refultate, 
und wirklich muß aud die Tangente, Secanteu. ſ. w. für den Bogen 360° 
+ a die nümlichen Werthe haben, wie für den Bogen a. 

Nehmen wir nun an, die Bögen feien negativ. Dasin(—a) = — sina 
und cos (— a) = cos a (Nro. 11), fo folgt baraud, wenn man bad 
Borzeichen des Bogens ändert, daß bie für bie Xangen®, Cotangente und Coſe⸗ 
cante in den Formeln gegebenen Werthe entgegengefegte Vorzeichen annehmen, 
ohne ihre Größe zu verändern, während die Secante ganz unverändert bleibt. 

Endlich könnte man, genau genommen, befürchten, die Formeln feien 
nicht richtig für die Bögen von O, 90°, 180° u. f. w., weil bamm bie 
Dreiecke verfhwinden. Aber es ift leicht einzufehen, daß fie auch Hier bie 
diefen Bögen zufommenben Reſultate geben. Setzt man z. B. a = 90°, 
fo erhält man sin 90° = r, cos 90° = 0; mithin tang 90° = @, 
sec90'’—= X, cot 9090, cosec 900 r, welches wirklich die rich⸗ 
tigen Werthe find. Zu bemerken iſt noch, daß der Werth für tang 90° = m 
mit dem doppelten Vorzeichen - genommen werden muß; denn er iſt zu⸗ 
gleich die Grenze für die pofitiven Tangenten, bie man erhält, indem man 
ben Bogen von O bis 90° wachen läßt, und bie Grenze der negativen 
Zangenten, die man erhält, indem man ihn von 180° bis 90° abnehmen 
Yäßt. Diefelbe Bemerkung gilt auch für die andern trigonometrifchen Linien, 
welche unendlich groß werden Können. 

Somit ift die Allgemeinheit der fünf Formeln unbeſchränkt giftig. 


23. Es hätte genügt, die Allgemeinheit der Formeln [2 und 3] zu- 
beweifen, um daraus bie von [4 und 5] zu folgern ; denn Diele lafſſen fich 
aus ben erften ableiten, indem man barin 90°— a für a fegt. Ueberhaupt, 
wenn zmifchen den geometrifhen Linien einmal eine Relation für alle mög» 
lichen Werthe ver Bögen erwieſen worden ift, fo ift es immer erlaubt, diefe 
Bögen durch ihre Complemente zu erfegen, d. b. die Sinus, Tangenten, 
Secanten in Coſinus, otangenten, Cofecanten zu verwandeln, und 
umgefehst. \ 


24. Die fünf Gleichungen [1 bis 5] können auch dazu dienen, noch 
anhere zu ſinden. Wis wollen die wichtigften angeben. 


n 
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1) Wenn man die Formeln [2 und 4] mit einander multiplicirt, fo 
erhält man 
[6] | tang ax cot a r2. 

Das heißt, der Halbmeſſer iſt die mittlere Proportionale zwiſchen ver 


Tangente und Cotangente. Dieſes Reſultat ließe ſich auch aus den ähnlichen 
ODreiecken OTA und OSB unmittelbar ableiten. 


2) Die Bormel [2] gibt 
T 2 2 2 2 
r2 4 tangꝰ a ⸗ r 4 Tea _ Tina one), 


cos? * cos? a 
rt 
Aber sin? a 4 cos? aà rꝰ, mi secꝰ a ⸗ daher iſt 


[] r+tag’a= sec? a, 
welche Formel auch unmittelbar aus dem rechtwinkligen Dreieck OTA her⸗ 
vorgeht. Auf ähnliche Weife findet man folgende andere Formel: 


[8J) 2 r?+cot?a=cosecta, 
welche unmittelbar aus der vorigen fich ergibt, wenn man 900 — a füra ſetzt. 


3) Aus den Bormeln [3 und 5] erhält man 
41 _cosa 1 _sina 
seca 1? ' coeca w@ 
folglich, wenn man die Duabrate davon abbirt und Darauf Bedacht nimmt, 
daß cos? a +sin?a = r?, erhält man 
1 1 1. 
[9] seta Foosenta m 
25. Ueberhaupt laſſen fi, wenn eine ber ſechs trigonometrifchen 
Linien gegeben tft, mittelft der fünf Nelationen (1, 2, 3, 4, 5] die fünf 
andern Linien durch eine einfache Auflöfung von Oleihungen finden. 
Wenn man 3. B. den Sinus und den Gofinus mittelft der Tangente 


finden will, fo nimmt man die Gleichungen [1 und 2] 
sin? a+ cos®a= r, tung a = an, 
und Fann daraus bie Werthe für sina und cos a finden. Die zweite gibt 
r? sin? a — tang ? a eos? a; dann ergibt ſich mittelft der erſten leicht: 
+ rtanga + r? 


[10] eng zer 


Das doppelte Vorzeichen H deutet an, daß es zwei gleiche und ent« 
gegengefegte Sinus und Coſinus gibt, die derfelben Tangente entfprechen, . 
was auch die Figur zeigt. . Man muß genau darauf achten, daß man die 
oberen Vorzeichen zufammen nimmt, und ebenfo bie untern, fonft würde mar 


nicht wieder rein a = tang a bekommen. 
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Sormeln für den Sinus und Coſinus von a 4 b und a — b. 


26. Aufgabe: Die Sinus und Coſinus zweier Bögen 
a und b find gegeben, man ſoll den Sinus und Coſinus 
ihrer Summe und Differenz finden. 

Es fei (Big. 4) der Bogen AB= a, und BCE=BD = b: man 
ziehe die Sehne CD umd den Kalbmefier OB, der ſenkrecht durch ihren 
Halbirungspunft Q gebt; auch ziehe man den Halbmeffer OA, und fälle 
die Seyfrechten BP, CR, DS. Run iſt 


BP =sina, OP =cosa,. Ca =sinb, OQ=cosb, 
AC = a+b, CR = sin (a+b), OR = cos (a-+b), 
AD = a—b, DS = sin (a—b), 0S = cos (a—b). 


Man ziehe noch QE ſenkrecht auf OA, ferner OF und DG parallel mit 
OA. Die Dreiede CQF und QDG find congruent, da' ſie gleiche Winkel . 
und eine gleiche Seite QC = QD haben, alfo iſt DG = QF un GQ 
= CF. Nach diefem hat man offenbar 


sin(a+b)=CR=FR+CF=OE +CHF, 
cos (a-+ b) = OR — OE — ER = OE — QF, \ 
sin (a —b) =DS = QE — 0G = QE — CH, 

cos (a —b)=0S=-0OE+GD=OE-+QF. 


Nun iſt das Dreieck OBP ſowohl mit OQE wegen der Parallelen 
BP und QE, als auch mit CQF ähnlich, wegen ber ſenkrecht auf einander 
ftehenden Seiten ; folglich hat man 
QE :BP = 00: OB over DE: sina = cosb :'r, 
OE : OP = 00: OB over OE :: cosa = cosb:: r, 
CF :OP=CQ:OB over CF: cosa = sinb:r, 
QOF:BP=CQ : OB over QF:sina=sinb:r. 


Aus diefen Proportionen erhält man: 


0E— sin a cos b op 052 08 b 
cos a sin b sin a sin b 
CF — rm fi OF= r ' 


und Indem man biefe Werthe in sin (a+b) u. ſ. w. ſubſituirt, ergibt ne 


sina cosb + cosa sin b 
1] ma+b= =, 
| cosa cosb — sina sin b 
[2] cos a+b)= — , 


nn 
[3] sin (a — b) — Sina cos b — cosa sn D 


r 
. 2 b 
4] osa—h = cosa cosb + sina sinb 


r 
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27. In der hier gebrauchten Figur ſcheinen dieſe Formeln gewiſſen 
Befchränfungen unterworfen zu fein; denn fie fegt voraus, daß a und b 
pofitive Bögen find, daß ihre Summe a + b< 90°, und daß fogar in 
den auf à — b ſich beziehenden Formeln a größer ift aldb. Man kann 
nun zwar leicht die Conftructionen für die andern Fälle umändern; aber 
diefer Bälle gibt e3 viele, und die Unterfuchung, ob dieſe Formeln allgemein 
find, wäre auf dieſem Wege fehr umftändlih. Folgender ift vorzuziehen. 


1) Die Beichränkung, daß a > b, kann durch die Formeln [3 und 4] 
befeitigt werben. Denn wenn a<{b, fo bat man nad Nro. 11: 
sin(a—b) = — sin (b — a) und cos (a — b)= cos b — a). 

Wennnunb größer ift alda, fo kann man sin(b— a) und cos (b— a) 
aus den Formeln [3 und 4] erhalten, indem man darin ainbund bina 
verwandelt; num ift klar, daß dann bloß die erfte ihr Vorzeichen verändert, ' 
während vie zweite biefelbe bleibt. Man bat alfo für sin (a — b) und 
cos (a — b) wieder diefelben Formeln, wie für den Fall, mo a größer ift 
‚al8 b. Somit gelten diefe vier Formeln für alle Fälle, wo aund b pofttiv 
find und ihre Sunme a + b < 90° ift; und man darf daher für jeden 
biefer Bögen beliebige Werthe zwiſchen O und 45° annehmen. 


2) Da fi die auf die Differenz a — b bezüglichen Formeln aus denen 
für sin (a + b) und cos (a -+ b) ableiten Taflen, indem man b in — b 
verwandelt, fo folgt daraus, daß die Formeln [1 und 2] für alle Werthe 
yon a zmifhen O und 45, und für alle Werthe von b zwiſchen — 45° und 
+ 45° gelten. Nun läßt ſich nachmeifen, daß diefelben Formeln auch für 
die negativen Werthe von a, zwiſchen O und — 45, Geltung haben. 


Angenommen, a fei < 45°, und man habe a = — a, fo hat man 
sina+b=sin(-a+b)=— sin (@e—b) 
cso(a+b)=cos (-—u+b)= cos(«—b). 


Die Bögen @ und — b befinden fich aber innerhalb der Grenzen, für 
welche die Sormeln [1 und 2] bewieſen wurden ; alfo ift 


sin(@+b)= — sin @—y_it« cos b + cos « sin b 


r 
os@a+b)= ws@—b— mb Tenesind, 
Da nun à — — «, fo bat man (Nro. 11) sin a = — sin a, 


cos «= cos a; folglich kommen diefe Formeln wieder auf die von [1 und 2] 
zurüd. 


3) Wir wollen nun zeigen, daß man in den Formeln [1 und 2] de 
pofitiven und negativen Grenzen von-a und b beliebig erweitern fann. Man 
fege a = 90°+«, wo « ein beliebiger Bogen zwifchen — 45° und + 45° 
AR, jo erhäält en, indem man die Somplemente nimmt, 
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sin (a + b) = sin (90° + @« + b) = cos (— a —b)== cos (a-+b) 
_ 608 a cos b — sin « sin b 


r 

cos(a +. b) = cos (90° + « + b) = sin(—a«—b) =— sin («-+b) 

— sina«cosb — cos« sinb 
r 


Aber mittelft befannter Reductionen hat man 


sina=sin (0° +Fo)= co (— a) = cose, 
cos a = c08 (900 + a) = sin (— a) = — iin ae. 


Alto kann man cos @ dur) sin a und sin @ Dur — cos a erfeßen, wo⸗ 
durch ſich wieder die Formeln [1 und 2] ergeben. Nimmt man.nun « 
zwiſchen — 45° und + 45°, fo geht der Bogen a ober 90° + « durch 
alle Werthe von 45° bis 135°; alfo ift die poſitiye Grenze von a bis auf 
135° erweitert. Durch Wiederholung desfelben- Verfahrens laßt ſich dieſe 
Grenze noch um 90° Hinausrüden, und fo fort bis ind Unendliche. 

Die vorhin (2) abgeleitete Folgerung, daß die Formeln [1 und 2], 
welche für pofitive Werthe von a, die Feiner als 45° find, gelten, auch 
für diefelben negativen Werthe richtig find, läßt fich offenbar auch) auf den 
Fall anwenden, wo bie pofitive Grenze von a eine andere ald 45° iſt. Da 
man nun eben gefunden hat, daß fle für alle poſitiven Werthe von a Gels 
tung haben, fo müſſen fle auch für alle negativen Werthe richtig fein. 

In Betreff des Bogens b müffen fih natürlich diefelben Folgerungen 
wie für a ziehen lafien, und man kann ebenfalls jebe feiner Grenzen bis ins 
Unendliche erweitern ; mithin find die Formeln [1 und 2], und folglich auch 
bie Kormeln [3 und 4] für alle Werthe der Bögen a und b erwiefen. 


Sormeln für die Vielfache und Theile von Wögen. 


38. Bon nun an ſei immer der Halbmeſſer r = 1, fo daß die Sinus, 
Eofinus ıc. nur no als einfache Verhältnißzahlen zu betrachten find, wie 
es in Nro. 18 erklärt wurde. Durch diefe Annahme erhält man für bie 
Formeln in Nro. 20 und 26 folgende: 


sin’a+ cos’a= 1; 


sim a cos a 
tanga = ——, cota= —; 
cos a sin a . 
1 1 
sec a = ——, cosec a = — ; 
cos a sin a 


sin(a+b)=sina cosb-+ cosa sinb; 
cos(a+ b) = cosa cosb I sin a sin b. 


29. Dieß vorausgefegt, fege man in ven Ausdrüchn sin (a-+ b) 
und cos (a - b) noch a=b, fo erhält man 
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[1] sin 2a — 28in a COS a, 
[2] cos ?a = cos? a — sin? a; 


welche Formeln zur Berechnung des Sinus und Cofinus des doppelten Bogens 
dienen, wenn man den Sinus und Gofinus des einfachen Bogens Eennt. 


30. Es feib— 2a, fo geben dieſelben Ausdrücke zuerft 


sin 3a = sin a cos 2a + cosa sin 2a, “ 
cos 3a = cosa cos 2a — sin a sin 2a; 


dann, indem man für sin 2a und cos 2a ihre Werthe feht, und die Me- 
fultate mittelft der Gleichung sin?a + cos?a —=.1 vereinfacht, erhält man 


[3] sin 3a — 3sina — 4sin°a 
[4] cos 3a = 4cos®a — 3cos a., 


Auf dieſelbe Weife fortfahrend, gelangt man zu den Vielfachen 4a, dau.f.f. 
Uebrigens gibt e8 für die Vielfahe der Bögen allgemeine Formeln, 
bie man im IH. Kapitel finden wird. 


31.. Um die Formeln für Theile von Bögen zu finden, fuchen wir - 
zuerft den Sinus und Cofinus eines halben Bogend. Man fege für a 
in den Formeln [1 und 2] Fa, fo erhält man 
[5] 2sin Ja cos 4a — sina, 

[6] . cos? Ja — sin? Ja —= cosa, 
und überdieß hat man aud) 
[7] cos? 4a + sin Ja= 1. 
ft cos a gegeben, fo darf man nur die Gleichungen [6 und 7] auf- 


löſen. Wenn man die erfte von der zweiten abzieht, und für den zweiten 
Fall zufammen abbirt, fo ergibt ſich leicht 


in IE, na Iren. 


Diefe Formeln dienen alfo, wenn cos a gegeben ift, zur Berechnung 
von sin Ja und cos da. Dabei ift zu beachten, daß man das Wurzelzeichen 
mit dem Vorzeichen + behaftet betrachten muß. 

Der Grund, marum man fo für. jeden der unbekannten sin Ja und 
cos da zwei gleiche Werthe mit entgegengefebten Vorzeichen erhätf, ift leicht 
einzufehen. Vorerſt ift zu bemerken, daß nicht der Bogen a felbft in dieſen 
Werthen vorkommt, fondern nur deſſen Coſinus; fo daß fich daraus zugleich 
der Sinus und der Coſtnus von der Hälfte aller Bögen ergibt, die venfelben 
Coftnus Haben. Nah Neo. 15 werden dieſe Bögen durch die Formel 


ausgedrückt: 
x=?iH te, 


in weldger « bew kleinſten pofltiven, dem gegebenen Coſinus entſprechenden 
Bogen, H den Halbkreis und k eine beltebige ganze negative oder poſttive 
2 % 
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Zahl bezeihnet. Die Werthe für sin Ja und cos a müflen alfo ent⸗ 
halten fein in 
sin (kH + $«) und cos (kH + ae). 
Iſt k eine gerade Zahl, fo tft kH ein Vielfaches von 360°, und man kann 
ed weglaffen, ohne daß fi der Sinus oder der Coſinus ändert (Nro. 10), 
fo daß man erhält 

sin (+ $«) = + sin je und cos (+ a) = cos %e. 
Iſt k ungerade, fo kann man wiederkH meglaffen, aber dann müffen die Vor⸗ 
zeichen des Einus und Coſinus verändert werben (Nro. 10), und e8 ergibt fich 
— sin (+ 4«) = + sin Ja und — cos (+ 4«) = — cos }a. 


Es müffen ſich alfo wirklich für sin Ja, fowie für cos Ja zwei gleiche Werthe 
mit entgegengefeten Vorzeichen ergeben. 


32. Wenn anftatt des Eofinus der Sinus gegeben märe, fo bürfte 


man für cos a in den Formeln [8] nur feinen Werth VI — sin?a fegen, 
und da dieſer neue Wurzelmerth auch das doppelte Vorzeichen + bei ſich 
hat, fo hätte man für jeden der unbekannten sin Ja und cos la vier Werthe. 


Man kann indefien diefe Werthe auch in einer andern Form erhalten. 
Man nehme die Gleichungen [5 und 7] 
2sin 4a cos Ja = sina, 
cos: 4a— sin’ da= 1; 
und ziehe daraus tie Werthe für sin Ja und cos Ja. Indem man zuerft 
beide Gleichungen addirt, dann wieder die erfte von der zweiten fubtrahirt, 
und hierauf aus beiten Nefultaten die Quadratwurzel zieht, erhält man 
cos da + sin Ja—= Tr sina, | 
cos a — sin Ja = Vi — sina; 
woraus fi vie geſuchten Werthe leicht ergeben, nämlich: 
[9] sinda—=4 V1i+sna—EV1- sina, 
[10] csda= 4 Vı+snma+t3vVI1-—sina. | 
Wegen ber zwei Wurzelzeichen hat jeber diefer Ausdrücke vier Werthe. 
Um den Grund hievon a priori nachzuweiſen, beachte man, daß fie ten 
Einus und ten Gofinus der Hälfte aller Bögen, die denfelben Sinus haben, 
enthalten müffen ; nun ergeben fi (Nro. 14) diefe Bögen aus den Formeln: 
s—=WıH+o, x=(tk+1)H —e; 
alfo müffen die Ausdrücke für sin da und cos La den Sinus und Coſinus 
ber Bögen geben, welche dargeftellt find durch 
| kH + iaun k-+-3)H — de. 
Dan kann aber kH mweglaflen, wenn man auf die Beibehaltung ober Ver⸗ 
änderung der Vorzeichen des Sinus und Cofinus, je nachdem k eine gerade 


- 
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über ungerade Zahl ift, Rückſicht nimmt. Folglich muß man für sin Ja, 
und ebenfo für cos Ja, vier Werthe erhalten, nämlich: 

sin Jda— + sin J«e md sin Ja= + sin (3H — %o), 

cos 4a—= + cos $« und cos Ja= + cos (4H — $e). 
Man fieht ferner, daß je zwei einander gleich ſind und entgegengeſebzte Vor⸗ 
zeichen haben. Iſt & — 90°, fo hat man ja = 450, HH — 3a = 45°, 
und die vier Werthe find dann auf zwei rebucirt. 

Da ferne H:= 180° ift, fo müffen die beiden Bögen je und 
4H — 4« Gomplemente von einander fein, und folglich die vorigen Werthe 
folgendermaßen ſich darſtellen laſſen: 

sin Ja + sin te, sin Ja= + cos le; 

cos da—= + cos 4a, cosda= + sin 4, 
d. 5. die Werthe für sin Ja find diefelben, wie für cos 4a; was aud) die 
Bormeln [9 und 10] andeuten. 


Es bleibt nun noch eine Schwierigkeit zu befeitigen: nämlich zu wiſſen, 


wenn man den Bogen a und ſeinen Sinus kennt, welcher der vier Werthe 
für sin Ja oder cos Ja gewählt werben ſoll, benn e8 ift Elar, daß nur 
einer genommen werben darf. Der Kürze wegen wollen mir nur sin Ja 
betrachten; indem man die Wurzelmerthe mit ihren verſchiedenen Vorzeichen 
nimmt, laſſen fich die vier Werthe auf folgende Weife ſchreiben: 


sin ja = + 4 vi Fma — VT-cme), 
sinda—= + 4 Vifsna-+ Vi sina). 


Vorerſt ift Elar, daß bie beiden erften Werthe einander gleich find, und 
entgegengefegte Vorzeichen Haben ; dasſelbe ift auch bei den beiden legten der 
Fall. Wenn man ferner dad Quadrat der erften nimmt, fo ift dieſes 4, 
während das ber andern > # ift; nun weiß man aber (Mro.8), daß 
sin? 45° — cos? 45° — I ift; die beiden erften Werthe müffen alfo, ohne 
Rückſicht auf die Vorzeichen, Eleiner fein als sin 45°, und die beiden Teßten 
find größer. 

Aber- auf der andern Seite ift e8 immer leicht, wenn ein Bogen gegeben 
ift, zum Voraus zu beftimmen, ob der Sinus feiner Halfte pofitiv oder 
negativ it, und ob er größer ober Eleiner ald der von 45° fein muß. So 
fält jede Unbeftimmtheit weg, und diefelben Bolgerungen laffen fih auch 
auf den Coſinus anwenden. 

Es ſei z. B. a< 90°, fo muß sin Fa poſttiv und Heiner als sin 450 
fein, und cos Za muß ebenfall3 poſttiv, aber größer ald cos 45° fein; folg- 
lich muß man die Werthe [9 und 10] mit den fich hier ergebenden Vor⸗ 
zeichen nehmen. 

Dieſe Formeln entſprechen, wie man n ſieht, zunächſt Bögen, die kleiner 
find als 90°; dasſelbe iſt bet allen trigonometriſchen Formeln der Fall, da 
folche am meiſten in Anwendung kommen. 


x 
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83. Um auf die Theilung der Bögen in 3 Theile überzugeben, ver« 
wandle man a in Ja, fo ergeben bie Sormeln [3 und 4] in Nro. 30 

sin a — 3sin Ja — 4sin?}a 
cos a — 4cos®la — 3cos }a. 

Es ſei z. B. cos a gegeben, und cos 4a zu finden, fo ſete man cos a 
— b, cos ja = z; dann verwandelt ſich die zweite Gleichung in 
[11] 2 — 3ız— 1b=0. 

Dieß iſt alfo die aufzulöfende Gleichung, um cos }a zu finden. Ohne 
in eine algebraifhe Erörterung einzugeben, möge hier ı nur a priori gezeigt 
werben, daß ihre drei Wurzelwerthe reell find. 

Da bier ein Eofinus gegeben, und die Formel für bie Bögen, melde 
biefem Coſinus entfprechen, 2kH + « tft (Nro. 15), fo enthält die Glei⸗ 
hung [11] als Wurzeln alle Werthe, welche in dem Ausdruck 


2kH + « 

3 
enthalten find. Die ganze Zahl k Fann nur eine der drei Formen In, 
3n +4 1, 3n— 1 haben (mo n ebenfalls eine ganze Zahl ift) ; macht man 
alfo nah einander k= 3n, k=3n +1, k=3n — 1, fo hält 
man mit Weglaffung der unnöthigen Kreisumfänge, 


Zz — (08 


2 = C08 mitte — cos (2nH + + 3) — (008 (+ 5) = c08 5 

La EL 08 (2nH + 3 ee 
3n—1).2H + 

INH Hr 2) = 00 (4 +2) 


Die beiden Werthe der legten Formel find diefelben mie die beiden ber vor⸗ 
hergehenden; man bat pi im Ganzen drei verſchiedene Werthe, nämlich: 


2*eos⸗, 2 = cos 2+: 2), = (2) 


Indefien kann e8 der Fall fein, daß zwei dieſer Werthe einander gleich 
find: der erſte iſt z. B. gleich dem dritten, wenn « H iſt. 

Wir wollen jedoch in keine weiteren Erörterungen über die Theilung 
der Bögen eingehen; die vorausgegangenen deuten den Gang, der bei dieſer 
Art von Aufgaben einzuſchlagen iſt, hinreichend an. 


Formeln für die Tangenten. 


34. Stellen wir uns zuerſt die Aufgabe, die Tangente der 
Summe oder Differenz zweier Bögen zu finden, wenn die 
Tangenten dieſer beiden Bögen gegeben ſind. 
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Nach der zwiſchen dem Sinus, Cofinus und der Tangente flattfinden- 
den Relation (Nro. 20), bat man 


__ sin (a+-b) 
ang ab) = cos (a+-b)’ 
und, indem man für sin (a — b) und cos (a—+-b) ihre Werthe aus 


Nro. 28 fegt, + 
sin a cos b cos a sin b 
tang ab) = cosa cosob—sina sin b’ 


um blos Tangenten zu bekommen, bividire man ben Zähler und Nenner 
durch cos a cos b, fo tft 


sin a, sinb 
cosb 

— mir 
cos a cosb 


tang (a + b) = 





sin a - sin b ’ 
und da os a — tanga, und — * tang b, fo erhält man 


b 
tang a tangb 


11 ang (a - h = 7 gang a tangb 
Auf biefelbe Weife findet man für die Differenz der Bögen: 
[2] tang (a — b) = dang a — tang b 


1+ tang a tang b 


35. Es feib= a, fo erhält man für Doppelte Bögen: 
2tang a 

1 — tang? a 

Sept man b = 2a, fo würde man tang 3a finden u. f. f. 


[3] tang ?a — 


36. lm tang da als eine Function von tang a zu erhalten, ver⸗ 
wandle man a in Ja, fo gibt die legte Formel die Gleichung 


_2tang da 
1 — tang” la 
welche auf folgende quabratifche Gleichung führt: 
2 
? — 1 
[4] tangꝰ }a + ang a tangda—1=0, | 


und aus dieſer erhält man 


== tang a, 





tang a 1 + Vi -tang? a). 


Da in der Gleichung [4] — 1 der legte Ausdruck ift, fo weiß man fon, 
ohne die Gleichung aufzulöfen, daß bie beiden Werthe für tang 4a zum 
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Product — 1 geben; wenn alfo AT und AT’ (Fig. 5) diefe Werthe in der 
ihren Vorzeichen entfprechenden Lage vorftellen, fo muß AT x AT’= 0A? 
fein; OA ift fomit bie mittlere Proportionale zwifhen AT und AT”. 
Der Winkel TOT’ if daher ein rechter, oder was dasſelbe ift, ber 
Bogen MM’ = 90°. 3 ließe fi übrigens leicht aus der Art der Auf» 
gabe feldft erkennen, warum tang Ja gerade nur zwei Werthe hat. Diefe 
Unterfuchung möge übrigens dem Leſer überlaffen bleiben, da flenach dem oben 
bei ähnlichen Bällen Bemerkten Feine Schwierigkeit mehr darbieten kann. 


37. Folgende Formeln fommen ziemlich häufig vor: 





1— cosa 
5). Manga = Va 
sin a 
1 — cos a 
[7]. tang Ja = — 


Sie laſſen ſich leicht aus ſchon bekannten Formeln ableiten. Denn man 
hat offenbar 


_ sinda VSF cos a 
tang Ja = = IF cosa No, 31[8]), 





cos da 
sin a cos da sin a 
ia — 2 — 
tang la costfa if ecosa (Neo. 31[5, 8]), 
sin? da  _ 1—coa 
tang Ja —= in sin da cos fa —ona — (Nr. 31 [5, 8]))- 
‘ Andere häufig gebrauchte Formeln. 


38. Die Formeln von Nro. 28, welche den Sinus und Eofinus 
der Summe a—- b und ver Differenz a — b ausprüden, führen auf eine 
große Anzahl Formeln, die in der Aftronomie ftetd angewandt merden. 
Es mögen bier nur die wichtigften angeführt werben. Indem man jene Formeln 
durch Addition und Subtraction in Verbindung bringt, ergeben fich folgende: 


2sinacosb=sin (ab) + sin (a—b), 
2cosa sin b= sin (a - b) — sin (a — b), 
.2cosa cosb = cos (a— b) — cos (a — b), 
2sin a sin b= cos (a — b) — cos (a—-b). 
Sie Fünnen dazu dienen, das Product aus einem Sinus und einem Coſinus, 


oder aus zwei Sinus, oder auch auß zwei Cofinus, in eine Summe oder 
Differenz zweier trigonometrifcher Linien zu verwandeln. 
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39. Bezeichnet man zwei beliebige Bögen mit p und q, und feht 
a+b=pwma—b=gfifa=}(p+ g,b=} (p-g). 
Sept man nun dieſe Werthe in bie vorigen Formeln, fo ergibt fi, indem 
man bie Zweite Seite der Gleichungen voranftellt: 

sinp+sing=?2sin 3 p + co} p— g) 

sin p — sin q= 2cos#(p+ Qsin 3 (p — gQ), 

eos p eos q ⸗2eos (p cos p - ꝙ 

cos q — eos p ⸗ ꝛsin I 4 9) sin 4 P— P. 
welche Formeln häufig, beſonders bei logarithmiſchen Rechnungen anges 
wendet werben, um eine Summe oder Differenz in ein Product zu verwandeln. 











40. Endlich erhalt man aus den letzten Formeln durch Diviſion, 








und indem man daß immer 

noch folgende, a: 

sin p + sin q ‚_ tm} P-+gQ 
sinp — sing Y tang (p —W’ 
sin p + sinq 

cosp + cosq +9 


sin p + sing _ cos} (p — q) 

cosqg— cosp sin (p—q) 

sinp— sing _ sin (P—q) 

cosp-+cosqg cos} (pP — Q) ns} — 9; 

i ing cos} p +Q) _ 

cosp sink(p+q) ut 

eosp + eosq__ cost pH Pest Pp—g) _ ct p+gQ, 

cog— cosp sin (p-+q) sinä(p—qQ)  tangk(p — q) 
Unter diefen Bormeln ift beſonders die erfte bemerkenswerth, die ſich 

fo ausbrüden läßt: Die Summe der Sinus zweier Bögen vers 

hält fid zur Differenz dieſer Sinus, wie bie Tangente der 


halben Summe diefer Bögen zur Tangente ihrer halben 
Differenz. 








=. Pd), 

















Al. In mathematiſchen Werfen ſtößt man oft auf trigonometrifche 
Umformungen, deren Urfprung man nicht Tennt; in folden Fällen ift es 
am beften, wenn man fie abzuleiten fucht, was gewöhnlich Feine Schwierig- 
keit haben kann. Um z. B. bie Gleihung 


sin (a + b) sin (a —b) = sin? a — sin? b 
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abzuleiten, fege man zuerſt für sin (a + b) und sin (a — b) ihre Werthe 
aus Nro. 28, fo erhält man 
sin (a-+ b) sin (a — b) = sin? a cos? b — cos? a sin? b; 
dann fubftituirt man für cos?a und cos?b noch 1 — sinꝰ a und 1 —sin?b, 
fo erhält man nad) ber vorgenommenen Nebuction bie gegebene Gleichung. 
Hätte man folgenbe Gleihung 


cos a ⸗ —— 
14 tang? ja’ 
fo würbe man für tang Zu feinen Werth m * fegen; dann erhielte man 


für das zweite Glied 
cos? Ja — sin? ja 


608? ja + sin? Ja’ 
nun ift man aber nad) (Nro. 20 uꝛ = 1, und 
cos? ja — sin? Ja — cosa; fol auf cosa 


zurüdgeführt, was zu beweiſen wa 
Volgenbe Umformungen möge 
cos (a+b)cos(a—b)= 
tang (45° + a) ⸗ 
et —_ 
1 + tang a tang a’ 
_ sin (a-+b) 
Yang a tan sh 
tang a + tang b + tang c — tang a tang b fang c. 
Bei der letzten Formel wird vorausgeſetzt, daß a b-+ c = 180°, und 
fle zeigt, daß man drei Größen auf unendlich vielerlei Art fo 
wählen kann, daß ihre Summe ihrem Producte gleich iſt. 


c08 


Geometriſche Veweiſe für die oben gefundenen Formeln. 


42. Der Lefer wird bereits bemerkt haben, daß nachdem bie Formeln 
für den Sinus und Cofinus von ab und a — b auf geometriſchem 
Wege abgeleitet waren, zur Entwidlung aller andern bie algebraifche Rech⸗ 
nung angewandt wurde. Wenn nun die Richtigkeit der erften für alle mög« 
lichen Bögen bewiefen wurbe, fo müffen aud die andern in berfelben AU- 
‚gemeinheit richtig fein, und dieß ift der mefentliche Charakter der analytiſchen 
Methoden.‘ Ja man muß, indem man fi geometriſcher Eonftructionen 
bedient, fogar befürchten, daß die Folgerungen nur für die in den Figuren 
dargeftellten Faͤlle Geltung haben; ba diefelben jedoch den Vortheil Haben, 
die Wahrheit anfehaulicher zu machen, fo follen die michtigern der oben er⸗ 
haltenen Refultate auch auf geometriſchem Wege bewieſen werben. 
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43. Der Sinus und Coſinus eined Bogen find ge- 
geben, man foll den Sinus und Eofinus des doppelten 
Bogend finden. 

Es fei (Big. 6) der Bogen AB = BC = a; mar made die in der 
Figur angeveuteten Eonftructionen, fo ift 

sina — AP, cosa= OP, sin ?a= CQ = ?PH, 

cos ?a=0Q=0OH—QH= OH — AH. 

Aus bem —ãe———— Dreieck op ergibt fi: 

x 
folglich), wenn man für die verfehledenen Linien ihre trigonometrifhen Aus⸗ 
drüfe, und den Halbmeffer OA — 1 febt, ergibt fi 
sin ?a = 2PH = 2sin a cosa, 
cos ?a= OH— AH = cos?’ a — sin?a, 
welches die Formeln [1 und 2] in Nro. 29 find. 


AA. Eöfeigegebencosa, manfollsin da und cos da 
finden. Man nehme den Bogen AC = a (Big. 7), fälle die Senkrechte 
CP auf den Durchmeſſer AB, und ziehe die Sehnen AC und BC, fomie die 
Halbmeſſer OD und OE, welche die Sehnen in ihren Halbirungspunften 
fenfrecht fehneiden. Indem num immer OA — 1 genommen wird, hat man 
OP —= cosa, AP= 1 —- cosa, BP = 1 + cos a, AC — 2sin 3a, 
BC = 2cos 4a. Da aber jede der Sehnen die mittlere Proportionale 
zwifchen dem ganzen Durchmeſſer und dem ihr zunächſt liegenden Abſchnitt 
beafelben | Mi fo hat man 

AC? = ABx AP oder 4sin? 4da—= 2 (1 — cos a), 
Bor AB X BP oder 4cos? Ja —= 2 (1 -+ cos a), 
und daraus ergeben fich die befannten Formeln (Nro. 31) 


sin a — \ / N — 20: a og A \/ 1 Tee a 


AS. Der Sinus und Eofinus eines Bogens fetenge- 
geben, man foll den Sinus und Eofinus bes dreifachen 
Bogens finden. 

In Big. 8 feider Halbmeſſer OB —= 1, und der Bogen AB = BC 
— (D — a. Das gleihfhenflige Dreieck BOD ift BDF ähnlich, denn der 
Winfel OBD iſt gemeinfaftlih, und der Winkel BDF, ver 4 BAE ober 
BOD zum Maß bat, ift gleich dem Winkel BOD. Man Hat. alſo 

BF: BD —= BD: OB, woraus BF 4sin? a 


Zieht man PG parallel BF, fo tt PG = BF — 4sin? a, und bie 
ähnlichen Dreiedde QGP und OBP geben 
0G: BP = P&G: OB, woraus QG = 4sin? a, 
PQ:OP=PG:OB, woraus PO = dein! a cos a. 
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Nun tft aber 
sin 3a = DQ = DF+4FG — 0G, 
= BD-+BP — 0G = 3sin a — 0G, 
| cos a = 00 = OP— PQ= cosa— PO; 
wenn man daher bie eben gefundenen Werthe für QG und PQ fubftitutrt, 
fo ergibt fi 
sin 3a = 3sin a — 4sin® a, 
cos 3a = cosa— 4sin? a cos a. 
Der erfte diefer beiden Ausdrücke ift nichts anderes als bie Formel [3] 
in Nro. 30; und indem man 1 — cos? a für sin? a febt, erhält man aus 
dem zweiten die Formel [4]. 


A6. Die Tangenten zweier Bögen find gegeben, man 
folldie Tangenteihbrer Summe und ihrer Differenz finden. 
Es fe (dig. )OA = 1, AB=a, BE =b; man ziehe an bie 
Endpunkto der Halbmeffer OA und OB die Tangenten AT und BS, und 
fälle SH ſenkrecht auf OA. In der Aufgabe it BR = tanga, BS == tang b 
gegeben, und man fol AT = tang (a — b) finden. 
Wegen der ähnlichen Dreiede OAT und OHS hat man 
AT | SH 
oA” oH woraus tang (a —- b) = öH' 
Aus den ähnlichen Dreiecken SHR und OBR erhält man SH, da 


SH: SR = OB: OR, alfo SH — ung a EwmEt 


Um OH zu finden, febe man nad) einem bekannten Lehrſatz 
"SR? = OR? -+- 08? — 20R X OH; 


aber 
SR? — (BR + BS)? — BR? + BS? -— 2BR x BS; 
alfo ift | 
BR? -+- BS? 4 2BR x BS — OR? + 05? — 20R X OH. 
Woraus fi ergibt j 
20R >< OH —= OR? — BR? 4 05? — BS? — 2BR X BS 
— 20B? — 2BS x BS = 2 — ?tang a tang b; 
folglich tft p 
tang a tangb 
OH TOR ’ 
Sett man in tang (a —- b) für SH und OH ihre Werthe, fo erhält 
“man die in Nro. 34 gefundene Formel 
tang a —+-tangb 
tang (ab) = 1 — tang a tang b Ä 
Ebenſo leicht erhält man ven Werth für tang (a — b) aus Fig. 10, 
in welcher der Bogen AC—= AB— BC = a— b gefegt ift, und man 
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ſieht ſogleich, daß dieſelben Rechnungen auch für diefen Fall flatifinden. 
Nur erhält man, da RS gleich tang a — tang b, für dad zweite Glied 
des Nenners in SH und OH das entgegengefegte Vorzeichen; fo daß fich ergibt 
_ tanga—tangb - 
ang (a—b) 4 + tanga tang b 


A7. Bolgende Formeln ſollen geometrifh bewiefen 
werden: 
sinp-+sing = 2sin 43(p-+ g) cs 4(p — gq), 
sinp — sing = 2cs3(p+ sin 4(p — g). 
Man fege (in Figur 11) AB=p und AC= gq, ziehe die Sehne 
BC und durch ihren Mittelpunkt E den Halbmefler OD, fälle auf OA die 
Senkrechten BP, CQ, DR und EF, und ziehe EG parallel OA, fo ergibt ſich 
aus der Conſtruction ſelbſt 
BP=sinp, CQ=sing, EF= ren BG = ug 
dD=Ip+g9, R=snip—+g, R=cs}p+YV, 
BD=4(p-g, BE=sn!(p—g, OE — cos p — q9). 
Aber die ähnlichen Dreiecke OEF, ODR und BGE ergeben 
EF:DR = OE:OD ud BG: OR = BE:OD, 
woraus ER = 3 um BG = IS. | 
- Set man für die verfchlewenen Xinten ihre Werthe, indem man viefe 
Ausbrüde doppelt nimmt und ben Halbmeſſer OD — 1 fegt, fo erhält 
man bie verlangten Formeln. 
Diefelben Dreiedde geben auch die Werthe für cos p -—- cos q und 
für cos q — cos p. 


a8. Es foll geometriſch bewieſen werden, daß die 
Summe der Sinus zweier Bögen ſich zur Differenz dieſer 
Sinus verhält, wie die Tangente der halben Summe diefer 
Bögen zur Tangente ihrer halben Differenz. 

Man mache (Fig. 11) dieſelbe Conſtruction wie vorhin; siehe ferner 
tim Punkte D die Tangente ST, die fi in S und T bei den verlängerten 
Halbmeflern 0A zund OB enbigt; verlängere no BC bis H: fo iſt wegen 

DS 


der Parallelen = = BT DT 


Man hat aber DER — —=sinp-+ sing, 2BG = sin p — sing, 
DS—tang DA=tang } (p-+Q), DT = tang DB=tang 4 P—d; 
folglich 

sin p- sin q tang - N) 
sin p— sing ians —- 9 
was zu beweiſen war. 


weites Rapitel. 
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Einrichtung der trigonometrifchen Tafeln. 


49. Um die Winkel und Bögen mit wirklichem Nußen durch die 
Sinus, Coſinus ıc. zu erfegen, muß man, wenn ber Bogen gegeben ift, bie 
Zahlen kennen, welche diefe Berhältniffe ausdrücken und umgekehrt. Zu 
biefem Zwecke ift e8 nun am geeignetften, Xafeln anzufertigen, in welchen 
fih diefe Zahlen neben den ihnen entſprechenden Bögen befinden. Es fol 
nun gezeigt werben, wie man bie Sinus, Coflnus ıc. für alle Bögen von 
10” zu 10” nach der alten Eintheilung berechnet; da die Bögen in ven 
Tafeln von Callet in biefer Ordnung auf einander folgen. Die neue 
Eintheilung tft dabei weggelaſſen; indefien würde bei ihrer Einführung das 
anzugebende Verfahren ebenfall8 anwendbar fein. _ 

Suchen wir zuerft den Sinus von 1@”. Zu diefem Ende bemerken 
N daß das Verhältniß des Kreisumfangs zum Durchmefler gegeben 
ift durch ' 


- 


= 3,14159 26535 89793.... 


Wenn der Halbmeffer als Einheit angenommen wird, fo ift der halbe 
Kreisumfang glei zz, und da 180° gleich 648000 Secunden find, fo hat 
man in Theilen des Halbmeſſers 0 
" __ _R — | 
[1] og. 10" = 505 = 0,00004 84813 68110... 

Da nun ein fehr Eleiner Bogen feinem Sinus fehr nahe fommt, ſo 
kann obige Zahl als ein dem sin 10’ fehr nahe ftehender Werth betrachtet 
werden. Dieß bedarf jedoch noch einiger Erörterungen. 


50. Erſtens iſt zu zeigen, daß im erften Quadranten ein 
Bogen größer ift als fein Sinus und Eleiner als feine 
Tangente. 

Es ſei (Big. 12) AP der Sinus des Bogens AB, und AT feine Tangente. 
Man drehe die Figur um OT und denke fich, der Punkt A falle auf C. Nun 
ift Bogen AC > Sehne AC, und daher Bogen AB > AP; folgii if 
ber Bogen größer ald der Sinus. Auch Hat man Bogen AC<AT-+-CT, 
alfo AB < AT; fomit iſt dee Bogen Heiner als die Tangente. 
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Daraus folgt, wenn ber Unterſchied zwiſchen —— und 1 ſehr klein 


iſt, ſo muß der Unterſchied zwiſchen nz und 1 noch geringer fein. 


51. Zweitens, wenn maneinen Bogen bis auf Null ab⸗ 
nehmen läßt, fo kann das Verhältniß diefes Bogens zu 
feinem Sinus ber Einheit [jo nahe kommen, ald man will: 
das heißt, dieſes Verhältniß Hat die Einheit zur Grenze. 
sn a (No. 28) gibt tang a__ BL Wenn 
cos a | sina cosa 
nun der Bogen a (der < 90° angenommen iſt) abnimmt, fo nimmt der 


Goftnus zu, und Tann der Einheit fo nahe kommen, als man will; alfo 
nimmt dad Verhältnig — n und das ihm gleiche 1a 


und hat die Einheit zur Grenze. 
Da der Bogen größer als der Sinus und Fleiner als die Tangente if, 
a, tang a , 
fo kann das Verhältniß nz vie D I, noch sine werben ; folglich, 


ba dieſes Letztere Verhältniß der Einheit beliebig nahe kommen kann, fo 
muß dieß auch bei dem erfien der Fall fein. Dieß war zu bemeilen, und 
man kann fomit den Werth des Bogens von 10’ für pen des sin 10’’ nehmen. 





Die Formel tanga= 


a 
2 immer mehr ab, 








ng 
sin 


52. €3 ift jet noch der Grab der Annäherung zu beftimmen, um 
bie überflüfftgen Desimalen weglaffen zu können. Man hat 

sin a — ?2sin $a cos 4a; 
aber die Ungleichung 


tang 4a > 4a oder ein da 


cos ta > 4agibt 2sin Ja> a cos da; alfo Hat man 
sin a > a cos? Ja; 


und da cos? Ja—= 1 — sin? da, fo if 008? Jda>1— (429, alfe 
ina>a—— 





Menden wir diefes Nefultat auf den Bogen von 10” an. Nach dem 
Werthe [1] erhält man, indem man die fünfte Decimalftelle um Cins ver- 
mehrt, Bogen 10’ < 0,00005 ; alſo 

4 (Bogen 10 )* < 0,00000 00000 00032. 


Sonad ergibt ſich 
sin 10” >| 0,00004 84813 68110..., 
x )—0,00000 00000 00032, 
und wenn die Subtracttion ausgeführt wird: 
sin 10° > 0,00004 84813 68078... 
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Man erfieht daraus, daß der Sinus ſich erft in der 13ten Decimalftelle von 
dem Bogen 10” unterfcheibet, und daß bei diefem Bogen bie 13te Decimale 
erft um Eins größer il. Daraus folgt, daf wenn 

sin 10” = 0,00004 84813 681 


genommen mird, man verfidhert fein darf, daß der Fehler geringer iſt, als 
eine Einheit der 13ten Stelle. Der vorige Werth wird offenbar zu Klein, 
wenn man von feiner lebten Ziffer eine Einheit wegnimmit, und dagegen zu 
groß, wenn man derſelben eine Hinzufügt, denn dann würbe er größer fein, 
als der Bogen ſelbſt. 

Segtman den Werth fürsin 10’ unterbas Wurzelzeichen V 1—sin?10”, 
fo erhält man cos 10”, nämlid: 

cos 10” = 0,99999 99988 248. 


Nun könnte man auch nah einander den Sinus und Coſinus von 
20”, 30”, 40”, ... bi8 auf 45° erhalten, mittelft der befannten Formeln: 
sin (a + b) = sin acosb + cosasin b, 
cos (a + b) = cosacosb — sin asin b. 


53. Die Berechnungen geſchehen fehneller durch folgendes, einem 
englifchen Mathematiker, Thomas Simpfon, entnommene Bearfahren: 
Die Formeln in Nro 38 geben: 
sin (a b) = 2cosb sina — sin (a — b), . 
cos (a b) = ?cosb cosa — cos (a — b). 


Die Bögen a— b, a, a — b, kann man als drei auf einander fols 
gende Glieder einer arithmetifchen Progreſſion mit der Differenz b betrachten ; 
bezeichnet man daher dieſe drei Glieder mit t, t', tt’, fo hat man 


sin ?’” — 2%cos b sin  — sin t, 
cos t — 2cos b cos  — cos t. 


Die erfte Formel zeigt, daß wenn zwei auf einander folgende Sinus 
berechnet find, man den folgenden Sinus findet, indem man den legten mit 
2cos b, den vorlegten mit — 1 multiplicirt, und die beiden Probucte ad⸗ 
dirt. Dieſelbe Regel gilt für den Coſinus. 


Um alſo die Sinus und Coſinus von 10 zu 10 Secunden zu erhalten, 
mache man b — 10”, fo erhält man, wenn « und 4 die bekannten Werthe 
son sin 10” und cos 10” vorftellen, 4 


[4 


sinO = (0, cs 0 — 1, 
sin 10* o, | eos10’ = 8, Ä 
sin 20” —= 28 sin 10”, cos 20” —= 2B cos 10" —1, : 


sin 30” — 2ß sin 20” — sin 10”, | cos 30” — 28 cos 20” —cos 10”, 
sin 40” — ?2ß sin 30” — sin 20”, | cos 40” — 26 cos 30" —cos 20”, 
u. ſ. f. u.f.f. - 


Da aber der Unterſchied zwifchen 28 und 2 Einheiten ſehr gering ift, 
fo laſſen ſich dieſe Berechnungen noch mehr abkürzen. Es bezeichne k die 
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Differens 2 — 28, fo erhält man k — 0,00000 00023 504 und 


2B—= 2 —k. Folglich erhält man für sin t den Werth 
sin t’ = 2sin t! — ksin t’ — sin t 
woraus sin t“ — sin!’ = (sin! — sin t) — ksin t.. 


Iſt die Differenz sin t“ — sin t’ berechnet, fo abdire man sin t’ Hinzu, 
dann fennt man sin t”. Nach der legten Formel ift aber diefe Differenz 
gleich der Differenz sin t! — sin t’ (melde ſchon berechnet iſt, ehe man an 
den Bogen t“ kommt), weniger dem Producte ksin t’; bie einzige mühſame 
Arbeit, die fich bei jedem Sinus wiederholt, ift alfo bie Multiplication des 
letzten Sinus mit der conftanten Zahl k = 0,00000 00023 504. 
Diefe Operation kann jedoch dadurch abgekürzt werben, daß man zum voraus 
die Producte aus je 23504 und den Ziffern 1,2, 3... . bis 9 berechnet; 
dadurch erhält man fogleih die Partial-Producte, aus denen jedes Product 
von ksint’ befteht, und man darf fle nur zuſammen addiren. Aus ziemlich 
ähnlichen Rechnungen ergeben ſich die Coſinus. 


Da fi in einer langen Reihe von Operationen die Behler beträchtlich 
vergrößern können, fo ift e3 freilih unmöglich, bis an's Ende breizehn 
Decimalftellen genau zu erhalten. Um den Grab der Genauigkeit, auf 
welchen man fich verlafien darf, zu beflimmen, follen weiter unten (Nro. 56) 
durch Verfahrungsarten, die eine fichere Annäherung gewähren, die Werthe 
mehrerer Sinus und Coſinus gefucht werden; dann werden ſich aus der 
Anzahl der Decimalen, bie fte mit den aus den eben erklärten Rechnungen 
erhaltenen Werthen gemeinfchaftlich haben, mit binlänglicher Sicherheit dies 
jenigen Decimalen ergeben, die man in den Zwiſchenwerthen als genau 
betrachten kann. 


Mürde ſich der Näherungswerth ungenügend zeigen, fo könnte man 
von einem Kleinern Bogen ald 10”, 3.8. von 1”, ausgehen, und Lie ganze 
Berechnung noch einmal machen. 


54. In der Anwendung iſt es von weit geringerem Nugen, die 
trigonometrifhen Zahlen zu erhalten, als ihre Logarithmen ; deßhalb find 
immer leßtere unmittelbar in den Tafeln angegeben. Würde man aber bie 
Annahme für den Halbmeffer = 1 beibehalten, fo wären die Sinus und 
Coſinus Brüde, und folglich ihre Logarithmen negativ. Um dieſe pofitiv 
zu erhalten, fegt man r — 1019, oder was dasſelbe iſt, man theilt ven 
Halbmeſſer in zehntaufend Millionen gleiche Theile; dann kann der Loga⸗ 
rithme eined Sinus oder eines Coſinus nur noch für einen Bogen negativ 
werben, der yon Null oder von 90% fo wenig verjöieben ift, daß man den 
Unterfchied ganz vernachläßigen Kann. 

Es ift übrigens leicht, alle Refultate von der erſten Annahme auch 
auf die zweite zu übertragen, indem man ſie mit 1010 multiplicirt, oder zu 
ihren Logarithmen 10 addirt; denn in der esften Annahme, wor = 1, 


findet man die Verhältniffe der Sinus und Coſtnus zum Halbmeſſer, und 
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wenn man den Halbmeſſer in m gleiche Theile tHeilt, fo muß man natürlich 
alle dieſe Verhaͤlmiſſe mit m multipliciren, um bie Zahl der in den Ginus 
und Coſinus enthaltenen Theile zu Eennen. 


55. Die Logaritimen der Tangenten erhält man aus ber Formel 
rsin a “ 
cosa 
log tang a — log sin a+ (10 — log cos a): 
d.h. man muß zum Logarithmen des Sinus das arithmetiſche Complement 
von dem des Coſinus addiren. . 

‚Hierauf erhält man die Logarithmen ber Gotangenten mittelft ber 

Relation tang a cot a— r?, woraus fid ergibt 
log cot a= 10 + (10 — log tang a). 

Mande Tafeln enthalten bie Cotangenten nicht: egs iſt jedoch leicht, 
biefelben zu ergänzen, denn man darf nur zum arithmetiſchen Complement 
des Logarithmen der Tangente 10 abdiren. Die Secanten und Eofecanten 
kommen in den Tafeln nicht vor, da ihre Logarithmen fi leicht aus denen 
des Sinus und Gofinuß berechnen Lauffen. Ueberdieß werden biefe Linien 
fehr felten gebraucht. 

Die Tafeln gehen nie über 45°; darüber hinaus erhält man die Sinuß 
und Xangenten auß den Coſinus und Lotangenten, und umgekehrt; denn 
wenn 5.8. a > 45°, fo hat man sin a — cos (90° — a). Die Gin- 
richtung der Tafeln erfpart fogar die Berechnung dieſes Complements. 





tnga= ‚ woraus fi ergibt 


Berechnung der Sinus und Cofinus von 9° zu 99, zur Verichtigung 
der Tafeln, 


86. Um die oben, am Ende von Nro. 53 ermäßnten Berichtigungen 
bie Sinus und Coſinus der Bögen von 9° zu 9% 


o — x; fo ift 2x bie Sehne von 36°, ober bie 
regulären Zehnecks. Diefe Seite ift aber gleich 
rs, der bie mittlere Proportionale zwiſchen dem 
gangen Halbmeffer und dem andern Theile vesfelben ift; iſt aljo der Halb» 
meffer gleich 1, fo hat man 1: 2x = 2x: 1 — 2x. Daraus ergibt ſich 
. "+h=h . 
wenn man biefe Gleichung auflöst und den negativen Werth von x, ber hier 
unnöthig ift, wegläßt, fo erhält man 
x= sin 19 = 0 2° =4(—-1+V5). 
Aus diefem Werth findet man leicht: 
Vi = cos 18° = sin 72° = 4 V10+2V5. 
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Seht man biefe Werthe für sin 18% und cos 18° an bie Stelle von 
sin a unb cos a-in ben Formeln (Nro. 29), welde sin 2a und cos 2a 
ausbrüden, fo erhält man . 


sin 36° — cos 54° = 4 V10— 25, 
cos 36° = sin 54° = 4 (1 -- VD). 
Wird derſelbe Werth von sin 189 in bie Formeln (No. 32) gefeht, 
welche sin a und cos }a in Bunftionen von sin a ausbrüden, fo ergibtfid: 
sin 9° = cos 810 4 v3TV—t v5—y5, 
cos 9 = sin 8° = 4V5 FV5 +4 V5—V5. 
Wenn man endlich in denſelben Formeln für sin a den Werth 
sin 54° = } (1 4VD) fegt, fo fommt . 
sin 27° = 008 6 = 4 V5FY5 — 4V3 — 5, 
208 27° = sin 69° = 4V5FY5 +4 V3—V3. 
Berückſtchtigt man ferner, daß Nro. 8) sin 45° — cos 45° — 42, 
fo läßt ſich folgende Tabelle bilden: . 
sin 0° = cos 90°= 0, 
sin 9 = 00 81° = 4V3FV5—1V5 5, j 
sin 18° = co RP =4(—-1+95), 
sin 27° = 008 6° = 4V5 FV5—4VI3 5," 
sin 36° = 005 54° = 1 V10 — 395, 
sin 450 = c08 45° V2, . 
sin 54° = 008 6° = 4 (1 + VB), - 
sin 63° — cos 27° — IVSFV5 +4V3 95 
-sin 72° — cos 18° — 4V10 2935, 
sin 810 = cos 9 ⸗ IVITV5 +4V5—V5, 


sin 90 = cos 0° = 1. 


er} 


“ Da biefe verſchiedenen Ausdrücke ſehr einfach find und nur Quadvat⸗ 
murgeln enthalten, fo ift es Leicht, ihre Werthe auf belie 
ftellen genau zu erhalten, und biefe Werthe können zur 2 
Neo. 53 entwicelten Rechnungen dienen. Durd Halb 
ſelbſt Bögen von 40 30’ und 20 45’ erhalten, dann n 
folgende Vielfache von 29 15’, woburd man neue B 
erhielte. Hiezu gibt e8 noch andere Methoden; indeſſen i 
Orte, in das Cinzelne näher einzugehen. 
8 
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Einrichtung und Gebraud der Safeln von Callet. 


57. Für die alte Eintheilung find die Tafeln von Callet, und für 
die neue die von Borda die beften.* In dem Werke Callet's find drei 
Haupttafeln zu unterfcheiden: die erfte enthält die Logarichmen der Zahlen bis 
108000, die zweite die der Sinus, Tangenten und Coſinus für alle Bögen 
- von Minute zu Minute nad) ber neuen Gintheilung, und bie dritte die der 
Sinus, Coſinus, Tangenten und Cotangenten von 10” zu 10” nad} der 
alten Eintheilung des Kreisumfangs in 360°, 19 = 60’, 1’ = 60". Es 
ift bier nur won ber lebten die Rede, zumal die aftronomifchen Inftrumente 
und Berechnungen immer nad der alten Eintheilung gemacht werden. 


58. Auf derſelben find zuerft die Log sin und Log tang von Se- 
cunde zu Secunde bis auf 5° angegeben, und ſomit aud) die Log cos und 
Log cot der Winfel über 85%. Diefer Theil der Tafel wird alfo gebraucht, 
wenn die Bögen innerhalb tiefer Grenzen fich befinden. Hierauf fommen 
die Logarithmen der Sinus, Cofinus, Tangenten und Gotangenten von 10’ 
zu 10” in den mit Sinus, Coſinus sc. überfchriebenen Spalten. Iſt die 
Tangente oder Cotangeute größer ald der Halbmeffer, fo ift ihr Logarithme 
größer al8 10; da jedoch der Zehner in der Tafel meggelaffen wurde, fo ift 
die Anwendung desfelben für diefen Fall nicht zu vergefjen. 


Betrachtet man nur bie Grabe, melche oben an jeder Seite ftehen, fo 
könnte man glauben, die Tafeln erftreden fih nur bi8 45°; beachtet man 
aber, daß die oben mit Sinus, Cofinug 2c. bezeichneten Spalten unten mit 
Coſinus, Sinus ıc. bezeichnet find, fo ift leicht zu erfehen, daß man die Lo⸗ 
garithinen der Einus, Coſinus ıc. von 45° bis 90° erhält, wenn man auf 
die Grade und Auffchriften unten an den Seiten, fo wie auf vie für die 
Minuten und Secunden rechts angebrachten auffleigenten Spalten Rück⸗ 
fiht nimmt. 


Nach den Vorigen findet man z. B. ſogleich 
L. sin 6° 32’ 30” = 9,0566218, 
L. cot81° 46" 20” = 9,160.596,. 


59. Enthält der gegebene Winkel einzelne Secunden und Brüche 
von Serunden, fo muß man zu den Differenzen feine Zuflucht nehmen . 


* Sowie bie Tafeln son Callet Hauptfächlich in Franfreich gebraucht werben, 
fo find befanntlich für Deutfchland die von Vega allgemein gebräuchlich ; 
da indeß dieſe ſich im ihrer Einrichtung von den erfteren nur unbedeutend 
unterfcheiden, fo daß die folgenden Anwendungen auch auf die Veg a'ſchen 

. 2ogarishmentafeln paſſen, und überdieß diefen eine ausführliche Erklärung 
der Ginrichtung und des Gebrauchs vorangeht, fo enthalten wir uns, weis 
teres hierüber zu bemerfen. - Anm. d. Ueberſ. 
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und Berechnungen anftellen, die den bei den Logarithmen der Zahlen anges 
gebenen ganz ähnlich find. Dan betrachtet nämlich die Differenzen ber 
Log sin, Log cos ıc. proportional mit denen der Bögen, und eine foldhe, 
wenn auch nicht ganz genaue Proportion gibt immerhin einen hinreihenden 
Näherungswerth. Datei ift mohl zu beachten, daß die Log tang und 
Log cot biefelben Differenzen haben. 


Folgende Beiſpiele mögen zur Erklärung dienen: 


1) Es ſei L. sin 60 327 37,8 zu finden. 
L. sin 60 32’ 30” Diff. 1836 . 9,0566218 
’ 


für 1285 2 
für 08... 146 88 


L. sin 6° 32° 37”,8 .9,0567650. 


2) Es ſei L. cos 83° 27 222 zu finden. 
L. cos 83° 27’ 30” Diff. 1836 . 9,0566218 
‚ 


für .. oo 1285 2 
für 08... 146 88 
L. cos 839 27’ 22” 2 9,0567650. 


3) Man fol L. tang 80 13° 52,76 ſuchen. 
L. tang 8° 13’ 50” Diff. 1486 . 9,1603083 . 


für ’ 297.2 
für —M 104 02 
für 006°... 8 916 
L.tang 8° 13'52”, 10  9,1603498. 


4) Man foll L. cot 81° 46’ 7”, 24 fuchen. 
L. cot 819 46’ 10” Diff. 1486 . 9,1603083 


für 2". 297 2 
für er ı), 104 02 
für 0,06... . 8 916 
L. cot 81° 46’ 7”, 24 9,1603493. 


60. Um nun auch die umgekehrte Aufgabe aufzulöſen, nehmen wir 
an, der Logarithme eines Sinus, Coſinus ıc. ſei gegeben, und man ſoll den 
zugehörigen Winfel finden. Es ſei z. B. gegeben L. sin x— 9,0567650. 
In den Tafeln tft unter ben Log sin ber nächſt nievere 9,0566218, und 
entfpricht dem Winkel 60 32’ 30”. Die. Differenz mit dem gegebenen Lo⸗ 
garithmen ift 1432, und bie Differenz in der Tafel für 10” iſt 1836; 
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dividirt man nun 1432 durch 1836, und zählt die Zeigntel des Quotienten 
al8 Secunden, fo findet man 7”, 8. Man erhält alfo ven gefuchten Bogen 
x 6° 372’ 37”, 8. 
Folgende Aufgaben beziehen fih auf dies und ähnliche Beiſpiele. 
1) Den Winkel zu finden, deſſen L. sin 9,0567650 ift. 
L. sin x = 9,0567650Q, 


für 9,0566218 Diff. 1836 . 6° 32’ 30” 
erfter Reſt 14320 . .. 7 
zweiter Reſt 14680.... 0,8 


x — 6 3%’ 87,8. 


2) Wie groß iſt der Winkel, deſſen L. cos 9,0567650 iſt? 
L. cos x = 9,0567650 


für 9,0568054 Diff. 1836 . 830 27’ 20” 
erfter Reſt 4040 .... 2 
zweiter Reſt 3680... . 0,2 


x — 830 27’ 22”, 2. 


3) Welches iſt der Winkel, deſſen L. tang 9,1603493 ift? 
L. tang x — 9,1603493 


für 9,1603083 Diff. 1486. . 80 13’ 50” 
erfter Neft 4100 ...n 2 
zweiter Meft 11280 .... 0,7 
dritter Reſt ET... . 0,06 


x = 80 13’ 52”, 76. 


4) Welches ift der Winkel, deſſen L. cot 9,1603493 ift? 
L. cotx = 9,1603493 


für 9,1604569 Diff. 1486. . 81946’ 0” 
erfter Reſt 10760... 7 
zweiter Aft . 3580... . 0,2 


britter Meft 600...» 0,04 
| x = 81046 77,24. © 
61. Die Formeln für die Sinus, Coſinus ıc. feßen faft immer 


voraus ‚ daß der Halbmeffer als. Einheit genommen wird. Um die Tafeln 
bei denfelben zu gebrauchen, Tann man auf zweierlei Art verfahren. 





\ . 
. Ds 
- 


s 
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Die erfte befteht darin, Dagaman den Halbmeſſer zz 1, wie oben Nro. 19 
bemerkt wurde, in den Formeln wieder herftellt, und hierauf die Logarithmen 
" gebraucht, wie fle in den Tafeln fteben, wo L. r = 10 geſetzt ift. 
Bei der zweiten wird nichtd an der Formel geändert, d. h. man behält 
die Annahme r — 1 bet; aber man zieht von jedem Logarithmen in ver 
trigonometrifhen Tafel 10 ab. Diefe Subtraction kann man bloß an ber 
Kennziffer (Karakteriſtik), die dadurch negativ werden kann, vornehmen; 
oder noch befler gebraucht man die Logarithmen fo, mie fle die Tafel gibt, 
| und bringt dieſen Behner erft am Ende in Rechnung. Dieſe Correction iſt 
immer leicht, denn in den Berechnungen hat man immer nur Logarithmen 
zu addiren und zu ſubtrahiren, und es iſt klar, daß jeder in der trigonome⸗ 
triſchen Tafel genommene atitiv⸗ Logarithme einen Zehner zu viel, und 
jeder ſubtractive einen Zehner zu wenig beim Reſultate ergibt. 
Der Abkürzung wegen muß man die Subtractton eines Logarithmen 
\ immer durch die Addition feines arithmetifhen Gomplenfent3 erfegen. Dann 
wird der Zehner, den man von dieſem Logarithmen abziehen müßte, um ihn 
der Annahme r = 1 anzupaſſen, durch denjenigen ergänzt, der beim Ge⸗ 
brauch des Complements addirt wird. Uebrigens wäre bei einem Logarith⸗ 
men ber Behler um einen Zehner fo bedeutend, daß er nicht unbemerft bleiben 
fönnte. Um jeden Anftand zu befeitigen, ſollen zwei Beiſpiele berechnet werben. 


4) & fi x = 419 X sin? 40%, woraus L.x=L. 419 + 
2 L. sin 40°; nimmt man L. sin 40° in ven Tafeln, fo erhält L. x zwei 
Zehner zu viel, die vom Mefultat abzuziehen find. 








 L.419 2222. 72,6222140 
2L. sin 400. . . . .....19,6161350 
L.x 2,2383490. 


Daburd findet man x = 173,12. 


: o 

2) Es fgsinx = nn woraus L. sin.x = L. 314 

— L. 411. +L. sin 30° — 2 L. cos 15°. Rechnet man mit Comples 

menten, fo werden bie zmei Zehner, die von 2 L. cos 15° abzuziehen find, 

durch die zwei Zehner ergänzt, von welchen man dad Complement nimmt. 

Dur L. sin 30° und das Complement von L. 411 erhält man 2 Zehner 

zuviel; da jedoch der Winkel x mitte der Tafeln zu fuchen ift, fo zieht man 

im Refultat, mie unten zu ſehen ift, Mur einen Zehner ab: Die arithmeti- 
fhen Eomplemente der Logarithmen find dabei mit L’ bezeichnet. 





L.314 . . 2 2.20%. %2,4969296 5 
L.’ ii .:. 2. 2 .2.2...723861581 8 
L. sin 300°. .........9,6989700 
L. cos 15° . . . =.» 0,0301124 

| L. sin x - 9,6121702. 


Fir dieſen Logarithmen erhält man in den Tafeln x 240 10’ 7". _ 
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Relationen zwifchen den Seiten und Winkeln eines ebenen 
Dreichs 


63, Der Kürze halber follen von nun an die Winkel der Dreiede 
durch die an ihren Spiten befindlichen Buchflaben A, B, C, und die Gegen⸗ 
feiten beziehungsweiſe mit a, b, c bezeichnet werben. Iſt ferner das Dreier 
rechtwinklig, fo ſei A der rechte Winfel, und a die Hypothenuſe. Es follen 
nun bie Hauptfäge, auf welchen die Auflöfung ber ebenen Dreiecke beruht, 
entwidelt werben. 


63. Erfter Lehrſatz. In einen recht winkligen Dreied 
iſt jede Cathete gleich der Hypothenuſe mal dem Sinus 
des jener Cathete gegenüberliegenden Winkels. 

Es fet ABC (Fig. 13) ein in A rechtminkliges Dreiek. Aus dem 
Punkte B ald Mittelpunkt befchreibe man mit einem beliebigen Halbmefjer 
ben Bogen DE und fälle die Senkrechte EF. Der Sinus des Winkels B 
wird ausgebrüdt durch das Verhältniß EF zum Halbmefjer BE (Nro. 18), 


AC_ 
aber die ähnlichen Dreiede BCA und BEF geben — BC” BE 


alſo sinB, 
oder 

[1] oo b=asinB, 

was zu bemeifen war. | 


Der Winter B ift dad Complement von C, daher sin B = cos C. 
Alfo kann man auch fagen: jede Cathete ift glei der Hypothe- 
nufe mal dem Coſinus des an der Cathete anliegenden 
Winters. 


6A. Zweiter Lehrſatz. In jedem redhtmwinfligen 
Dreied ift jede Cathete glei der andern Cathete mal der 
Tangente des Gegenmwinfels der erften Cathete. 

Im Dreiet ABC (Big. 13) befchreibe man wieber den Bogen DE und 
errichte auf AB die Senkrechte DG. Da das Verhältnig Dr zu BD vie 


AC 
Tangente des Winkels B (Nro. 18) ausbrüdt, und 15” < Ga, fo tft 


— — tang B, ober , 
[2] b= ctang B. 


Diefes Nefultat läßt fih auch aus Lehrfag I ableiten. Denn wendet 
“man diefen Lehrſatz auf jede der Seiten b und c an, und beadhtet; daß 
sin C= cosB, ſo hat man b a sin B, und e a cos B, alſo 

b sinB 


sah” tangB ober b=c tangB. 
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65. Dritter Lehrfag. In jedem ebenen Dreied ver⸗ 
halten fih die Sinuß der Winkel zu einander, wie ihre 
Gegenfeiten. 

Es feien A und B zwei beliebige Winfel des Dreiecks ABC (Fig. 14), 
und CD das von der Spige C auf AB gefällte Loth. Fällt diefes innerhalb 
des Dreiecks ABC, fo ergeben die rechtminkligen Dreiecke ACD und BCD ſowohl 
CD=bsin A, ald auch CD=asinB, alſo b sinA—= a sin B, d. h. 


sinA:snB=a:b. 


Fallt das Loth auf die Verlängerung von BA (Fig. 15), fo ift im 
Dreied ACD au) CD = b sin CAD; da aber der Winfel CAD pas 
Supplement von CAB ift, fo hat man 'Gro. 9) sin CAD = sin CAB 
— sin A, alfo ift wiever, va CDauh = asinB, 


[3] snA:snB=a:b 


’- 


66. Vierter Lehrſatz. In jedem ebenen Dreiede tft 
da8 Quadrat einer Seite gleih der Summeder Quadrate 
der beidenandern Seiten, weniger dem doppelten Rechteck 
aus dieſen beiden Seiten mal dem Coſinus des von ihnen 
eingeſchloſſenen Winkels. Das heißt, es iſt 


[4] a? — b? + c? — 2be cos A. 


Es ſei ABC (Big. 14) das betreffende Dreieck, und CD eine Sent- 
rechte auf AB. Iſt der Winkel A fpitig, fo bat man nach einen bekannten 
Lehrfatze: CB? —= AC? 4 AB? — 2AB X AD, ober 


®?—=b’-+c?—2cXAD., 


Das rechtwinklige Dreieck ACD gibt aber AD — b cos A (Nro. 63), 
und indem man biefen Werth für AD fubflituirt, ergibt ſich die Gleichung [4]. 
If der Winkel A ftumpf (Big. 15), fo hat man 


®—b+c?+20%xAD, 


und das Dreieck ACD gibt AD = b cos CAD. Da aber CAD das Sup» 
plement von CAB over A ift, fo hat man cos CAD = — cos A (Nro.9), 
alfo AD—= — b cos A; fomit findet man wieder die Gleichung [4], in- 
dem man diefen Werth in ben für a? ſetzt. 


67. Der vorige Lehrfag kann für fich allein hinreichen, ein Dreieck 
aufzulöfen. Denn wenn man ihn nach einander auf jede Seite anwendet, 
ſo erhält man offenbar die drei Gleichungen 


a? — b?—+ c? — ?2be cos A, 
b? —= a® -+ c? — 2ac cosB, 
ce? —= a? + b? — 2ab cos C, 
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durch welche man von den 6 Stüden des Dreiecks 3 beſtimmen kann, wenn 
bie 3 andern befannt find (audgenommen die Fälle, wo das Dreieck unmög« 
lich ift, und den, wo nur die Winkel gegeben find). 


68. Der dritte Lehrfaß, der eine Relation zwifchen zwei Seiten und 

ihren Gegenmwinfeln austrüdt, muß ſich aus dieſen Gleichungen ableiten 
laſſen, was auf folgende Weife gefchieht: 
j nn b? 4 0? — a? 
Dit erſte Gleihung gibt cos A — — — alſo 
a __ 4b? e? — (b? + ce? — a9)? 
in A= a 
2a?b? 4 22? ce? + 2b? - at — b° — ct 
4b? c? ' 
folglich | 
sin A _ V 2a? b? + 20? ERS Fam 
a 2 abc 


„Die ppeiden andern Gleichungen geben auf dieſelbe Weiſe die Verhält⸗ 
“sin B i 





ind ac ; man erhält fie Jedoch einfacher, indem man im 


niſſe 


zweiten lite ber vorftefenben Gleichung a in b und b in a, dann a inc 
und c in a verwandelt. Es ift aber zu bemerken, daß biefes zmeite Glied 
eine ſymmetriſche Funktion von a, b, c ift, d.h. daß es unverändert bleibt, 
wenn man bei demfelben einen beliebigen Wechfel mit ven Buchſtaben vor- 
nimmt ; man bat alfo in Mebereinflimmung mit dem britten Lehrfaß 


sin A A sinB sin C 


— — — — 
— = “ 


ur b c — 


Auflöſung der rechtwinkligen ebenen Dreieche. 


69. Erſter Fall. Die Sypothenufe a und ein ſpitzi— 
ger Winkel B feien gegeben, man foll den Winkel C und 
die beiden Seiten b und c finden. 


Vorerſt Hat man C = 90°— B. Dann beſtimmt man b und c 
mittelft des Lehrfages I, nämlich 


b=asinB, c= a,cos B. 
Dabei verfteht es fich, daß die Berechnung mit Logarithmen gefhehen muß. 


70. Zweiter Fall. Die Sathete b und der fpigige 
Winkel B feten gegeben, man foll C, a und c finden. 
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Man bat wieder E —= 930° — B. Ans Lehrſatz I erhält man a 
durch die Relation 


b=asinB, worusa = 





b 
sin B’ 
und der Lebrfa II gibt c mittelft des folgenden: 

e=btangC oder e b cot B. 


71. Dritter Fall. Es ſel die Hypothenuſe a und 
eine Sathete b gsaeben, man foll die andere Bathete c 
und die Winkel Bund C finden. 

In dem rechtwinkligen Dreieck iſt ce? — a® — p2, oder 

e=V(a+b(@a—b), B 
welcher Ausdruck ganz leicht logarithmiſch zu berechnen ift. 


\ 


B erhält man durch bie Relation b= a sin B(Nro. 63), sinB — 7’ 
und zuleßt erhält man C —= 90° — B. 


Sucht man zuerft die Winkel, fo läßt ſich die Eathete c auch beſtimmen 
durch die Relation c = asinC. 


72. Vierter Fall. Die beiden Batheten b und c 
feien gegeben, man foll die Sypothenufe a und bie Wins 
fel Band C finden. 

Man berechne zuerft B durch die Relation b = c tang B ( Nro. 64), 
dann hat man C = 90° — B. Die Hypothenuſe a ergibt ſich aus der 
Relation b = a sin B (Nro. 63). 

Man könnte auch a direct finden durch bie Formel a — vr‘; 
da fi jedoch b? —+- c? nicht in Factoren zerlegen läßt, fo ift fie zur foga« 
rithmifchen Berechnung nicht fehr bequem, und es ift befier, zuerft ven 
Winfel B, und dann mit demſelben auch a zu beſtimmen. 


Aufläfung der ebenen BDreicche überhaupt. 


78. Grfter Fall. Eine Seite a und zwei Winkel 
eines Dreieds feten gegeben, man foll die andern Stüde 
finden. 

Zieht man die Summe ber beiden befannten Winkel von 180° ab, 
fo erhält man den dritten. Die beiden Seiten findet man nad Nro. 65 
mittelft der Proportionen 


sinA:sinB=.a:b, sinA:sinC=a:c. 


⸗ 
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Durch melche man von den 6 Stüden des Dreiecks 3 beflimmen kann, wenn 
bie 3 andern befannt find (ausgenommen die Fälle, wo das Dreieck unmög⸗ 
lich ift, und den, wo nur die Winkel gegeben find). 


68. Der pritte Lehrfaß, der eine Relation zwifchen zwei Seiten und 
ihren Gegenmwinfeln austrüdt, muß ſich aus diefen Gleichungen ableiten 
laſſen, was auf folgende Weife geſchieht: 

eꝛ — a2 


Dis erfte Gleichung gibt cos A = —— , alſo 
4b? e? — (b? + c? — a9)? 
4b? c? 
_?ab’+ 2a ce? -+- 25? ce? — a* — b* — c* 
4b? c? ’ 


sin? A = 1 — cos? A= 


folglich Er 
_sin A A— VꝛzꝛMBs b? + 28° ı c® E- 2b? e — at — ya 
a 2 abc 
. Die beiden andern Gleichungen geben auf dieſelbe Wetfe die Verhält⸗ 


und * ; man erhalt fie jedoch einfacher, indem man im 





zweiten Gliede der vorftehenden Gleichung a in b und b in a, dann a inc 
und c in a verwandelt. Es ift aber zu bemerken, daß diefes zmeite Glied 
eine ſymmetriſche Funktion von a, b, c ift, d. h. daß e8 unverändert bleibt, 
wenn man bei demfelben einen beliebigen Wechſel mit den Buchſtaben vor⸗ 
nimmt ; man bat alfo in Uebereinftimmung mit dem dritten Lehrſatz 


wnA sinB sin C 


— — — — — 


a be 


Auflöfung der rechtwinkligen ebenen Dreieche. 


69. Grfter Zall. Die Fypothenuſe a und ein ſpitzi— 
ger Winkel B feien gegeben, man foll den Winkel C und 
die beiden Seiten b und c finden. 


Vorerſt bat man C = 90° — B. Dann Seftimmt man b und c 
mittelft des Lehrſatzes I, nämlich 


b=asinB, c=acosB. 
Dabei verfteht es fich, daß die Berechnung mit Logarithmen gefhehen muß. 


70. Zweiter Sal. Die Sathete b und der fpigige 
Winkel B ſeien gegeben, man foll EC, a und c finden. 
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Man Hat wieder E= 90° — B. Aus Lehrfab I erhält man a 
durch die Nelation 


b=asinB, woraus a — 





-b 

sin B’ 

und der Lehrſatz II gibt c mittelft des folgenden: 
ce—=btang C oerc—=bcotB. 


71. Dritter Fall. Es fei die Hypothenufe a und 
eine Cathete b gegeben, man foll die andere Eathete c 
und die Winkel Bund C finden. 


In dem rechtwinkligen Dreieck iſt ce ⸗ a — b?, oder 
e=V(a+b)@—b), - 
welcher Ausdruck gan leicht logarithmiſch zu berechnen iſt. 


= 


B erhält man durch die Relation b=a sinB (No. 63), sinB = 
und zulegt erhält man C = 90° — B. 


Sucht man zuerft die Winkel, fo läßt fi die Gathete c auch beſtimmen 
, durch Die Nelation c = asin C. 


a’ 


72. Vierter Fall. Die beiden Catheten b und c 
feien gegeben, man foll die Sypothenufe a und bie Wins 
felB nnd C finden. 

Man bevechne zuerft B durch die Relation b = c tang B Neo, 64), 
dann hat man C = 90° — B. Die Hypothenuſe a ergibt ſich aus ver 
Relation b = a sin B (Nro. 63). 

Man könnte au a direct finden durch die Formel a — vr ed; c?; 
da fi jedoch b? —+- c? nicht in Bactoren zerlegen läßt, fo ift fie zur loga⸗ 
rithmifchen Berechnung nicht fehr bequem, und es ift beffer, zuerft den 
Winfel B, und dann mit demfelben auch a zu beftimmen. 


Auflöfung der ebenen Dreiecke überhanpt. 


73. Erſter Fall. Eine Seite a und zwei Winter 
eine8 Dreiecks feien gegeben, man foll die andern Stüde 
finden. 

Zieht man die Summe ber beiden bekannten Winkel von 1800 ab, 
fo erhält man ven britten. Die beiden Seiten findet man nach Nro. 65 
mittelſt der Proportionen 


sinA:sinB=.a:b, sinA:'snC=a:c. 


‘ 
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74. Qweiter Gall. Es feien zwei Seiten a und b 


nebſt dem Winkel A, der einer derfelben gegenüber liegt, 


gegeben, man foll die dritte Seite c und die beiden an=- 
bern Winkel B und C finden. 


Das einfachſte if, ztierft den Gegenwinfel B ver Seite b durch bie 
Proportion | 

a:b=smA:sinB 
zu finden. 


Da nun A und B bekannt find, fo hat man C = 180° — (A-+B); 
dann ergibt fi c aus 


sinA:smC=a:c. 


75. Diefe Auflöfung erforbert einige Crörterungen. Die erfte 

Proportion gibt zuerft sin B, nämli- 

sinB — b sin A 

. a 
und in den Tafeln findet man dann für B einen frigigen Winkel. Derfelbe 
Sinus entſpricht aber au feinem Ergänzungsminkel, welcher ftumpf ift; 
bezeichnet man daher den in den Tafeln gefundenen Winkel mit M, fo Hat. 
man für B zwei ®ertfe B=M, B = 180° — M, was auf zwei 
Dreiecke hinzudeuten fcheint, und zu folgenden Bemerkungen Anlaß gibt. 


1) IR der gegebene Winkel A ein fluinpfer oder rechter (Fig. 16), 
fo müffen die beiden andern Winkel fpißige fein; man hat alfo nur B=M. 
Dabei muß, wenn dad Dreied möglich fein fol, a > b fein. Diefe Bes 
dingung iſt übrigens genügend. 

2) It A fpisig und a > b (Fig. 17), fo muß au A >B fein; 
ber Werth B—= 180°—M ift dann wieder zu verwwerfen, und dad Dreied 


ift immer möglich. 


3) Wenn aber A fyisig und a <b gegeben iſt, fo fann ınan ſowohl 
B=M, als auß B = 180° — M nehmen. Denn e8 fei (Big. 18) 
der Winkel BAC = A und AC = b; nun kann der aus dem Mittelpunfte 
C mit dem Halbmeffer a befchriebene Kreis die AB in gewiſſen Fällen in B 
und B’ ſchneiden, und man erhält dann zwei Dreiecke ACB und ACB’, bie 


aus den gegebenen Stüden conftrairt find, und in welchen die Winkel ABC 


und AB’C einander zu zwei Nechten ergänzen. Sollen nun zwei Auflöfungen . 
ftattfinden, fo muß die Seite a, die < b angenommen ift, größer fein, ale 
bie auf AB gefällte Senkrechte CD. Iſt die Seite a gleih CD, fo tft AB 
eine Tangente an dem Kreis, und die beiden Auflöfunzen reduciren fi auf 
das einzige rechtwinklige Dreieck ACD. Iſt endlich a Eleiner als CD, fo ift 
gar Fein Dreieck mehr möglich, und es fol nun gezeigt werben, daß biefe 
Unmöglichkeit ſchon durch den Werth für sin B angedeutet tft. 
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Das rechtwinklige Dreieck ACD’gibt CD — bin A; aber nach der 
Vorausſetzung ift a Eleiner als CD, man hat alfo 


a<’bsinA oder —— 


Alſo wäre der Werth für sin B größer als 1; es gibt aber keinen 
Sinus, der größer als 1 ift, folglich iſt das Dreieck unmöglich. 





76. Vorhin wurde die Seite c nad dem Winkel B gefucht. . Man 
ann indefjen c auch unmittelbar mittelft der gegebenen a, b und A finden; 
denn nach Niro. 66 Hat man 


2—b? + ce? — ?%becosA 
oder ce? — 2b cosA.c = a? — %, 
eine Gleichung des zweiten Grades, aus welcher man erhält: 
c=bcosA+ Va? —b?-b! co? A J 
—bcosA + Va? — D? sin? A. 

Da die Seite eined Dreiecks immer eine reelle und pofltive Größe fein 
muß, fo fönnte man noch weiter unterfuchen, welche Relationen zwifchen 
a, b und A einen oder zwei ſalche Werthe für c ergeben können. 

Die vorigen Werthe für c find für die logarithmiſche Rechnung nicht 
bequem und werben deßhalb in der Trigonometrie nicht gebraucht. Da man 
. jedoch oft ähnliche findet, fo fol gezeigt werben, auf melde Weife fle um⸗ 
gewandelt werben Fönnen, um ihre Anwendung zu erleichtern. 


Setzen wir zuerft diefe Werthe in der Form 
. 773 cn? A 
bin Falk = 


‚a? 


Da wir fe als reell annehmen, fo iſt die Größe A prime als 


1, und man kann fie ald den Sinus eines Winkels ꝙ Betrachten, ber fi 
eftimmen läßt, indem man 








b 
sing = 
_&asinp, „ Mimi . 
Dann hat man b = sin A’ NY. Tan mn 


und fomit Ä 
_a (sing cos A + sin A cos 9) _ asin(p + A) 
sin A - sin A 
welche Werthe mit Logarithmen- leicht zu berechnen find, 
. Diefe Auflöfung fällt übrigens genau mit der erften zufammen; denn 
ber Hülfswinkel p ift nichts anderes als der Winkel B. 


' 
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77. Dritter Fall Es feien in einem Dreied zwei 
Seitena und b und ber eingefhloffene Winkel C gegeben, 
man follc, A und B finden. 

Aus Nro. 65 bat man 

a:b=sinA:sinB, 
welche Proportion zwei Unbefannte, A und B enthält. Aber es ergibt 
fih daraus 

atb:a—b=sinA-+sinB:snA— sinB, 
und dann hat man aus Nro. 40 
sinA—- sinB: sin A— sinB=tang$(4--B) :tang} (A—B); 
man erhält alfo 
[1] a+#b:a—b=tang4(A+B):tang$ (A— B). 


Aber 2(A+B) = 4 (180 —C) = 90 — 4C; alfo find die 
drei erften Glieder diefer Proportion befannt, und ed läßt fih daraus der 
Werth von 4 (A — B) ableiten. Kennt man die halbe Summe und bie 
halbe Differenz der Winfel A ımb B, fo ift jeder derfelben bekannt; denn 
man hat offenbar 

a-tt8 4 A—B mB—-ATPB_A B 


— 


yo 2 2 
nachdem A und B gefunden, ergibt ſich die Seite c aus 








[2] sinA:sinC=a:c. 


78. In diefer Proportion find drei neue Logarithmen, nämlich für 
a, sin A und sin, zu ſuchen. In folgendem Verfahren ift einer weniger 
zu berechnen. 


Man hat nämlich sin A:sinB:sinC=a:b:c, alfo auf 
(ab) sinC 
sinA —+ sin B 
Nach bekannten Formeln (Nro. 39 und 29) iſt aber 
sin A sinB —= 2sin 4 (A-+-B) cos (A—B), sin C= 2sin 30 cos C, 
und wieder sin 4 (A + B) = sin (90 — 4C) = cos $C. Setzt man 
dieſe Werthe in c, fo ergibt fich nach den vorgenommenen Rebuctionen 
_(a+b) sin 4C | 
[3] C= os} A—B) 
Da diefe Formel a — b enthält, deſſen Logarithme ſchon bekannt ift, 


fo hat man wirklich einen Logarithmen weniger zu ſuchen, als in der Pro⸗ 
portion [2]. 


sinA-+tsinB:snC=a-+b:c, woraus e — 
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70. Die Beitimmung von c hat erft nach der von A und B ſtatt⸗ 
gefunden. Um c direct zu erhalten, bedient man ſich des vierten Lehrſatzes 
(Rro. 66); diefer gibt 

ce=Va?-+ b? — ?2ab cosC. 

Da jedoch die Logarithmen bei dieſer Formel nicht anwendbar ſind, 
ſo muß man einen Hülfswinkel gebrauchen. Unter den verſchiedenen Um⸗ 
formungen, die man mit dieſer Gleichung vornehmen kann, folge hier die 
bemerkenswertheſte. 

Weit cos? ZC--sin?4C=1, und cos? 10 — sin? 30 = cosC, 
(Nro. 31), fo ergibt ſich 
c= V (a?-+-b?) (cos? 1C-Lsin? 1C) — ?2ab (cos? 4C — sin? 40) 

— V (a+b)? sin? 40 + (a—b)? cos? IC 
. (a — b)? * 46 
= (a-b) sin jo\/ ı + = + — 
Da nun eine Tangente jede beliebige Größe haben kann, ſo mache man 
| a — b) cot O. 
tang go = x r — ot 40. 
dann wird ber Iehte Wurzelwerth 


⸗ 











— sin? ꝙ 1 
vırug= V * cos? cos p’ 
’ fojolich hat man 
— (ab) sin 4C 


cos 9 


Auf diefe Weife findet man nad) einander den Hülfswinkel 9 und bie 
Seite c mittels der beiden Formeln, die logarithmifch Leicht zu berechnen find. 


Diefe Auflöfung unterfiheidet fih indeß nur fheinbar von der vorigen: 
denn da tang 4 (A + B) = cot IC, fo ift der Werth für tang 9 iden- 
tiſch mit dem aus der Proportion [1] abgeleiteten für tang 3(A— B), 
und folglich iſt auch ber legte Werth für c iventifch mit dem in der Formel [3]. 


SO. Inder Praxis kommt e8 oft vor, daß bie Seiten durch ihre 
Logarithmen gegeben find. Angenommen, e8 fet dieß bei a und b der Fall, 
10 außerdem noch C gegeben ift, und nur A und B zu finden. Um nun 
3 (A — B) mittelfl der Proportion [1] zu beflimmen, müßte man zuerft 
a und b in den Tafeln ſuchen; dieß läßt ſich aber durch den Gebrauch eines 


Hülfswinkels vermeiden; denn wenn Winkel y aus tang y = - = gefunden 
if, fo hat man aus der Formel [2] in Mio. 34 





48 I. Trigonometrie. 


tang (45° — y) = BD — MEN _ _ EP, 


1 + tang 45° fang y 1 + tang w’ 
alfo, indem man für tang w Inn Werth febt, erhält man 
—b 
tang (45° — y) = r 2 — 


Ferner gibt die ſchon aig ſührn Proportion [1] 
tang 4 (A — B) = —— © tang 4 (A + B), 


folglich 

tang 4 (A - B) = tang (45° — y)tang 4 (A + B), 
und da v befannt ift, fo läßt ſich leicht (A — B) finden. Auf diefe 
Weiſe hat man zwei Logarithmen weniger zu berechnen, al3 wenn man bie 
Seiten a und b gefucht Hätte. 


— 


SL. Vierter Fall. Die drei Seiten a, b, c ſeien 
gegeben, man foll vie Winkel A, B, C finden. 


Nach Lehriag IV hat man a? — b? + c? — 2be cos A, alfo 
+ a— aa 

2bc 

Auf ähnliche Weife ergibt fih B und C. Man muß indeß eine für 
Logarithmen bequemere Formel finden. 


Aus Nro. 31 erhält man durch Subtraction der Gten won ber Tign 
Bormel folgende: 


co A —= 


2sin? JA — 1 — cos A; 
fubflituirt man für cos A diefen Werth, fo ergibt ſich nach einanber 


asia tree a? — b? — c? + 2be 





2bc 2be 
4—0 — RB— @a+b—o @-b+r9, 
— 2be 2be 
alſo 
sin JA = the) a-br9, 


Um biefe Formel einfacher auszudrücken, ſetzt man ben Dreiecksumfang 
a--b-+ c = 25; dann ft a-b—c=2s—2c=?2 (s—c), und 
a—b+c=23—?2b=?2(s—b), alſo 


sin JA — \t=Be=9 — 2 9, 
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Hieraus ergibt fi die Negel: Man ziehe vom halben Um⸗— 
fang des Dreiecks jede der Seiten ab, welche den gefud> 
ten Winter einfließen, dividire das Product der beiden 
Reſte durch das der beiden Seiten, und ziehe aus dem 
Duotientendie Duadratwurzel, fo erhält manden Sinus 
- des gefuhten Halben Winkels. 

Obgleich der Winkel A durch feinen Sinus beftimmt ift, fo entfteht 
daraus doch Feine Zweideutigkeit; ; denn als Winkel eined Dreiecks tft 
A < 180°, und 4A < 90°. 


S2. Ebenſo leicht erhält m man Formeln für cos JA und tang —* 
Indem man nämlich darauf Rückſicht nimmt, daß (Nro. 31) 2cos? LA 
—1--c0sA, kommt man mit ähnlichen Umformungen wie die vorigen auf 


cos 4A = V e— 9, 


Sterauf, indem man sin JA durch cos LA dividirt, ergibt ſich noch 


s(s — a) 


Da jede der drei Formeln die Aufſuchung von vier Logarithmen er⸗ 
fordert, ſo hat bei der Beſtimmung eines einzigen Dreieckswinkels keine 
einen Vorzug vor der andern. Sind aber zwei zu berechnen, ſo iſt es beſſer, 
die letzte zu gebrauchen; denn man braucht dann nur für beide Winkel die 
vier Größen, s, s— a, s — B, s — c zu ſuchen, während man bei 
ben zwei erften Formeln zwei weitere zu fuchen hätte. 


88. Bekanntlich ift e8 nicht immer möglich, aus drei bellebigen 
Seiten ein Dreieck zu bilden; es fol num gezeigt werben, daß dieſe Unmög⸗ 
lichkeit durch die Rechnung felbft angebeutet wird. Angenommen, man 
gebrauche die Formel 


in a Y OSB E=9, 


Iſt das Dreieck möglich, fo muß fi} für sin JA ein reeller Werth und 
Heiner ald 1 ergeben; ift es aber unmöglich, fo Läßt ſich beweiſen, daß ein 
Werth fi ergibt, der imaginär oder größer als 1 if. Damit die Unmög⸗ 
lichkeit flattfinde, muß eine Seite größer als die Summe der beiden andern 
fein; fehen wirnun, melde Refultate dann die Formel gibt. 

1) & fjib>a-t ec, fo it 2b>a+tb-+c, allo 2b > 2 
und s — b<{O; aber außerdem ift offenbar a+-b > c, alpa+b-+tec 
ober 238 > 2c, oder s— c>0. Somit ift der Werth von sin JA 
imaginär. 

2) Gfeic >a-+ h, daraus folgt s — O un s—b>0, 
d. h. sin ZA iſt wieder imnginär. 

Analyt. Geometrie, 4 
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3) &fjfia>b—+ c, pitari—t c oder 23> 2b + ?2ec, 
aljios>b-Hec, daher s—b>c, s—c>b und (s—b) (s—c) >bec; 
folglich if der Werth von sin JA größer als 1, was bei keinem Winkel 
der Fall fein kann. 


Angewandte Beifpiele. 


SA. Die großen trigonometrifchen Arbeiten erfordern den Gebrauch 
verſchiedener Inftrumente, deren nähere Befchreibung nicht hieher gehört. 

Folgende Andeutungen mögen genügen, um die gegebenen Beifpiele 
zu verftehen. 

Um eine gerade Linie auf dem Felde zu ziehen, bedient man fich der 
Abſteckpfähle oder Markirftäbe, die man von einer Entfernung zur andern 
fo ausſteckt, daß, wenn fi das Auge vor dem erften befindet, alle andern 
mit diefem nur einen zu bilden ſcheinen. 

Einen Winkel zeichnet man auf das Papier mittelft des Transporteurs, 
eines in Grade getheilten Halbkreiſes. 

Zur Meflung der Winkel ſowohl auf dem Felde als auch im Raume 
gibt e8 viele Inftrumente, z. B. den Winfelmefier (graphomötre), ven 
Compaß oder die Bouffole, das Aftrolabium, den Theodolit u. |. w. Im 
Allgemeinen beftehen fie aus einem Kreife oder Kreisausfchnitte, auf wel⸗ 
chem ein fefter Halbmeſſer den Anfang der Grabeintheilung anzelgt, wäh⸗ 
send ein anderer, um feinen Mittelpunkt beweglicher Halbmeffer in beliebt» 
ger Richtung darauf gedreht werben fann. Die Ebene des Kreifes läßt fi 
ſelbſt um feinen Mittelpunkt drehen. WIN man nun den von zwei Ges 
raden, die von einem gegebenen Punkte nach zwei andern gehen, einges 
ſchloſſenen Winkel kennen, fo darf man nur den Mittelpunft des Inftrumentd 
in den erften Punkt bringen, und die beiden Halbmeſſer nach den zwei 
andern Punkten richten; dann fann man auf dem Kreisumfang die zwifchen 
den Halbmeſſern enthaltene Anzahl der Grade ablefen, und erhält fo den 
gefuchten Winkel. 

Gehen wir jeßt zu den Beifpielen über; dabei ift zu bemerken, daß 
die Berechnungen nach dem In Nro. 61 erläuterten Verfahren ausge⸗ 
führt find. j 


85. Erftes Beifpiel. (Big.19.) IneineminAre chtwink— 


ligen Dreiecke ABC iſt a = 1785" (Meter), 395, B=59037' 42”; 


man foll C, bund e finden (Nro. 69). 

Sieht man B von 90° ab, fo bleibt C = 90% — 599 37’ 42" 
— 30° 22’ 18”. Es ift alfo noch b und c zu finden. 
Berechnung vonb, ausb=asinB. | Berechnung vonc, ausc=a cosC. 
L. sin 59037’ a2”. 9,9358919 | L. cos 599 37’ 42”. 9,7038132 


L.1785,395 . . 3,2517343 | L.1785,395 . . 3,2517343 
L.b 3,1876262 L. c. 2,9555475 


b = 1540%,374 e = 902” ‚708. 
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36. Zweites Beiſpiel. (Big. 20.) In einem Dreied 
ABC fei a= 2597=,845, b==3084",327, und A=56° 17’ 47”; 
man foll B, C und c e finden (Nro. 74). 


Berehn.v.B,ausa:b=sinA:sinB | E38 gibt zwei Auflöfungen: 


L. sin 56° 12’ 47”. 9,9196592 | Bei der erften iſt B==80° 39’ 43” 


L. 304,327 . . 34891604 | Bei per zweiten B=999 20° 17”. 
L’.2597,8455 . . 6,5853868 


L. sin B 9,9942064 
ErfteAuflöfungmitB—=80039’43”. | Zweite Aufiöf. mit B=99020’17”. 
Berechn. v. C, aus C=180—A—B. | Bereän:v. C, aus C=180-A-B. 


180° 180° 
A = 56° 1%’ 47” j A = 56° 12’ 47" 
B — 80° 39’ 43” B — 99° 20° 17’ 
C= 43° 730”. C= 24° 26' 56”. 


Berechn.v.c, aussinA:sinC=a:c | Berehn. v. c, aus sinA:sinC=a: c 


L. 2597,845 . . 3,4146132 | L. 2597,845 . . 3,4146132 
L. sin 43° 7’ 30”. 9,8347972 | L. sin249 26’ 56”. 9,6168759 
L.’ sin 56°12’47’. 0,0803408 | L’.sin 56°12’ 47’. 0,0803408 


L. c. 3,3297512 | L.c | 3,1118299 
c = 2136% ,737 ce = 1193” ,689. 


87. Drittes Beifpiel. (Big. 20.) Es ſoll auf dem 
Felde die Lage eines Punktes C beffimmt werben, wenn 
die Entfernung desfelben von zwei befannten Punkten 
A und B, die eine = a, die andere = b, gegeben ifl. 


Wenn das Dreieck ABC nur einen fehr Eleinen Raum einnimmt, fo 
kann man von den Punkten A und B als Mittelpunften mit den gegebenen 
Entfernungen al8 Halbmeffern zwei Kreisbögen befchreiben. Da jedoch 
diefe Operation für bedeutende Entfernungen nicht anwendbar ift, fo mißt 
man zuerft die Entfernung AB: dann fennt man die drei Seiten bes Dreiecks 
ABC, und der Winkel A läßt ſich (Nro. 81) Leicht berechnen. Nachdem 
„bie Richtung der Seite AC fo beflimmt ift, darf man nur in derfelben bie 
gegebene Entfernung AC = b ausfteden. 


Es fei gegeben a = 9459=,31; b==8032%m,29; c = 8242” 58: 


jo ift 
2s—25734,18; s—12867,09; b4834 ‚80; s—c—=4624,51. 


sin JA = VM — * — 2 " 
. 4 ’ 
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L(@-b) ... 0... 36843785 
L.C—0) ... 0... 36650657 
L’b 2.22.2020. 60951606 
L’e ..2.2.2.2.2.. 60839368 
2L.snfA .. .. . 1952685416 
L. sin 4A 09,7642708 


4A = 85° 31’ um, und A= 119 3' 34”. 


88. Biertes Beiſpiel. (Big. 21.) Die Höhe AB eines 
Gebäudes zu finden, beffen Buß zugänglich if. 

Man meſſe auf dem als eben angenommenen Boden von dem Fuße 
punkt des Gebäubes aus eine Grundlinie BC, welde, um Heine Winkel 
zu vermeiben, in Vergleich mit der Höhe AB weder fehr Hein noch fehr 
groß fein darf. 

In C ſtellt man das Inftrument auf, mit weldem der Winfel EDA, 
ben bie DA mit der wagrechten DE, die mit CB parallel lauft, bildet, ge⸗ 
meſſen wird. Dann kennt man im rechtwinkligen Dreieck AED die Seite 
DE und ven Winfel D, woraus fi AE (Nro. 70) berechnen läßt; abbirt 
man dann CD zu AE, fo hat man bie geſuchte Höhe. 

Es fei CD = 1",10; DE = 61”,28; D= 41° 31’ 25”; nım 
hat man 

AE = 61,28 . tang 41° 31’ 25”. 


. L. tang 41° 3125” . . . 9,9471690 
L.6128. . 2. ........1,7873188 
LAE ... 0.0.0.0... 17344878 


AE = 54=,261; AB = 55%,361. 

Iſt der Buß des Gebäudes unzugänglich, ober ift AB die Erhebung 
eines Hügels über die umgebende Flaͤche (Big. 22), fo ift der Fuß dieſes 
Perpendikels unbekannt, und man kann die Entfernung BC nit mehr 
meffen. Indeſſen läßt ſich bod der Winkel ADE noch meffen; denn man 
ann, ohne die Linie AB zu fehen, die Ebene des Kreifes, mit welchem die 
Winkel gemeffen werben, in bie Lage bringen, daß die Senkrechte AB in 
derfelben liegt. Außerdem läßt ſich die Entfernung AD nad dem folgenden 
Veifpiel finden; man Eennt alfo dann die Hypotenuſe AD und den Win« 
kel D, woraus auch AE (Nr. 69) gefunden werben kann. 


89. Fünftes Beifpiel. (Big. 23.) Es foll von dem 
die Entfernung nah einem unzugäng« 
rerkbaren Punkte P gefunden werden. 
ft eine Baſis AB, ſowie die Winkel PAB und PBA; 
eo. 73) beflimmen. 
AB — 247n,49, A— 62° 41’, B 59° 4%; 
= 57° 87’; dann berechnet man AP folgendermaßen: 
sin P : sin B= AB: AP. 
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L.AB . 
L. sin B 
L'. sin P 


L. AP 


2,3935577 
9,9362089 
0,0734087 


. 2,4031762. 
Gefuchte Entfernung AP — 253”,032. 
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90. Sechstes Beiſpiel. (Big. 24.) Die Entfernung 
PQ von zwei unzgugängliden, aber ſichtbaren Punkten 


zu finden. 


Man meſſe eine Baſis AB und die Winkel BAP, BAQ, ABP und ABQ; 
dann beflimme man, wie vorhin, die Seite AP des Dreiecks ABP, und die 
Seite AQ des Dreiecks ABQ. Außerdem ift der Winter PAQ bekannt; 
denn wenn die vier Punkte A, B, P, Q in einer Ebene liegen, fo ift 
PAQ = BAP — BAQ; jedenfalls kann man diefen Winkel, au dur 
unmittelbare Meffung, finden. Alſo Eennt man in dem Dreied PAQ zwei 
Seiten und den eingefchloffenen Winkel, woraus fi leicht (Nro. 77) die 


Seite PQ finden Yäßt. 


Es ſel gegeben: AB—345",29; BAP—69°26’, BAQ—44031', 


PAQ — 24° 55’, ABP = 48° 15’, ABQ = 102° 14. 


Daraus ergibt ſich fogleih APB — 62° 19’, AQB = 38° 15’; 
hierauf führt man die Rechnungen in folgender Weife aus: 


1) Berechnung von AP. 


sin APB : sin ABP — AB :: AP 


AQ = 615" ,454. 
3) Berechnung der WinkelP und Q. 
Es fet | 


AQ=p AP=q APQ=P, AQ=0; 
fit p-+ q = 906,361, pP—q=324,547; 4 (P+Q) =77037'30". 


L.AB . . 2,5381840 
L. sin ABP - 9,8727722 
L’. sin APB .  0,0527973 
L.AP . . 202. 2,4637535 
| AP = 290% ,907. 
ü 2) Berechnung von AQ. 
sin AQB : sin ABQ = AB: AQ | 
L.AB . . : 2.2.20. 2,5381840 
L. sin ABQ _ -....9,9900247 
L’. sin AQB 0,2609871 
L. AQ .  2,1891958 
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Nun hat man 
ptqa:p—g=tang4 P+Q):tang} P—0Q) 
L.tang4 P+0Q). . . 10,6557419 
L. — . . .. ......%5112776 
L. . .. .. 70426988 
L.tang 4 (P— 0). . . 10,2097183 


4 (P—Q)=58° 19’ 32”; folglich P=135952’2” um Q= 10° 12 58. 
4) Berechnung von PQ. 
sinQ :sinPAQ=q:PQ 


L.q .. .. 244637535 
L. sin PAQ- 20.20.20. 9,6245911 
L.sinQ . . 2 2.2..0,4826297 
L. . . .2.2.2.2...2,5709743 


PQ = 372% ,37. 


91. Andere Aufldfung. Da man die Entfernungen AP und 
AQ nur durch ihre Logarithmen erhalten hat, fo läßt fich hier der Hülfe- 
winkel y anwenden, von dem in Nro. 80 die Rede war. In diefem Fall 
fucht man, nachdem L. AP und L. AQ gefunden ift, die Winkel P und Q 
auf folgende Weife: 


Berechnung von wp. 


AP 
tang Yy — 75 
L. aP. .. 24637535 
L. J.. . 772108042 
L. tang . . 2: .2.....9,6745577 


v = 25 1755” 
— d = 19° 4?’ 5”. 
Verechnung von Pund Q. 
tang 3 (P — Q) = tang 4 (P-+-Q) tang (45° —y), 





L.tang 3 P+0Q). . . 10,6557419 
L. tang (45° — y). . ... 9,5539790 
‚L. tang 1 — 0) . . ... 10,2097209 


3 ı(P — ‚Q).= 58° 19° 32”. 
Das Uebrige wird wie oben gerechnet. 


92. Siebentes Beiſpiel. (Fig. 25.) Drei bemerkbare 
Punfte A,B,C, liegen auf einem ebenen Felde; man folf 
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den Punkt M finden, von welchem aus die Punkte B und 

C unter gegebenen Winkeln geſehen werden. 

Da die Winkel AMB und AMC gegeben find, fo beſchreibe man auf 
AB einen Kreisbogen, ver den erften Winfel, und auf AC einen Bogen, 
der den zmeiten Winkel im ſich fehließt ; dann ſchneiden fich die Bögen in A 
und M, und M muß ber gefuchte Bunt fein. Da jedoch diefe Conftructton 
auf dem Felde nicht anwendbar ift, fo wollen wir den Winkel BAM und 
die Entfernung AM dur Rechnung beftimmen. Folgende Methode, bei 
welcher zuerft die Winkel ABM und ACM gefucht werden, dürfte vie ein- 
fachfte fein. 

Es feien die gegebenen Größen AB=a, AC=b, BAC=A, 
AMB=«, AMC = ß, und bie gefußten ABM = x, ACM = y. 


In dem Viered ABMC hat man 
x+y=360°— A+ae+P): 
fomit ift die Summe der Winkel x und y bekannt. Suchen wir nun ihre 
Differenz. . | 
In den Dreieden ABM und ACM erhält man 


[1] sin«e:sinx=&ä:AM, sin ß: sin y — D: AN. 
Indem man die Werthe für AM einander gleich ſetzt, erhält man 








asinx bsiny bsin« _ sin x 
sine — sinß asne® siny 





i 
Dan fegea’ = nf, 10 a’ Togarithmifi Leicht zu berechnen if; 


dann erhält man 


b sin a’ sin x sin 
— — u woraud > b+.@ — sin x + sin y ; 
a sın Y, — 4 sın X — sın y 


— 5 * 
alſo (Nro. 40) _ 

b+a _ tngiı-+-y) 

ba tagia—y | 

Da nun die Summe x 4 y befannt und bie Differenz x — y durch 

die legte Gleichung gegeben ift, fo kann man x und y leicht finden. Dann 
ift aber Winfel BAM = 180° — (@ + x), und die Entfernung AM 
läßt fi aus einer der Proportionen [1] finden. 


Belationen zwiſchen den Winkeln und Seiten eines ſphäriſchen 
Dreiecks. 


J 93. Fundam ental⸗Gleichung. Die Theile eines auf einer 
gegebenen Kugelfläche verzeichneten ſphäriſchen Dreiecks ſind bekannt, wenn 
man die Anzahl der Grade, welche jeder derſelben enthält, kennt. Die 
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Auflöfung der Aufgaben über fphärifche Dreiecke hängt alfo von den Rela- 
tionen ab, welche zwiſchen den Zahlen für dieſe Grabe, d. h. zwifchen ven 
trigonometriſchen Zahlen für den Sinus, Coſinus ıc. flattfinden. Es foll 
nun zuerft die Formel, weldhe einen beliebigen Winkel mit den drei Seiten 
in Beziehung bringt, entwidelt und dann gezeigt werden, wie ſich daraus 
die Auflöfung aller Fälle, die ſich bei ſphäriſchen Dreiedlen ergeben Können, 
ableiten läßt. Die Winkel find immer mit A, B, C, und die Gegenfeiten 
berfelben beziehungsweiſe mit a, b, c bezeichnet. 

Es fei O (Big. 26) der Mittelpunkt der Kugelfläche, auf welcher das 
Dreieck liegt: man ziehe die Halbmeffer OA, OB, OC; errichte auf OA bie 
Senkrechten AD und AE, die eine in der Ebene DAB, vie andere in der 
Ebene OAC, und nehme an, fie treffen Die verlängerten Halbmefler OB 
und OC in D und E. Nun ift Winkel DAE gleich dem Winkel A des ſphä⸗ 
rifchen Dreiedlö, und indem man OA als Einheit annimmt, erhält man 

AD =tango, OD=secc, AE=tangb, OE = sec b. 
“ Dieb vorausgeſetzt, ergeben die DreiedteDAE und DOE nad (Nro. 66) 


AD? + AE? — 2AD. AE. cos A —= DE?, 
OD? 4 OE? — 20D . OE. cos a — DE?. 


Nun ziehe man die erfle Gleihung von ber zmeiten ab, beachte 
ferner, daß 
OD? — AD? = OE? — AFP? = 1, 
Ieöe für die Linien ihre trigonometriſchen Bezeichnungen, und dividire durch 
ſo ergibt ſich 


1— sec b seccc coat tang b tang c cs A = 0: 





Da aber sec b — —, tangb = sin b sec 6 = ‚ 


os b cos b’ cos C 
sin C 
tane c= ——; 
g — jo erhält man 


:C08 a sinb sinc cos A 
cosb cos c cos b cos c 








— 0, 
woraus 
[1] cosa= cosb cosc—+-sinb sin cc cos A. 


Dieß ift die Bunbamentalgleihung | der ſphäriſchen Irigonometrie. 


9A. Die Seiten c und b find in der Figur Eleiner als 90°, aber 
ed läßt fich Veicht zeigen, daß die Formel [1] allgemein ift. Nehmen mir 
an, eine der Seiten, 3. B. b oder AC fei größer ald 90° (Big. 27): nun 
vollende man bie Halbkreiſe CAC’ und CBC’, und bilde fo das Dreieck ABC’, 
beffen Seiten a’ und b’, oder BC’ und AC’ Supplemente von a und b find, 
und defien Winkel BAC’ ein Supplement von A iſt. Da bie Seiten b’ 
und c Feiner als 90° find, jo läßt fih die Formel [1] auf das Dreied 
ABC’ anwenden, und man erhält 


cos a = cosb’ cosc + sinb’ sin ce cos BAC'. 


Du _ — en ee Bau mn ” — u 7 rn 
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Nun if 

a — 180° — a, b’ = 180° — b, BAC’ = 180° — A; 
fubftituirt man dieſe Werthe und vertauſcht die Vorzeichen in den Gtiebern 
der Gleihung mit den entgegengefeßten, fo verfällt man wieder auf die 
Formel [1]; ſie gilt alfo au für ven Fall, daß b > 90° ift. 

Angenommen, die beiden Seiten b und c feien größer ala 90° 
(Fig. 28), fo verlängere man die Seiten AB und AC bis zu ihrem Durch⸗ 
ſchnittspunkt A’, und bilde das Dreieck BCA“, in welchem Winkel A’ gleich 
A, und die Seiten b’ und c’ die Supplemente von b und e find. Die 
Formel [1]. läßt fich auf diefes Dreiect anwenden, indem man 180° — b 
und 180° — c fürb und c feßt, ohne daß diefe Subftitutionen eine Aende⸗ 
rung in derfelben hervorbringen. 

Endlich läßt ſich die Gültigkeit der Formel au für die Falle darthun, 
wo eine der beiden Seiten b und c, ober jede derfelben — 900 iſt. Da 
fle indefien für Werthe, die 90° fo nahe kommen fönnen, ald man will, 
richtig iſt, fo muß fie offenbar auch für diefe befondern Fälle giltig fein. 


95. Da fich die Formel [1] auf jede der Seiten des Dreiecks an⸗ 
wenden läßt, fo erhält man auf diefe Weile drei Gleichungen, mittelft wel- 
cher immer drei beliebtge Stücke gefunden werden können, wenn die drei 
andern gegeben find. Yür die Anwendungen ift e8 jedoch nothwendig, die 
verfehtenenen Relationen zwifchen vier Stüden des Dreiecks für jeden mög⸗ 
lihen Fall befonders zu erhalten. Es gibt im Ganzen nur vier verſchie⸗ 
bene Combinationen, bie wir nun nad einander vornehmen wollen. 


-...96. 1) Relation gwifhen den drei Seiten und einem 
Winkel. Diefe ift in der bereits gefundenen Gleichung enthalten, welche 
durch die PBermutation ber Buchſtaben in drei zerfällt, nämlich 


[1] cosa=cosb cosc—-sinb sinc cos A, 
[2] cosb= cosa cosc—-sina since oes B, 


[3] cos c = cosa cosb —.sina sinb cos C. 


97. 23) Relation zwifhen zwei Seiten und ihren 
zwei Gegenmwinfeln. Um diefe, der Combination a,b, A, B ent» 
fprechende Relation zu erhalten, muß man in [1 und 2] c eliminiren. 
Dieb Eönnte zwar dadurch gefhehen, daß man die Werthe für sin c und 
cos c entwicdelt und dann in der Gleichung sin? c + cos? c = 1 fub- 
ftituirt; folgende Rechnung, ähnlich der in Nro. 67, ift jedoch einfacher. 

Die Gleichung [1] gibt 

cos à — cosb cos c 


co A= —— , ferner 
sinb since ‚f 


58 L, Trigonomelrie. 


im A=1— co A=1— (cos a — cos D cos e) — cos b cos 6)" 
 sin’b sin’ c 
_ (dt — eos?b) ¶ — cos? c) — (cosa — cosb cosc)? 
— sin? b sin? c 
__ 1 — cos?a — cos?b — cos? 4 2cos a cosb cosc, 
— sin? b sin? c 





alfo 
sin A VIT cos®a — eos?b — cos?c+2cosa cosb cosc 
sina sin a sin b sin c 


Es findet hier für das Vorzeichen des Wurzelmerthes Feine Zweideu⸗ 
tigfeit ftatt; denn da die Winkel und Seiten kleiner find als 180°, fo find 
ihre Sinus pofitiv. Da das zweite Glied conftant bleibt, wenn man A 
und a in B und b, und umgefehrt, oder auch in C und c und umgefehtt, 
verwandelt, fe folgt daraus 

sinA _ sinB smC, 
Le] sina sinb siaec’ 
alfo verhalten fi in einem ſphäriſchen Dreiede bie Sinus 
der Winkel, wie die Sinus ihrer Gegenfeiten. 








98. 3) Relation zwifhen zwei Getten, dem von 
ihnen eingeſchloſſenen Winkel und einem ihrer Gegen- 


wintel. Man nehme die Combination a, b, C, A. Zuerft eliminirt 


man cos c aus [1 und 3], fo ergibt ſich 
cos a—cosa cos b?+cosb sina sinb cos C+sinb since cosA. 


Bringt man cos a cos b? auf bie linke Geite und beachtet, daß . 


cos a — cosa cos?b — cosa sin? b, dividirt das Ganze durch sin a 
sin b, fo erhält man . 
cos a sin b 
sin a 
sin © sin C 
sina sm4’ 
cot a sinb— cosb cosC + sin C cot A. 

Es laſſen ſich hier verſchiedene Permutationen zwiſchen den Buchſtaben 
vornehmen, wodurch man im Ganzen ſechs Gleichungen erhält, nämlich: 
[5] cota sinb = cos b cos C- sinC cot A, 

[6] cotb sina=cosa csC-+sinC cot B, 
[7] cota sinc=cose cosB--sinB cot A, 
[8] cot c sina= cosa cos B + 'sinB cotC, 
[9] cotb sinc= cose csA— sin A cot B, 
[10] cote sinb= cosb cos A— sin A cotC. 


since cos A 


= 608 b cosC + in 
— a 


Aber fomit erhält man für die gefuchte Relation 


Sn 


nn nn ⏑— 
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989. 4) Relation zwiſchen einer Seite und den drei 
Winkeln. Um diefe letzte der vier Relationen zu erhalten, eliminire manb 
und c aus den Gleichungen [1, 2, 3], und fege zu dieſem Ende den aus ber 
dritten genommenen Werth für cos c in die erfte; fo ergibt ſich wie oben: 

cos a sin b — cos b cos C 4 sin e cos A, 

sin a sin a | 
und diefe Relation geht mittelft ver Gleichungen 

sin b sin B sin c sin C 

— — — , UN — =, 

sin a sin A sin a sin A 
leicht in folgende über: 

cos a sinB= cosb sinA cosC + cosA sin C. 


Führt man diefelben Rechnungen an der Gleichung [2] aus, oder 
vielmehr, vertaufht man in der legten a und A mit b und B, und umge— 
fehrt, fo ergibt ſich 


cosb sin A— cosa sinB cos C--cosB sin C. 


Man darf jebt nur noch cos b aus den beiden vorigen Gleichungen 
wegſchaffen, fo findet man nad den vorgenommenen Reductionen die ge= 
fuchte Relation zwifchen A, B, C und a, welche, auf die drei Winfel nach 
einander angewendet, folgende drei Gleichungen gibt: 


[11] cos A=—-cosB cosC + sinB siuC cosa, 


. [12] cos B= —cosA cosC + sinA sinC cosb, 


193 coC=— cosA cosB-+sinA sinB cos c. 


100. Diefe Gleihungen haben mit der Fundamentalgleichung eine 
auffalfende Uebereinftimmung, die auf eine bemerkenswerthe Folgerung 
führt. Denfen wir und ein fphärifches Dreie A’B’C’, veifen Seiten 
a’b’c’ die Supplemente der Winfel A, B, C find, fo hat man vermöge ber 


Formel [1] 

cos a’ — cosb’ cos ce’ + sin b’ sin ce’ cos A’; 
aber - sina—=sinA, cosa = — cos A, sinb’=sinB, u.f.f.; 
folglich 


— cos A— cosb cos C- sinB sin C cos A’. 


Man kann daraus für cos A’ einem dem Werth für cos a in [11] 
gleichen Werth mit entgegengefegtem Vorzeichen erhalten: fomit ift a= 180° 
u; ebenfo b= 180° — B’ und c = 180° — C’. ft daher ein 
fphärifches Dreierk gegeben, und man bildet ein zweites, deſſen Seiten die 
Supplemente zu den Winkeln des erften find, fo find umgekehrt die Seiten 
des erſten auch die Supplemente zu den Winkeln des zweiten Dreiecks. 

Aus dieſem Grunde heißen bie beiden Dreiede Ergänzungs- ober 
Supplementärdreiecke. In der Genmetrie wird gezeigt, daß jedes 
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berfelben beſchrieben werden kann, indem man bie drei Spigen des einen 
Dreiecks als Pole des andern nimmt; wegen diefer Cigenſchaft Heißt jenes 
der beiden Dreiecke au Polardreied des andern. 


101. Neper'ſche Analogien. Es follen noch die Proportionen 
entwickelt werden, die unter dem Namen der Neperihen Analogien 
befannt find und zur Vereinfachung einiger Säle in der fphärifchen Trigo⸗ 
- nomelrie gebraudt werden. 


Die Gleichungen [1 und 2] geben 
cos a — cosb cosce = sinb sinc cos A, 
cosb — cosa cosc = sina sine cosB, 
sina _ sin A 
woraus man durch Diviflon und mit Rückfichtnahme auf’ —55 


erhält 
cos b — cos a cosc _ sin A cos B 


cos a— cosb cos c sin B cos A 


Bringt man diefe Gleihung in Form einer Proportion und ſetzt bie 
Berhältnifie aus der Differenz der Glieder zur Summe berfelben einander 
gleich, fo ergibt ſich durch Jeicht zu bemerkende Umformungen 

cosb —cosa, 1+cosc_ sin(A—B) 
coob + cosa”“ 1—cosc sin(A-+ B) 

Nach bekannten Iormeln (aus Nro. 40, 37, 29) hat man aber 
cos b — cosa 
coobLoosa —tang I (a+b) tang (a — b), 

1i+csc_ 1 
1—cosce tang?ic’ 
sin (A -+-B) = 2sin + (A--B) cos4 (A — B), 
sin (A — B) = 2sin$ (A—B) cos 4 (A — B); 
ſubſtituirt man dieſe Werthe, fo erhält man: 
1 _ m —tang2 1 n4(A—B)cos$(A—B), 
[«] tang 4 (a+b) tang $ (a—b) =tang 2° = 1 (AB HA-B)cos$(A+B) 





‚Aus der Proportion sin a: sin b = sin A: sin B erbält-man ferner 
sina-tsinb  sinA--sinB 
sna—sab sinA—sinB’ 
und dieſe läßt ſich (na Nro. 40, 92) in folgende umformen, 
tang (a - 6) sin} sin 4 (A-+B) cos 4 (A—B 
-tang}(a—b) cosi(A+B) sin — 


Pr 





Teigonomgkrifcge Tafeln und Muflöfung her Dreiede. 6 


Multipfietrt man zuerft die Gleichung [a] durch dieſe, dividirt ferner 
eben diefelben durch einander, fo bleiben in beiden Fällen nur Quadrate. 
Indem man nun die Wurzeln auszieht und beachtet, Daß megen der 
Gleichung [a] tang 4 (a+ b) und cos 4 (A + B) dasſelbe Vorzeichen 
haben müflen, fo erhält man | 

cos # (A — B) 


. A— 
[15] tang 3 (a— b) = tang bey 


Um diefe Formel auch auf das Polarbreiecf anzuwenden, erfee man - 
a,b, c, A, B durch 1800 — A, 180° — B, 180° — C, 180° — a, 
180° — b; fo ergibt fi: | 

cos 3(a—b) 


16] ag AD = dl ah)’ 


j — 
[17] tang$(A—B) = . 


Dieſe vier Gleichungen find die von Neper gefundenen Proportio⸗ 
nen oder Analogien. Man bedient fi der zwei erflern, wenn eine 
Seite und die beiden anliegenden Winkel befannt find, und der beiden 
Veßteren, wenn man zwei Seiten und den eingefchlofienen Winkel kennt. 


102. Relationen zwifhen den Theilen eines recht—⸗ 
winfligen fpharifhen Dreieds. Um die für das rechtwinklige 
Dreieck geeigneten Formeln zu erhalten, genügt «8, in den oben gefun= 
denen Gleichungen, welche. den Winfel A enthalten, A = 90° zu feßen.. 


Auf diefe Weife findet man: 


[al cosa=cosb cosc, | Neo. 96 [1]. 
[bl] sinb=sina sinB, sinc=sin a sin C, Meo. 97 [4]. 
[c] tangb=tanga cosC, tange=tang a cos B, Nro. 98 [5,7]. 


Id] tangb=sine tangB, tange=sinb tangC, Nro. 98 [9, 10].- 


[fe] cosB=sinC cosb,‘ eosC=sinB cosc, Nr9.99 [12, 13]. 
[ff] cosa=cotB cotC, Mro.99 [11]. 


Diefe fechs unterfehtenene Formeln find für die logarithmiſche Rechnung 
gleich bequem. „Die erfte enthält eine Relation zwiſchen dev Hypotemufe 
und den beiden andern Seiten; die zweite zwiſchen ber Hypotenuſe, einer 
Seite und ihrem Gegenwinkel; die dritte zwiſchen der Hypotenuſe, einer 
Seite und ihrem anliegenden Winkel; bie vierte zwifchen ven beiden Seiten 
und dem Gegenwinkel der einen; bie fünfte zwifchen einer Seite und den 
beiden fchiefen Winkeln, und endlich die fechste zmifchen der Hypotenuſe 
und den beiden fhiefen Winkeln. So hat man, wenn von den fünf Stüden 
zwei befannt find, immer eine Formel, um jedes andere beliebige Stüd 


zu finden. 
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103. Es ſind hier noch gewiſſe Eigenſchaften der rechtwinkligen 
Dreiecke anzuführen: 

1) Die Formelfa] erfordert, daß cos a das Vorzeichen des Productes 
cos b cos c Habe: deßwegen müffen entweder alfe drei Coſinus, oder nur 
ein einziger, pofitiv fein. In einem rehtwinfligen ſphäriſchen 
Dreied find alſo ent weder alle drei Seiten Eleiner als 90°, 
oderesſind zwei Seiten größer und die dritte iſt Eleiner 
als 90°. 

2) Die Formeln [d] zeigen, daß tang b dasſelbe Borzeichen mie 


tang B, und tang c daßfelbe wie tang C Bat. Jede Seite des 


rehten Winkels iſt alfo mit ihrem Gegenmwintel gleid- 
artig, d.h. die Seite und ihr Gegenminfel find entweder 
beide Eleiner, oder beide größer als 90°, 


C 
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108, Sin ſphaͤriſches Dreieck kann zwei, oder ſelbſt drei rechte 
Winkel enthalten; im letztern Falle ſind die drei Seiten Quadranten. Im 
erſten Falle ſind die Gegenſeiten der beiden rechten Winkel ebenfalls Qua⸗ 
dranten, und der dritte Winkel, der die dritte Seite zum Maße hat, muß 
ebenſo viel Grade enthalten, wie dieſe Seite. Dieſe beiden Fälle geben alſo 
zu keiner Aufgabe Anlaß, und es kann nur von dem ſphäriſchen ODreieck, 
das blos einen rechten Winkel enthält, die Rede ſein. Um dasſelbe zu be⸗ 
ſtimmen, braucht man von den fünf Stücken nur zwei zu kennen, weßhalb 
ſechs Fälle zu betrachten ſind. 


103. Erſter Fall. Die Hypotenuſe a und eine 
Eathete b fei gegeben, man foll c, B und C finden. 


Hier find die Relationen [a, b, c} anzuwenden; diefe ergeben 
. cos a sin b cos C — tang b 


cos ⸗ —— nB= — 
cos b’ sin a’ tang a 





Da e8 fich Hier um Bögen und Winkel Handelt, die nicht über 1809 
geben können, und es innerhalb diefer Grenze nur einen einzigen Bogen 
gibt, der einem gegebenen Coſinus entfpricht, fo folgt daraus, daß c und 
C ſich ohne Zweiveutigfeit beftimmen laſſen. In Betreff des Winkels B, 
der durch feinen Sinus befaant tft, ſcheint es, man Fönnte ihn ſowohl 
ſpitzig als ftumpf nehmen; aber nach den Bemerkungen in Nro. 103 muß 
er mit der gegebenen Seite b gleichartis ſein. 


106. Zweiter Fall. Die beiden Catheten b unde 
ſeien gegeben, man ſoll die Hypotenuſe a und die beis 
den Winkel B und C finden. 


N 
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Aus den Relationen fa und d] iin man 
unsd, b tang c, 


tang C = sinb ’ 





cosa=cosb cosc, taugB = 


und es ift klar, daß bier feine Zwveibeutiget Rattfinet 


107. Dritter Zal. Die Hypothenuſe a und ein 
anliegender Winkel B feien gegeben, man foll b, c und 
C finden. 


Aus den Relationen [b, c, f] erhält man | 
sin b=sin a sin B, tangc—=tang a cosB, cot C=cosa tang B. 


Bei c und C ift Feine Zweibeutigkeit, und die Seite b muß mit B 
gleichartig fein (Nro. 103). 


108. Vierter Fall. Die Cathete b und ihr Gegen- 
winfel B feien gegeben, man foll a, c, C finden. 


Mittelft der Relationen [b, d, e] bat man 
sina— sin b sine — anB b cos B 
sin B’ “ tangB’ eos b 


Hier ift eine Zmweideutigfeit wegen der Sinus, und man fieht leicht, 
daß fte ftattfinden muß. Denn wenn das in A rechtmwinflige Dreieck BAC 
(Fig. 29) der Aufgabe entipricht, fo verlängere man BA und BC bis zu 
ihrem Dürchſchnittspunkte D, nehme dann DA’ — BA und DC’ = BC; 
fo find die Dreiecke BAC und DA’C’ in allen ihren Theilen einander gleich, 
alſo ift Winkel A’ ein rechtet, und CA’—= CA—=b. Somit ift das 
Dreieck BA’C’ rechtwinklig und enthält auch die zwei gegebenen Stüde B 
und b. Man fann alfo beliebig a <( 90° oder a > 90° nehmen; ift 
aber einmal die Wahl getroffen, fo beſtimmt pie Relation cos a==cosb cos c, 
von welcher Art c ift, und damit muß auch C gleichartig fein, 

Sftb=B, fo hat man nur ein einziges Dreieck, das zwei rechte - 
Winkel hat; ift sin b > sin B, fo gibt es gar feines. 


109. Fünfter Fall. Cine Cathete b und ihr an- 

liegender Winkel C feien gegeben, man ſolla, c, Bfinden. 
Aus Relationen [c, d, e] findet man 

u b 

sC 7 

woraus ſich a, c — B ohne Zweideutigkeit ergibt. 


'tangc — sin b tang C, cosB = cosb sinC, 





tang a = 


Ä 110. Sechöter Fall. Die beiden ſchiefen Winkel 
B und C feien gegeben, man folla,b, c finden. 
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Die Gleichungen [f und e] geben 


cos à — cotB cotC, cos b — 298 B cos © 


‚ ca = — . 
sin C sin B 

Diefe Werthe enthalten Eeine Zweideutigkeit, und wenn das Dreieck 
unmöglich tft, fo deuten fie dieß an. 








111. Bemerkung. Mehrere Fälle laſſen ſich auf das recht⸗ 
winklige Dreieck zurückführen. 

1) Wenn in einem ſphäriſchen Dreieck drei Stüde gegeben find, unter 
welchen eine Seite gleich 900 iſt, fo muß der entfprechende Winkel im Po- 
lardreieck ein rechter fein. Berner Tennt man zwei der fünf andern Stüde 
dieſes Dreiecks; man Tann es alfo nach dem Vorigen auflöfen: aber durch 
die Auflöfung dieſes Dreiecks läßt fich offenbar auch das erſte finden. 

2) Iſt ein Dreieck gleichſchenklig, fo werden die beiden gleichen Seiten 
nur als ein Element gezählt, und ebenjo Ihre Gegenwinfel; man braucht 
dann zur Beflimmung bes Dreiecks blos zwei Stüde. Zieht man nun von 
der Spite des Dreiecks auf die Mitte feiner Grundlinie einen größten Kreide 
bogen, fo wird dasfelbe in zwei rechtwinklige, in allen ihren Theilen gleiche 
Dreiecke getheilt, und in jedem derſelben kennt man außer dem rechten Win 
fel zwei Stüde; die gleichſchenkligen Dreiede laſſen ſich alfo mittelft der 
rechtwinkligen Dreiecke auflöfen. - 

3) Es ſei ABC (Big. 30) ein fphärifches Dreieck, in welchem 
a--b = 180%. Verlängert man a und c bis zu ihrem Durchſchnitts⸗ 
punft D, fo hat man a + CD = 180°, alfo CD = b. Durd jedes 
bekannte Stüd des Dreiecks ABC ift nun auch eines In dem gleihichenkligen 
Dreieck ACD gegeben und umgekehrt; die Auflöfung eines Dreiecks, in 
welchem die Summe zweier Seiten glei 180° ift, läßt fi alfo auf bie 
eines gleichſchenkligen, und fomit auch auf bie eines rechtwinkligen Dreiecks 
zurüdführen. 

4) Dasfelbe tft von einem ſphäriſchen Dreieck zu bemerken, tn welchem 
zwei Winkel Supplemente zu einander find. Denn e8 kann nicht a+b— 180° 
fein, ohne daß zugleih A-- B = 180° wäre, und umgekehrt. Wirklich 
ift in dem gleichfhenkligen Dreied ACD ver Winkel CAD=D=—=B; da 
nun CAD + CAB = 180°, ſo muß in dem Dreie ABC auf A + B 
— 180° fein. 


Anflöfung der ſphäriſchen VDreiecke überhaupt. 


112. Erſter Fall. Es ſeien die drei Seiten a, b, 6 
gegeben, man foll die Winkel A, B, C finden. — 

Um z. B. A zu erhalten, gibt die Gleihung [1] Nro. 96 
cos a— cos b cos c 


csA= - - -3 
sinb sin c 





’ 
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man erhäft jedoch einen für die Logarithmen bequemeren Ausdruck, wenn 
man, wie bei den ebenen Dreiecken, sin 4A, cos 4A oder tang * ſucht. 
Man nehme daher die Formel (Nro. 31) 2sin? 4A —=1— cosA, 
und feße darin den Werth für cos A, fo erhält man 
cosa—cosb cosce _ cosb cosc-- sinb sinc—cosa 
sinbsine sin b sin c 
cos (b— ec) — cosa 
— sin b sin c 


2sin JA —1— 


In der bekannten Formel 
cos q — cos p — ini (p+-gsnd(p—g 
(Nro. 39) made man p— a und q — b — c, fo erhält man 
cos (b— c) — cos a = 2sin 4 (a+b—c) sin & (a—b+e); alſo 
sint(a+b—c) sn(a—b-+c 
sin 3A = V ar sin bin Ian, 
Zur Abkürzung fege man a b ce = 2s, fo hat man 
a+b— c=?2?(6—c),,a—b+e=?2(6—b); 
folglich bat man ftatt der vorigen Formel 


Vein & B) vin -0. 
sin ZA = V s8in p sine 
ebenſo ergibt ſich 


sin s sin (s — a) 
cos 1A = V en — 162), 
sinb sin c 
und fomit 


sin G — b) s sin (s — n6— 0) 
ang zA = rss sin s sin n (s — 38) 
113. Zweiter Fall. Zwei Seiten a und b, nebft 
einem Gegenwinfel derfelben A feien gegeben, man foll 
.6, Bund C finden. 


Man erhält zuerft den Winkel B, der b gegenüber liegt, aus ber 
Proportion 











sin A sin b 


— —— 


sin a 





sina:sinb— sinA:sinB, woraus sinB = 
Nun tft e8 am geeignetften, c und C dur die Neper'ſchen Analogien 
EMro. LOL) zu beſtimmen; dieſe geben 
oh ya naaurN, 
Ä ang 20 = MN 2. sin 4 (A — B)’ 


sind(a+b) 


cot 30 = — tang 4 (A— a sin 1 (a —b) 


Analyt. Geometrie. 
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Da der Winkel B durch feinen Sinus gefunden wird, fo kann ex ſpitzig 
- oder flumpf fein. Doch gibt es für gewiffe Werthe der gegebenen Größen 
a,b, A nur ein Dreied. Wir werden in einem befondern Paragraphen 
(Nro. 118) auf diefe Discuffion, die der für den zweiten Kal der ebenen 
Dreiede (Nro. 75) analog ift, zurückkommen. 


Man kann auch C direct durch die Gleichung [5] in Nro. 98 finden 
cot A sin C + cosb cos C = cota sinb. 


Zu diefem Zwed beflimme man zuerft einen Hülfswinkel ꝙ, indem 
man cot A = cosb cot 9 feßt, woraus 





oa cot A, . 
9 005 b’ 
dann fubfiitutre man in ver Gleihung [5] den Werth für 
_ cos b cosgp, 
ctA=cob cot — — — —— dieſe gibt 


cosb (sin C cos ꝙ + cos C sing) = cota sin b sin ꝙ. 
Daraus erhält man 
__tangb sing, 
DOSE Kern? 
man kennt alſo C+ 9; es ſei nun C+g=m, ſo iſt C=m— 9. 
Iſt C gefunden, fo erhält man die Seite c aus ber Proportion 
sin A:sinC = sina:sin c. 


Will man aberc direct berechnen, fo muß man bie Gleichung [1] in Nro. 96 
anwenden: 


cosb cosc + cos A sinb since = cos a. 
Man reducirt, mie vorhin, das erfte Glied mittelft eines Hülfswinkels 


p auf einen einzigen Ausdruck, indem man cos A sin b = cosb coty 
fegt, woraus 





cotg= cos A tang b. 
Somit erhält man 
cosb (sing cos & cos 9 sinc) = cosa sin p, 
ober | 
cos a sin, 
sın (c + 9) — cos b ) 


alfo erhält man c leicht, nachdem einmal 9 berechnet ift. 


114. Dritter Fall. Zwei Seitena, b, und ber ein 
geihloffene WintelC feiengegeben, man follA,B,c finden. 


. 
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Die Formeln [5 und 6] in Nro. 98 ergeben für A und B 


cota sinb—cosb cosC cot B cotb sin a— Cosa cosC 
ö——he mm ’ —— ö— 7 [2 


eot A= sin © sin © 





Durch Anwendung von Hülfswinkeln läßt fich Leicht jeder Zähler in 
einen eingliedrigen Ausdruck verwandeln. Es iſt jedoch einfacher, die Ana⸗ 
logien Neper's (Nro. 101) anzuwenden: 


—b 
tang (A + B) — cot IC ren 
—b 
tang } (A— B) = cot JC — 
Daraus ergibt ſich 4 (A — B) und 4 (A — B), ſomit auch A und B. 


Sind einmal biefe Winkel gefunden, fo erhält man c leicht aus der 
Broportion sin A: sin C= sina:sinc. Will man aber c unmittel- 
bar erhalten, fo nehme man die Formel (Nro. 96) 

cooc—= cosa cosb + sina sinb cosC, 
cot b cos 9 


sin 9 —cotb coty fegt. Dann 


in welder man sin b cos C = 


ergibt fich ohne weitere Zmeideutigfeit 
cos b sin (a+9) 


m = sc = < 
cot 9 tang b cosC, co sing 


Eh 


115. Bierter Zall, Es feien zwei Winfel A und B 
mit ber anliegenden Seite © gegeben, man foll a, b, C 
finden. 


Man kann a ımb b durch die Formeln [7 und 9] in Neo. 98 finden: 


cotA sinB-+-cosB cos c cotB sinA+cosA cosc 
cot æa · — — — ——, ct — 
sin c sin C 
doch noch beſſer mittelſt der Nep er ſchen Analogien: 
cos 4 08 4 (A — B) (A — B) 
lans 4@-+ b) = tang 3 cos 4 } (A (AB) B)’ 


tang ‚20 b) = tang &c —— 
Dann erhält man C aus der Proportion 
sina:sine=sinA:sinC. 
Will man c unmittelbar, fo nehme man die Formel (No. 99) 


'csC=sinA sinB cosce — cos A cosB, 
5 * 
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und ſetze sin B cos ce = cosB cot 9, fo ergibt fid 

cooB sin(A—B) 
nn 
Diefer Fall ift dem dritten analog und ohne Zmeideutigkeit. 


ct g=tangB cosc, cosC= 


116. Fünfter Fall. Es feien zwei Winfel A um B, 
nebft der Gegenfeitea von einem derfelben gegeben, man 
folt b, ce, C finden. 

Diefer Tal ift dem zweiten ganz analog, laßt fich ebenfo behandeln, 
und bietet diefelben Zweideutigkeiten dar. ’ 

Man leitet'b ab aus der Proportion sin A: sinB = sina: sinb, 
und erhält ce und C aus den ſchon (Nro. 113) gebrauchten Formeln: 


ie 





cot 40 = tang 4 (A—B) eat 


Die Seite c erhält man auch aus der Gleichung [7] in Nro. 98 
cot asinc—cosB cosc — cot A sinB, 
in welcher man cota — cos B cot 9 macht; dann ergibt ſich 
cot a 35 tang Bsin ꝙ 
cot ꝙ coſ B cin (C — 9) æ 
Endlich kann man auch C finden aus 
sina:sinc=sinA:sinC, 
oder (Nro. 99) mittelft der Gleichung 
cosa sinB sinC-——-cosB cos C —= cos A. 
Hier verivandelt man zuerft die linke Seite der Gleichung In einen 


einzigen Ausdruck, indem man cos a sin B— cosB cotgy fekt; fo 


ergibt fi: 
' cos A sin p 
— C— — . 
cotg = cosa tangB, sin( 9) = os B 


Diefe Werthe beftimmen 9, C — g, und fomit auch C. 





117. Sechſster Fall. E83 feien die drei Winfel A, 
B, C gegeben, man foll die drei Geiten finden. 

Diefer Fall läßt ſich durch ähnliche Rechnungen wie beim erften auf» 
löſen. Um z. B. a zu erhalten, bedient man ſich der Gleichung [11] 
in Nro. 99; dieſe gibt zuerft 
cos A—+cosB cost 


sin B sin C 





co8a = 


De . — 
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Hierauf ſucht man durch die in dem angeführten Falle angewandten 
Rechnungen die Ausdrücke für sin Ja, cos Ja, tang Fa, welche zur loga⸗ 
rithmifchen Rechnung bequemer find. Seht man 

| A+B-+C = 180° 425, 
fo find dieſe Ausdrücke folgende: 
sin S (sin A—S) 
sinB sinC ’ 


cos Ja = \  @=3) sin 5) (9) ’ 


sin B sin C 
sin S sin (AS) . 
tang za = Vz (B—S) sin (CS) 
Die große Uebereinfliimmung diefer drei lebten Fälle mit den brei 


erften folgt auchdaraus, daß fe, vermöge der Eigenfchaften des Polardreiecks 
(Neo. 100) auf diefelben zurücgeführt werben können. 


sin Ja = 





Weber die zweifelhaften Falle bei fphärifchen Dreiechen. 


118. Die einzigen Fälle, bei welchen über die Art der unbekannten 
Stüde eine Ungewißheit ftattfindet, find der zweite und fünfte. Es fol 
nun unterfucht werden, aus welchen Kennzeichen man fchließen kann, ob 
zwei Auflöfungen oder nur eine möglid) find, oder ob fogar das Dreied 
unmöglich iſt; wobei Bolgenbes zur Begründung voraudgehen möge. _ 

Auf einer Kugelfläche fei ein Halbfreis DCED’ (Big. 31), ver auf 
einem ganzen Kreis DHD’ fenfreht fleht; man nehme CD < 90°, und 
ziehe vom Punkte C nach den verfchiedenen Punkten der Peripherie DHD’ 
Bögen größter Kreife, wie CB, CB’, CH, ....; ferner verlängere man 
CD, bis C’D = CD, und ziehe C’B. Nun haben die Dreiecke CDB und 
C’DB einen rechten Winkel zwifchen gleichen Seiten, alfo ift CB —= C’B.- 
Aber da CDC’ < CB + BC’, fo muß au CD <CB fein. Folglich ift 

1) der Bogen CD der Eleinfte, den man vom Punkte C an 
bie Beripherie DHD’ ziehen fann, und fomit CD’ der größte. 

Es fei DB’ — DB; va nım die Dreiede CDB und CDB’ zwiſchen 
gleichen Seiten auch einen rechten Winkel einfchließen, fo ift CB = CP’. 
.Alfo find 2) die fehiefen Bögen, die von CD oder CD’ 
gleich weit abſtehen, einander gleid. 

Endlich fei DH > DB; man ziehe C’H und verlängere CB bis I 
auf CH. Da der Bogen CC’ Kleiner ift als ein-Halbfreis, fo muß er mit 
ber Verlängerung von CB auf der andern Seite von C’ zufammentreffen; 
deßhalb muß der Durchfcehnittspunft I zwiſchen H und C’ liegen. Man hat 
afoCB<CI-+ IB, und fomit CB -+ BC < CI -+IC. Aber da. 
IC < HI + HC, und daher CI+IC< CH + HC, fo ift um fo 
mehr CB + BE<CH-+ HC. Aber CB= BC um CH = HC; 
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folglich Hat man BC <HC. Alſo find 3) die fhiefen Bögen 
um fo größer, je weiter fie von CD abflehen, oder je 
mehr fie fih CD’ nähern. 


119. &s3 fol nun ein fphärtfhhes Dreieck aus zwei gegebenen 
Seiten a, b und dem Winkel A, der a gegenüber liegt, conftruirt werben. 

Borerft ift zu bemerken, daß gewiſſe unmögliche Bälle durch die Rech⸗ 
nung felbft angedeutet find. Um biefe Eennen zu Iernen, made man (in 
Fig. 32 und 33) den Winfel CAB — A und AC = b, verlängere AC 
und AB bis zu ihrem Durchfchnittspunfte E, und fälle CD ſenkrecht auf AE. 
Der Bogen CD muß von derfelben Art fein, mie der Winkel A (Nro. 103); 
ift alfo A ſpitzig, fo ift CD die fürzefte Entfernung von Punkte C zum Halb⸗ 
kreis AE, und die größte, wenn A ftumpf ift (Nro. 118, 1). Bet der 
erften Vorausfegung wird das Dreieck unmöglich, wenn a<“CD, wo dann 
sin a < sin CD; und bei der zweiten wirb e8 unmöglich, wenn a > CD, 
wobet wieder sin a <(-sin CD iſt. In dem rechtwinkligen Dreied ACD 
bat man aber 


1:sinb = sinA: sin CD, over sinCD = sinb sin A; 


unter bdiefen beiden Vorausſetzungen hatte man alfo sin a</ sin b sin A. 
Kerner erhält man, wenn der Winfel B des unbekannten Dreiecks ACB 


gefucht wird, 
. . . inb sin A 
sina:sinA=sinb:sinB, oder snB = — 


dieſer Werth von B wäre alſo > 1, was offenbar eine Unmöglichkeit 
andeutet. 

Wäre a— CD gegeben, fo wäre blos das rechtwinklige Dreied ACD 
möglich, mas ebenfalld der Werth von sin B anzeigt, da sin B— 1 wird. 
Dabei ift vorausgeſetzt, daß Winkel A nicht gleich 90° ift. 


120. Laſſen wir nun diefe Fälle bei Seite und unterfuchen die ver⸗ 
fhiedenen Beziehungen, die aus der Größe der gegebenen a,b, A ber- 
vorgeben. 

Es ſei A-< 90° und b < 90° (Fig. 32); fomit tft auch AD<90° 
(Nro 103), alfo AD < DE. Tief angenommen, und wenn no a</b 
ift, fo tft Hlar, daß man zwifhen CA und CD einen Bogen CB = a, und 
wieder zmifchen CD und CE einen andern CB’ —= CB = a, ziehen kann: 
das heißt, es Laffen fich mit den nämlichen gegebenen Stüden a,b, A zwei 
Dreiecke ACB und ACB’ conftruiren. Ift a=b, fo verſchwindet das Dreied 
ACB, und es bleibt nur no ACB’. Kat man a —+ b-= 180°, ober 
a--b > 180°, ſo fällt der Punkt B’ auf E over darüber hinaus, und 
dann entfteht fein Dreied. 

Auf diefelbe Welfe behandelt man auch die andern Hypotheſen. Die 
Nefultate find alle in folgender Ueberficht zufammengeftelt. Das Zeichen 
> bedeutet gleich oder größer ala, und das Zeichen <[ gleich ober 

ner als. 
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a<b zwei Auflöfungen. 
ab eine Auflöfung, e8 wäre denn a+bI>180°. 
a+b>180° feine. 
a-1800 zmei Auflöfungen. 
a+b>180% eine Auflöfung, e8 wäre denn alb>b. 
aph Eeine. 
a<{b zwei Auflöfungen. 
a) feine. 
a+b>>180° zwei Auflöfungen. 
a+b<{180° eine Auflöfung, es wäre denn a<{b. 
a<{b Feine. 
a>b zwei Auflöfungen. 
a<{b eine Auflöfung, e8 wäre denn a+b<{ 180°. 
a+b<{180° feine. 
a>b zmwet Auflöfungen. 
a<{b feine. 
a>b eine Auflöfung,-e8 wäre denna+bP>180°. 
b< 900° ab keine. 
_ ta+bP>180° Eeine. 
a<b eine Auflöfung, e8 wäredenna-+b<{180°. 
aph feine. 
a 1800 feine 
a- 900 unendlich viel Auflöſungen 
a< oder > 90° keine. 


b < 90° 





0 
A< 90 b > 900 





b= oo} 


b< 90° 





0 
A>9% b> 900 





b= 00°) 





A = 90° 
b > 90° 





= | 


121 Dermöge ver Eigenfhaft des Polardreiecks laſſen ſich biefe 
Refultate auch auf das Dreieck anwenden, von welhem A, B, a gegeben 
tft, was den fünften Kal bildet (Mro. 116). Nur muß mana, b, A 
in A, B, a, da8 Zeichen > in <, und < in > verwandeln. , 

Wenn die gegebenen Stüde einen der Fälle bilden, für welche e8 nur 
eine Auflöfung geben kann, fo zeigt die Rechnung doch immer auch deren 
zwei an; um aber biefenige, meldhe beizubehalten ift, heraus zu finden, 
darf man nur darauf Rückſicht nehmen, daß bie größeren Winkel au den 
größeren Seiten gegenüber fliehen müffen, und umgekehrt. 

Angenommen, die gegebenen Stüde fein A — 112%, a= 102°, 
b = 106°. Unter den Fällen, bie fi} in der obigen Tabelle auf A>>90° 
beziehen, kommt bei denjenigen insbeſondere, wo b > 90°, der Fall in 
Betracht, wo a<(b. 
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Außerdem iſt zu beachten, daß 
ab 208; alſo a-+ b > 180°. 


- Nun folgert man nad der Tabelle, daß nur eine Auftöfung flatt 
findet, und tab >a, jo it au B> A, alfo B ein ftumpfer Winkel. 


Anwendung der fphärifchen Trigonometrie. 


122. Erſtes Beifpiel. (Big, 34.) Einen Winkel auf 
den Horizont zu reduciren. 

Es ſei BAC ein in einer fihiefen Ebene liegender Winkel, und AD 
die durch feinen Scheitel A gehende Senkrechte. Man beſchreibe eine beliebige 
horizontale Ebene MN, welche die Linien AB, AC und AD in E, F und G 
treffen: nun ift der Winfel EGF die Horizontalprojection des Winkels BAC, 
oder mit andern Worten, der Winfel BAC ift auf den Horizont 
reducirt. Es fol nun diefer Winkel EGF berechnet werden, wenn bie 
Winkel BAC, BAD und CAD durch Meffung befannt find. 

Die graphiſche Auflöfung wäre leicht: denn da die Linie AG beliebig 
fein kann, fo genügt dad Gegebene, um zuerft die rechtwinkligen Dreiecke 
EAG und FAG, dann das Dreieck EAF, und endlich EGF zu conftruiren. 

Die Berechnung des Winkels ift ebenfo leicht. Befchreibt man mit 
einem beliebigen Halbmeffer aus dem Mittelpunkt A eine Sugeloberfläche, 
fo beftimmen die Geraden AB, AC, AD ein fyhärtfches Dreieck BCD, veffen 
Seiten dur die gegebenen Winfel in Graden bekannt fine, und deſſen 
Winkel BDC nicht3 anderes ift als der gefuchte Winkel EGF. Die Auf 
gabe läßt ſich alfo durch den erften Fall für ſphäriſche Dreiecke überhaupt 
(Neo. 112) auflöfen, nämlich mittelft der Formel 


sin (s—b) sin (s—c 
sin 4A = EN , 
wo a—=BAC,b=BAD,c=CAD, s=F(a-+b- e). 
Es fei a=470 45’ 39”, b—69° 49’ 19”, C—80° 17’ 36”; 
fo hat man 2s—=197° 52’ 34”, 698° 56’ 17”, s—b=29° 6’ 58”, 
s—c—=189 38’ 41”, mas folgende Rechnung gibt: 


L.sin(e—b) . . . .  9,6871552 
L.sin(s —c) . . . . 95047412. 
L'’sinb . . . 2. .2.2.0,0275078 
L’sine . . . ..2.2.0,0062623 
2L. sin . . ......19,2256665 

L. sin . . . ......9,6128332 


4A = 24° 12’ 27,9 
A = 48° 24’ 56”. 


r Dal 
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123. Zweites Beifpiel. (Big. 35.) Die Breite und 
Länge zweier Punkte auf der Erdoberfläche iſt gegeben, 
man foll die Entfernung diefer zwei Punkte finden. 

Es feien A und B die beiden Punkte. Man nehme an, OR fei 
der Aequator, C der Nordpol, und CED, CFD die Meridiane der beiden 
Punkte; endlich werde noch angenommen, die Längengrade werden vom 
Punft P aus in der Richtung PEF gezählt. 

Der Unterfhied PF — PE der Längengrade ift gleich dem Bogen EF 
oder dem zwifchen den beiden Meridianen enthaltenen Winkel C, und bie 
Bögen AC, BC find die Complemente der gegebenen Breitengrade AE, BF. 
Alfo Fennt man in dem ſphäriſchen Dreief ABC den Winkel C mit den ein= 
fchließenden Seiten, und es iſt die dritte Seite AB zu finden. Nah 
Neo. 114 wird aber BA oder c beitimmt durch die Bormeln: 


cosb sin (a - 9) 

sin p 
Es ſei z. B. die Entfernung von Breft nah Cayenne zu finden; 
“nun liegt Breft unter dem 6% 49’ 0” weftliche Länge (von Paris aus), 
und 480 23’ 14” nördlicher Breite, Cayenne unter dem 54° 35’ 0’ 
wejtlicher Länge (von Paris aus), und 49 56’ 15” nördlicher Breite. 


Aus diefen Angaben erhält man zuerft 


cotpg=tangb cos C, cosc—= 


C = 54° 35° — 6049 — 470 46 
a — 900 — 48° 23’ 14” — 41° 36’ 46” 
b= 90° — 40 56' 15” = 85° 3’ 45”; 


woraus c folgendermaßen gefucht wird: . 


Berechnung bed Hülfswinkels 9. 





L.cosC . . 2.2.2... 9,8274671 
L.tangb. . . . ....11,0635386 
L. cotgp . 10,8910057 


= 7° 19° 26” 
a-p —= 48° 56’ 12”. 


Berechnung der Seite c. 





L.ecosb . . .. .2.2...8,9348468 
L.sin(a+9) . . . . ...9,8773621 
L’sin® ...2..2....0,8945642 
L.cos c. . 2 2.2.2..9,7067731 


ce = 59° 23’ 54”, 38. 


Alſo beträgt der Bogen, der die Entfernung zwifchen Breft und 
Cayenne mißt, 59023754”, 38. Um diefelbe in Myriameter auszudrücken, 
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fee man, da der Quadrant des Erdmeridians 10 000 000 Meter oder 1000 
Diyriameter enthält, die Proportion an 


90 : 590 23’ 54”, 38 = 1000: x; 

dann iſt, indem man die Bögen in Secunden ausdrückt 
213834,38 x 1000 myr. 
— — $ 
, x = 324000 659,983. 
Diefe Iehte Berechnung wäre leicht geweien, wenn der Bogen c in 
Genteftimalgraden auögebrückt worden wäre. Es ſei z.B. nad) diefer Ein- 
theilung ein Bogen von 37% 45’ 69”; dieſer iſt in Decimaltheilen des 
Duadranten — 0,374569, und indem man diefe Zahl durch die Zahl ver 
Myriameter, welche der Quadrant enthält, multiplichrt, erhält man ſo⸗ 


myr. 
gleich durch bloßes Verrücken des Kommas, 374,569. 


Weitere Anwendungen der Trigonometrie ſuche man in Werken, die 
für dieſen Gegenftand beſonders beſtimmt find. 


* Um dieſen Bogen in deutſchen Meilen zu erhalten, mulliplicirt man, ba 
40 000 000 Meter oder 4000 Myriameter — 5400 deut. Meil., alſo 
1 Myriameter = 1,35 deut. Meil., obiges Refultat mit 1,35; fo erhält man 
659,983 . 1,35 = 890,97705 deut. Meil. Unmittelbar würde man biefes 
Refultat durch die Proportion erhalten : 

380 : 599 23° 54,38 = 5400 :x, 
ober 360 . 60. 60° : 213834',38—= 5400: x, 


213834,38 . 5400 _ 
Anmerk. d. Ueberf. 


Drittes Kapitel. 


Einige in der höhern Mathematik gebrauchte Formeln. 
Entwicklung der Reihen für den Sinus und Cofinus. 
Anflöfung der Dinomiolgleihung und der Gleichung des 

Ä dritten Grades. | 


Moivre'ſche Sormel. Mehrfache Bedeutung derfelben. 


124. Diefe Formel, welche den Namen des franzöſiſchen Mathe- 
matikers, der fie entdeckt bat, führt, ifl folgende: 


[A] (osp tv -—-1sing”"=cong+ YJ— 1sinng; 


d. h. um das Binom cos + V — 1 sin p auf irgend eine Potenz zu 
- erheben, darf man nur den Bogen g mit dem Erponenten dieſer Potenz 
multiyliciren. Man kann dabei beliebig — oder — vor Y — 1 fegen; 
denn dadurch Ändert ſich blos p in — 9. 

Da blos der Sal, wo der Erponent eine ganze, poſitive Zahl ift, in 
der Folge vorkommt; fo fol mit der Betrachtung desſelben angefangen 
werden. Dur Multiplication erhält man 


(cos - yV-ising) (cos - VI sin We 
ceos ꝙ cos v — sing siny—+ Y— 1 (sing cosyp-+-cosp sin y). 


Nun ift nad befannten Formeln [Nro. 26] der reelle Theil dieſes E 


⸗ 


Products gleich cos (9 + Y), und der imaginäre Theil: gleich 
| VA sin (p-+ 9); alſo if 
(sp + VA sin 9) sy yY-1siny)=- 
eos (p - —) +V- sSin - V); 


das heißt, wenn man zwei Ausdrücke von der Form eos —v/ — 1 sin ꝙ 
mit einander multiplichrt, fo erhält man wieder einen ähnlichen Ausdruck, 
in welchem die beiden Bögen zufammen abbirt find. Um dad Product mit 
einem neuen Bactor von derfelben Form zu multipliciren, darf man aljo 
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. ‘ 

nur den neuen Bogen zu ben beiden andern addiren, und fo fort, wie groß 

au die Zahl der Sactoren fein mag. Nimmt man alfo an, es fein n 

Factoren, alle gleich cosp — VY — 1 sing, fo erhält man 

1] Csoygtv-1sng"=cosonpg -Y 1 sinng. 
Betrachten wir nun den Ball, wo der Exponent ein Bruch iſt. In⸗ 


dem man - für ꝙ feßt, gibt die Formel [1] 


n 
(cos +y7j sin *) = c69-+ Y-1sing; 


zieht man hierauf die nte Wurzel aus, und fest anftatt des Wurzelzeichend 
einen gebrochenen Exponenten, fo ift die Formel [A] für den Erponenten 


1 on 
n bewiefen ; denn man erhält 


; | 
[?] (eosp + vi sin g = cos cos + y_isin 2 


Im Allgemeinen bezeichnet der Ausdruck Au , man fole A auf 
die mte Potenz erheben und aus dem Refultat die nte Wurzel ziehen; 
erhebt man daher cos + Y — 1 sid @ auf die mte Potenz nad) der 
Formel [1], und zieht hierauf nach der Formel [2] die nte Wurzel, fo 
ergibt fich 


[3] (cos v1 sin * — cos V 1 sin in IR 
Dieß ift die Kormel [A], wenn n in einen beliebigen pofitiven Bruch 


m , 
7 verwandelt wird. 


Iſt endlich der Erponent negativ, ſo beachte man, daß 
(cos n - VVI sin np) (cosng — Y-— sin n9) = 
cos? np + sin’np = 1, 
und bieraus erhält man 
— — — 
cosdp + V— ı sinng 
oder, was daßfelbe ift 
[4] (cos +VY 1 sin 9) "= cos (-n9) +Y — 1 sin (—n9). 
Alſo tft die Formel [A] richtig, man mag für n eine beliebige poft= 
tive oder negative Zahl nehmen. 
Die irrationalen Erponenten wurden weggelaſſen, da ſte keine Bedeu⸗ 
tung haben, wofern man nicht commenſurable Zahlen, die übrigens ein» 


ander beliebig nahe fommen können, dafür feßt; und was bie imaginären 
Erponenten betrifft, fo find fie an und für fich Feiner Deutung fähig. - 


— cos np — V sin np, 
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125. Die Formel [A], fo einfach, und elegant fie erfcheint, ift- 
doch fehr mangelhaft, wenn der Erponent ein Bruch if. Denn das erfte 
Glied, das dann einem Wurzelmerth gleich fommt, muß mehrere Werthe 
haben, und doch gibt dad zweite Glied nur einen. Folgende Grörterungen 
follen diefen Mangel befeitigen. 


Nehmen wir noch einmal die Kormel [2], in welcher n eine pofttive 
ganze Zahl ift. Nach den Regeln der Algebra muß dann das erfte Glied, 
n 


das Vcosp + Y— 1 sin wird, n verfchievene Werthe haben, unb 
damit das zweite fie alle gebe, genügt ed, wie gezeigt werben fol, daß 
man in demfelben für p alle Bögen fest, die denfelben Sinus und Coſinus, 
wie ꝙ felbfi, haben. 


Der allgemeine Ausdruck für diefe Bögen iſt p9--kC, wo C den 
ganzen Kreidumfang, und k eine beliebige pofttive oder negative ganze Zahl 
bezeichnet. Setzt man 9 kC anflatt 9, fo erhält man für das zweite 
Glied der Formel [2] 


65] cos er“ + Vi sin? * Sg 


und in diefem Zuflande muß e8 genau biefelben Werthe enthalten,. wie das 
erfte Glied. 

Denn da erftlih n eine ganze Zahl ift, fo muß man offenbar nad 
der Formel [1], wenn man dieſes zweite Glied auf die nte Potenz erbebt, 
wieder auf cosop — Y—i sing verfallen. 

Set man ferner nah einmdrk—=0, k= 1, k=2,... 
k=n— 1, fv erhalt man n verfchiedene Werthe. Es feien 3. B. zwei 
ſolcher beliebiger Werthe 


00 EL i sin 2 und cos HL sin? LET, 





in welchem «& und 4 ganze gahlen und <n find. Sollten die Werthe 
gleich fein, fo müßte eine befondere Gleichung zwifchen den reellen, und 
wieder eine zwiſchen ben imagmären , ftattfinden; alfo müßte bie 


C | 
9 me nd FIR ß einem oder mehreren 


Rreisumfängen gleich fein; aber dieſe Differenz —) © * C 
C; da ſowohl a aß 6n iſt. ‚ 


Nimmt man endlich für k andere Zahlen a8 0, 1,2....n—1, 
fo wird man feine neuen Werthe finden. Denn alle pofltiven oder negativen 
ganzen Zahlen laſſen fi darftellen durch die Kormelny + n’, mo y eine 
Beliebige pofltive oder negative ganze Zahl und m’ eine pofltive ganze Zahl 
<n bezeichnet; nt —— nun k = ny —m, fo wird der Ausdruck [5] 


——— STE) sin (rc + 2 E*S), 


Differenz der beiden Bögen 


ift Kleiner als 
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oder auch, indem man bie überflüſſigen Kreisumfänge wegläßt, 
tm, sin (Er 
c08 —— +v-i sin ( —) 


und da n’ eine pofltive Zahl <n ift, fo ift dieſer Werth unter denen ent⸗ 
Halten, die fi) ergaben, als mank = 0, 1,2,....n — 1 fekte. 

Somit muß das zweite Glied der Formel [2] jede wünfhenswerthe 
Allgemeinheit erhalten, menn man darauf Bedacht nimmt, daß man für 
pen Bogen 9 nit allein dieſen Bogen felöft, fondern auch die Bögen 
g+CU,9-+?C..... + (n—1)C jet. 

Die Formel [3] muß ebenfalls auf ähnliche Weife erklärt werden. 
Man erhielt fie, indem man cosp + Y- 1 sing auf die mte Potenz 
erhob und aus dem Mefultat die nte Wurzel z0g. Aber die For⸗ 
mel [1], die für einen gpofltiven ganzen Erponenten gilt, gibt zuerft 
(os g+ v-1sngy”"= cos mp yY-1 sin mp, und dann 
gibt die Formel [2] für die nte Wurzel ° 


(osp + Y-1sin p)a = cos —® + cos Y—141 sin =. 


Damit jedod) dad zweite Glied diefelbe Ausdehnung erhalte, wie das 
erſte; jo muß man nad) der vorigen Erklärung darin mp + KC anftatt 
mg ſetzen, oder was basfelbe ift, mp nad) einagber dur mp -—- C, 
mo + 20 .... mp — (n — 1)C erſetzen. * 

Wil man die Formel [3] gebrauden, um aus dem Ausdruck 
cos + Y — 1 sin p die nte Wurzel zu ziehen, und dann biefe Wurzel 
auf diemte Potenz zu erheben, fo bedarf es noch einiger Erklärung. Läßt fi 


der Bruch - nicht vereinfachen, ſo kann man die Formel [3] unmittelbar 
gebrauchen; denn wenn die Zahlen m und n relative Primzahlen find, fo 
beweist die Algebra, daß V Aya — J An — AR iſt. Läßt fih aber 
der Bruch — vereinfachen, und es tft feine einfachfte Form Me fo beweist 


* Auf der zweiten Seite der Formel [3] läßt man der größeren Beftimmtheit 
und Eleganz wegen den Bogen = ſtehen; denn genau genommen, follte 


C 
man in berfelben Ed fegen. Daraus ift zu erfehen, daß man fich 


wohl hüten muß, den Bruch — auf feine einfachfte Form zu bringen. Diefe 


Reduction ift übrigens im erften Glied ebenfo wenig geflattet; denn man 
barf in demfelben den Gxyonenten nicht als einen Bruch, fondern als eine 
Andeutung betrachten, daß ber Zähler m eine Potenz bezeichnet, bie man 
zuerft bilden foll, und ber Nenner n eine Wurzel, die —* auszuziehen iſt. 
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2 u p 
man, daß (V A)" — VAr — Ad iſt; um alfo die Formel [3] anzu- 
wenden, muß man zuerft den Bruch < in feiner einfachften Form aus⸗ 
drücken, und diefelbe fo ſchreiben: 


+ Vin == 17T 


Würde man — in der Formel beibehalten, fo wäre das erfte Glied 


gleich einem Wurzelwerth vom nten Grad, der n verſchiedene Werthe hätte, 
während er deren nur eine Anzahl von q haben darf. Es tft übrigens 
überflüffig zu bemerken, daß man, wie oben gefagt wurde, nach py ſich den 
Ausdruck — KO geſetzt denken muß. 


126. Sind die Zahlen m und n relative Primzahlen, fo iſt, wie 
n n 


ſchon bemerkt ( A)" = V Am; das heißt, das Radiciren und Potenziren 
kann in beliebiger Ordnung auögeführt werben. Zieht man zuerft nach 
ber Formel [2] die nte Wurzel aus co g + Y 1 sing, und potenzirt 
dann mit m nach der Formel [1], fo ergibt ſich 


Veos FVYTng) ei PH 


und dann iſt zu beachten, daß für ꝙ im zweiten Gliebe p — KC zu fegen 
if. Wenn dagegen zuerft nach Bormel [1] die mte Potenz genommen, 
und dann nach Formel [2] die nte Wurzel ausgezogen wird, fo ergibt ſich 


V (eos y FY eng" = cos * 1 sin —; 


und dann muß man mp durch mp —- KC erfegen. Daraus ergibt ſich als 
nothmendige Folge, daß die beiden Ausdrücke 


08 n@i9 +Y-1 sin m (g  KC) + KO) , 





08 rt ao +y-isn III T C 
in welchen k eine beliebige ganze Zahl iſt, vollfommen gleichbedeutend fein 
müfjen, fobald m und n relative Primzahlen find. Dieß würde fich indeſſen 
direct herausftellen, wenn man nach einander k= 1,2,3...(n— 1) 
fegen unb zeigen würde, daß bei der Tivifion von m, 2m, 3m.... 
(n — 1)m durch n alle Reſte von einander verſchieden ſind. 


127. Das Vorhergehende zeigt, mit welcher Vorſicht man die 
Moiore'ſche Formel gebrauchen muß. SR der Erponent ein Bruch 2 fo 
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nimmt man der Einfachheit wegen gewöhnlich m und n als relative Prim⸗ 
zahlen an; aber felbft in diefem Kalle darf man nie überfehen, daß zu m 
und mp noch. Bielfache des Kreisumfangs zu addiren find. Diefe Aufz 
merkfamfeit ift befonderd in der unter dem Namen der Winkelfchnitte 
(sections angulaires) befannten Theorie nothwendig. Wegen folder 
Fehler, fagt Boinfot, haben manche Schriftfteller gewiffe Schwierig- 
feiten, bie man in biefem Theil der Analyfe fand, nicht vorgefehen, und 
Die, welche fie gefunden, haben fie nicht immer gelöst. 


Sormeln für sin np und cos np, (sin P)® und (cos p)". 


128. Nehmen wir'noch einmal die Moivre ſche Formel [Nro. 124] 
[1] cos np - VI sin ny — (cos + Y- 1 sin g)", 


in welcher n als eine ganze Zahl angenommen wird. Aendert man 9 in 
— op, fo ergibt ſich 


[2) cos np — V-1sinnp=(cosp— Y-1 sin gp). 


Addirt man diefe Gleichung zur vorigen, und zieht fie dann von ders 
felben ab, fo erhält man folgende Werthe: 


[3} cosng = (OP HVZI sing! + Cosg— vi sinn, 
n, 2 
a] sinng — (PP-EV 1 sing)" — leosp— V —1 sing)". 


22V —1 


129. Man kann die Potenzen nad) der Binomialformel entwideln, 


dann erhält man, indem vie ſich aufhebenden Glieder weggelaffen werben: 
[51 e0snP=(cosp)e PT (cosgp)n-2sing)? 


+ n(n—1) „az (n— I eosp)r— Ginp) — u.ſ.f. 
[6] sin n9=, —8* sin - a 2 (cosp)"° (sing)? 


n ENDE (n—?2) (n—3) —_ 4) 
+ 1.2. 38. 4. 


Diefe Formeln drüden den Sinus und Coſinus des vielfachen Bogend 
np als Funktion vom Sinus und Coſinus des einfachen Bogens aus. Das 
Geſetz, wie die Glieder auf einander folgen, ift klar, und ſie müffen, wie 
die Binomialformel, von welcher fle abgeleitet find, fo lange fortlaufen, 
bis ein Glied zu Null wird. 





(cosyPFLsiny)’—u.f.f. . 


— — — — 
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Man kann zu diefen Gleichungen auch blos mittelft der Gleichung [1] 
fommen. Denn die Entwidlung des zweiten Gliedes gibt einen reellen und 
einen mit /— 1 bebafteten Theil, und damit die Gleichung ftatt habe, 
müffen in beiden Gliedern die reellen Theile unter fi, und wieder die imas 
ginären unter ſich gleich fein, was zu den beiden Formeln führt. 


130. Bei den Anwendungen der höheren Mathematik braucht man 
oft den (sin ꝙ)n und (cos ꝙ)n als Funktion von Sinus und Coſinus viels 
facher Bögen ausgedrückt. Iſt n eine ganze pofitive Zahl, was der ge= 
wöhnliche Fall ift, fo gelangt man hinzu auf folgende Weile. Dean fege 


st v-isng=u und cogy—Y-1sne=v; 
jo iſt 

2eos p u—v, 2V-1sSng=u—v, alio 
2*(cos = (un), AY— I) Gin G— v)y, 


ober, indem man bie Potenzen entwidelt, 
[7] 2°(cosp)’—=u" + ; a en —ı u? P u. ſ. f. 


a D u? — u. ſ.f. 


[8] AV _ 1)" (ing)’=ur— 7 un—iy + 


Für den Augenblid betrachten wir nur bie arme [7] und nehmen an, 
n fei eine ungerabe Zahl 2m + 1. Aus der Algebra iſt befannt, daß 
bie von den aͤußerſten gleich weit entfernten Glieder gleiche Eoefflcienten 
haben, und daß die Zahl der Glieder für diefe Bormel 2Zm--1 if. Daraus 
ergibt fich Teiht, wenn man die zmeite Hälfte ber Glieder in umgekehrter 
Ordnung nimmt und fie unter die erfte fehreibt, 
2R(cog)"=ur + wı-Ay,,. — 2. at um+H y 
| n n —1 n(n—1) (n—2 ).. 2 m ym+i 
++” aaa ee wor 5 m m um vor, 
oder, was basfelbe ift 


2" cosp)"— (ao-H)-+uv(un2 + -2) — ——u?y?(uR14-y2-4) 
n(n—1) (n—2).. (a2 
+ 1.2.3 


...... 


en 


um vm (u4v). 
Aber die Moivre'ſche Formel gibt allgemein 
uk--yk—feosp-+/ 1 sinp)k-+(cosp—y — 1 sing)k 
=coskpg+V - 1 sinkp-+coskg— y — 1 sinkp=2coskgp; 
ferner find die Potenzen des Products uv gleich 1, denn man hat 
uv=(cosp-+\/ — 1 8inp) (cosg—Y —i sing)=congteinp=l. 
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Alſo vereinfacht ſich nach diefen Bemerkungen der Ausdruck 2"(cosp)", 
und indem man alle Glieder mit 2 dividirt, ergibt ſich 





[9] 2°-4(cosp)’=cos n9+‚cos(a— Do cos (n⸗ 4) ꝙ 
en — zer mereerer"u 


Nehmen wir zweitens an, n fei eine gerade Zahl 2m. Nun Hat bie 
Formel [7] 204 Gliever; zerlegt man den mittlern Ausdruck in zwei 
andere, von benen jeber die Hälfte dieſes Glieds ift, fo findet man mittelft 
ähnlicher Meductionen wie die vorigen 


[10] 2°-I(cosp)=cosnp + Tcos(n—2)p-+7 or 1) 


n(n—1) (n—?2).... (m-+1). 
[ 4*7* 2. 83. 


m- 





cos{n—4) p 


Betrachten wir jebt die Formel [8]. Die Glieder haben abwechs⸗ 
lungsweiſe das Vorzeichen + und —; fo daß, wenn n eine ungerade Zahl 
2m + 1 ift, die von den Äußerften gleich weit entfernten Glieder gleiche 
Eoefficienten, aber entgegengefeßte Vorzeichen Haben. Nun erhält man 
durch Folgerungen wie für die Formel [7], folgende Gleichung: 


?y - Da, lsiny)aH= un- ya— Zur (a2 _y2-2) + 


DD—1) 2 2 nn n(n—1)(n—2)..(m+2) van 
Zr RN). 
Um dieReductionen auszuführen, ift wieber zu bemerken, daß uv=1, 
und daß allgemein uk vi=2,/ 1 kp iſt. Bolglih find die beiden 
Glieder pur 2/1 theilbar, und es bleibt 
Ä —1 
[11] @yY DR Giny)eti=sin np — sin a 


„a—1) (n—?) ...(m--2) 
eZi.2.3.. m. 

Iſt n eine gerade Zahl 2m, fo haben bie von den äußerften gleich 
entfernten Glieder in der Formel [8] gleiche Coefficienten und gleiche Vor⸗ 
zeichen; und indem man hier ſchließt, wie in dem analogen Sal der For⸗ 


mel [7], ergibt fich Teicht 
[12] Kav De (ing)n=icosng- Toon 2)g+ ) 


sin(n—4)p 


sing. 





“n-1 _ 
1. 7 cos(n UF 
n(n—1) (n—2)... (m1) 


. ot&r 28. .... m 


® ⸗ 
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Die Formeln [9, 10, 11, 12], die hier zu entwickeln waren, dienen 
dazu, die Potenzen eined Sinus ober Bofinus in eine Reihe von Gliedern 
zu verwandeln, von denen jedes ben Sinus ober Coſinus eines vielfachen 
Bogens blos im erften Grade enthält. 

Es wird wohl der Bemerkung nicht entgehen, daß, wenn in den zwei 
letzten Formeln die imaginäre Größe V 1 auf eine gerade Potenz erhoben, 
einen reellen Factor gleich — 1 oder — 1 ergeben muß, je nachdem m 
ſelbſt gerade oder ungerade if. Auch iſt der bequemern Rechnung halber 
zu bemerken, daß man aufhören muß, dem durch bie erften Glieder ange- 
beuteten Geſetze zu folgen, fobald ſich ein Glied findet, das einen negativen 
Bogen enthält, und nur bie Hälfte des legten nimmt, wenn es den Bogen 
gleich Null enthätt. 


Entwicklung des Sinus und Coſinus in Weihen. 


131. Aus den Formeln [5 und 6] in Nro. 129 Hat Euler bie 
Neihen, welche den Sinus und Cofinus als Function des Bogend aus⸗ 
brüden, folgendermaßen abgeleitet. Ohne daß n aufhört, eine ganze Zahl 
zu fein, Tann man p fo nehmen, daß np einem. beliebigen Bogen x gleich 


iſt. Man ſetze along—=x, piin= ri ‚ und dann laſſen ſich bie 
Formeln fo fehreiben: 
[1] cosx=(cosp)’— Re —P (eg ya Co 





+ —— op Er — ſ. f. 


[2] sinn (cosg)r-1 (I 
+ en Fr - 


sin )— Le) = nen 
9 


1.2 3. 
Nehmen wir an, 9 nehme bis auf Null ab, fo muß n ins Unend- 
liche wachſen: dann behalten obige Formeln feine Spur von p und n, 
fondern enthalten nur no den Bogen x. Dieß muß auch wirklich bei 
—5 der Fall fein, durch welche der Sinus und Coſtnus eines Bogens 
als Function dieſes Bogens ausgedrückt werben fol. Wirb p gleich Null, 


pitcsop=1, und auch 3* —A (Atro.51). Nehmen wir an, bie 


Potenzen von COS ꝙ und — * im bann alle gleich 1, fo groß auch die 
Erponmten fein mögen, fo erhält man für obige wormeln 
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x? xt xe 
[BB] a Takt 
. xꝰ x> x? 
[el nt arte 


Da die Zahl n unendlich geworben ift, fo folgt daraus, daß diefe 
Reihen nicht aufhören dürfen. Sie find aber deßhalb nicht minder geeignet, 
fehr nahe Werthe des Sinus und Gofinus zu geben, befonderd wenn ber 
Bogen x ein Kleiner Bruch ifl, und blos in diefem Falle machen die Mathes 
matifer Gebrauch davon. * _ 


132. Beim erften Anblick ſcheint e8 Elar, wie e8 auch angenommen 


wurde, daß alle Potenzen von cos @ und EP pie Einheit ergeben müſ⸗ 


fen, wenn man p bi8 auf Null abnehmen läßt. Bei näherer Betrachtung 
ergibt fich aber eine Schwierigkeit, die man auflöfen muß, und die in Fol- 
gendem näher erörtert werden Toll. 

Es ſei ur ein Ausdruck, in welchem u und v veränderliche Größen vor- 
fielen, die ganz unabhängig von einander find. Nimmt man für v eine 
eonftante pofitive Zahl, und läßt u von Null bie 1 wachen, fo muß der 
Merth ur felbft von O bis 1 wachſen. Bleibt dagegen u conftant, aber 
< 1, und nimmt man für v fehr große Werthe, fo tft die Größe u” fehr 
Elein, und ihre Grenze, wofür v—= 0 iſt, muß Nul fein. Nehmen 
wir jegt an, u wachje von O bis 1, während zugleich v bi8—- oo wächst; 
fo läßt ich, fo lange feine Beziehung zwifchen u und v flattfindet, zwifchen 
diefen veränderlichen Größen immer eine Verbindung denken, fo daß bie 
Grenze von u”, die den Werthen u = 1 und v=-+ 0 entfprit, ent« 
weder O oder 1, oder jede andere zwifchen O und 1 befindliche Größe fein 
fann: d. h. es findet dann eine mirfliche Unbeſtimmtheit ftatt. 

Die Sache verhält fih aber anders, wenn die Veränderlichen u und 
v nicht unabhängig find. Sie feien z. B. Bunctionen von berfelben Ver⸗ 
änderlihen t, und durch die Aenderung von t machfe u bis 1, und v bis 
+ ©. Nun ift zu unterfuchen, wie ſich in dem Ausdruck u? die Vermeh⸗ 
rung, welche die Zunahme von u bewirkt, gegen die Verminderung ver- 
hält, welche die Zunahme von v bemirft; ober man muß wenigſtens aus 


7 Diefe beiden Reihen find von der Art der convergenten. Um von einem 
Gliede zum folgenden zu gelangen, multiplieirt man ftets diefes Glied mit x?, 
und dividirt es durch zwei ganze Zahlen, die immer zunehmen (auf das 
Vorzeichen ift in Augenblik nicht Rückficht genommen); dadurch weiß man, 
daß in jeder Reihe ein Glied vorfommen muß, von welchem an alle andern 
unbeftinnmt abnehmen. Da ferner die Glieder wechfelsweife pofltiv und ne= 
gativ find, fo ift offenbar der Fehler, wenn man mit irgend einem ver ab- 
nehmenden Glieder in ber Reihe aufhört, geringer als das folgende Glied; 
folglich kann diefer Fehler fo Fein gemacht werden, ald man nur will. Ein. 
weiteres Gingehen in dieſen Gegenitand gehört in die Algebra. 
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ber Zufammenfegung von u und v zu einer Function von t erfennen, nad 
“ welcher Grenze bin der Ausdruck u’ fih neigt. Eben eine Schwierigkeit 
dieſer Art ergibt fih num, wenn man von den Vormeln [1 und 2] zu den 
Reihen [3 und 4] übergeht. 
Die beiden Veränderlichen find Hier ꝙ und n; fie find unter fih durch 
- bie Gleichung np — x verbunden, nach welcher das Product np flets 
einem gegeben Bogen x, der beliebig genommen merben kann, gleich ift. 
Nun enthalten die Bormeln [1 und 2] die Ausbrüde (cosp)", (cosp)r-1, 
in welchen man zuglid = O und n—= — 0 maden muß; «8 
jäßt fih alfo nicht abfehen, wie die Grenzen diefer Ausdrücke die Einheit 
fein können. Auf der andern Seite enthalten diefelben Reihen auch die 
wachfenden Potenzen des Verhältniffes sin ꝙ zu p, und wenn n unendlich 
groß ift, fo haben die Reihen unendlich viele Glieder ; folglich können bie 
Erponenten dieſes Berhältniffes bei den Gliedern der beiden Reihen bis ins 
Unendliche wachfen, und es ergibt. fich noch einmal dieſelbe Schwierigfeit. 
Folgende Erklärungen feheinen von jedem Einwurf frei zu fein. 


Kehren wir noch einmal zu den Formeln [1 und 2] zurüd, und fegen 
ber Abkürzung wegen 


F = (cos I” Gr 


fo läßt fih das allgemeine Glied jeder dieſer Formeln auf folgende Weife 
ſchreiben: 


2 x (m—1)g 
HEPEN- EN 


wo m für die Kormel [1] eine gerade, und für [2] eine ungerade Zahl 
vorftelt. Sekt man 9 —= 0, und bezeichnet dad, was dann F wird, mit 
M, fo ergibt fi als allgemeines Glied " 


Mxmm 
2 +133 m 


wo alfo M beftimmt werden muß. Nehmen wir nun kleiner als den 
Duadranten, was erlaubt ift, da man g —= 0 maden muß, fo hat man 
p<tangp, und daher 


F > (cos ga ( —— 
oder duch Vereinfachung 
F > (cos p)". 
Da aber cos g = Vi sing; alſo cos > VT-— 9%, fo tft 
F> Va — gM. 


Entwickelt man die Potenz 2n, und beachtet daß np — x, fü er⸗ 
bält man 


sin sin 9 m 
tang 9 
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— 2n 2n(?2n—1) 2n(2n—1 4(20—2) 
Amer Tg 9 et 
u. f. f. 
2x 2 


4 FO) 2 _ (29) (ZINN. 
=1-79+7(7-3)#- 36 2) (5 3 IP ruft 


Um zu ber VBorausfegung 9 — O zu gelangen, muß man zuerft @ 
fehr klein annehmen; dann müffen offenbar die Glieder diefer Reihe abneh⸗ 
men, und ba fle wechſelsweiſe pofitiv und negativ find, fo erhält man, 
wenn man fi) auf vie beiden erften beichränkt, ein zu geringes Reſultat, 
d. h. il — ya > L— 202x, und um fo mehr ift 


F>V1- 29x. 


Segt man 9 — 0, fo reducirt ſich dieſer Wurzelwerth auf 1, und 

F wird die Grenze von M; alfo kann M nicht Kleiner als 1 fein. Da aufer- 

dem die Bunction F da Product zweier Bactoren iſt, die nicht größer als 

1 fein Finnen, fo kann die Grenze M auch nicht > 1 werden, alfo ift 

M = 1. Somit ift endlich der allgemeine Ausdruck [5] der Reihen, bie 
cos x und sin x auddrüden, 

ym 

+ 1.2.3...m, 

·Macht man hier m — 0,2,4...., oder auch m — l, 8, 5..., 

und nimmt auf die Abwechslung der Vorzeichen Rückſicht, ſo erhält man 

alle Glieder der Reihen [3 und 4], welche auf dieſe Weiſe ſtrenge be⸗ 

wieſen find. 


- 


Anflöfung der binomifchen Gleichungen. Cehrſatz von Cotes. 


1383. Es ſei yn — — A eine binomiſche Gleichung; bezeichnet 
man irgend eine ber nten Wurzeln von A mit a, und macht y — ax, fo 
verwandelt ſich die binomifche Gleichung in" — + 1. 


Betrachten wir zuvor den erften Ball 
[1] 2 +1. 

Sept man 

xX=089--V-18sing, 
fo gibt die Moivr e'ſche Formel 
? =conp + VA sinny; 
folglich ergeben alle Werthe von p, welche beftimmt find durch die Gleichung 
ap - VA sin n ⸗ 1, | 
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-Werthe von x, die Wurzeln der Gleichung [1] find. Für die von der 
Motvrefchen Bormel hier gemachten Anwendung genügt e8, wenn fle 
für ganze poſitive Erponenten bewiefen ift. 

Um biefer legten Gleihung zu genügen, muß ber imaginäre Theil 
„1 sin np verfäwinden, woraus folgt, daß np ein Vielfaches des 
halben Kreisumfangs fein muß. Dann muß auch cos np = 1 fein, weß⸗ 
halb np ein geraded Vielfache des Halbkreiſes ſein muß; bezeichnet man 
alfo den Halbkreis mit H, und eine beliebige gerade Zahl mit 2k, fo 
erhält man 

2kH 


np = ?kH; woraus 9 = no, 
‚und folglich | 
x = cos 2 +74 sin u. 


Hätte man überall — vor V—1 geſetzt, ſo ich die Folgerung 
biefelbe geweſen fein; man erhält alſo Wurzeln der Gleichung wm = 1, 
indem man alle Werthe von x nimmt, die in dem Auspruf 


[e&] x—= c08 a vV-1 sin FE 


enthalten find. 


- Die Gleihung [1] Hat n Wurzeln, und bekanntlich find alle dieſe 
Wurzeln ungleih. Nun kann man in der obigen Gleichung für k alle 
möglichen ganzen, pofttiven und negativen Werthe feßen, und es läßt ſich 
zeigen, daß man für x auf diefe Weifen verfehiedene Werthe und nicht mehr 
erhält: dieſe n Werthe find alfo die m Wurzeln der Gleichung [1]. 

Erſtlich iſt es unnöthig, für k negative Werthe zu nehmen; benn 
indem man — k für k feßt, verwandeln ſich blos die beiden Werthe der 
Formel [x] der eine in den andern. 

Zweitens ift e8 auch nicht nöthig, K — n oder > .n zu fegen, denn 
man Tann von k das größte Vielfache von n, das darin enthalten ift, weg⸗ 


nehmen; dadurch werden vom Bogen * ein oder mehrere Kreisumfänge 


weggenommen, was weder den Coſinus noch den Sinus verändert. 

Betrachtet man endlich zwiſchen O und n die Zahlen k’ und n — k., 
die von den erfteren gleich meit abftehen, fo find die entfprechenven Werthe 
von x die nämlichen. 





Denn es fik=n—K, w erhält man j | ‚ 
_Y’ 
2 cos 2(n— —H PR—KH, 77 sin 2(n mel 
vH ’ 
= 0 ZH mn αν 





„ o 
= u HEY u 
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und dieſe Werthe find dieſelben, wie die für k — k“. Es iſt alſo nicht 
nöthig, für k Werthe > In zu ſetzen, und folglich kann man, man mag 
für n eine gerade Zahl 2p ober. eine ungerade 2p + 1 annehmen, fi 
darauf befhränfen, daß man für k die Werthe k = 0, 1,2,...p ſetzt. 

Es bleibt nun in Folgendem zu beweifen, baß bie Formel [x] auf viele 
Weife alle Wurzeln gibt, welche die Gleichung [1] in ſich Hegreift. 

Iſt die Gleihung von der Form xP — 1, fo verändert ſich die For⸗ 
mel [«] in 


= + yY-isnS 


Für die äußerften Zahlen k=0, und k=p, findet main x=—1, 
undx—= — 1. Für die Zwifhenzablen 1,2,3....p—1, if der 
Bogen zmifhen O und 180° enthalten; alfo wird ver Sinus, ber mit 
VA multiplicirt wid, nicht Null, und fomit find die Werthe von x 
imaginär. Ferner gibt es unter diefen letztern Eeinen, der fich wiederholt; 
benn in ben beiden zufammengebörigen Wurzeln, die zu demfelben Paar 
gehören, d. h. die aus demfelben Werth von k entfteben, hat bie imaginäre 
Größe v1 entgegengefeßte Vorzeichen, und bei den Paaren, die von 
perfhiedenen Werthen von k herkommen, find die reellen Theile verfchieben, 
da fle die Cofinus von Bögen find, die von O bis 180% wachen. Ver⸗ 
bindet man mit diefen imaginären Werthen, deren Anzahl 2p — 2 beträgt, 
die beiden reellen Werthe + 1 und — 1, fo bat man im Ganzen 2p 

Wurzeln für die Gleichung XP — 1, wie dieß der Fall fein muß. 
Hat die Gleihung [1] die Form Pt — 1, fo erhält man für die 
Gleichung [«] 


x = cos 


2p DEE Er men ee 


In diefem Ball gibt ed nur eine einzige reelle Wurzel 5 —1, 
welche k = 0 enlſpricht; ale andern find imaginär, und überdieß muß 
offenbar die ganze Anzahl der Wurzeln gleich dem Erponenten 2p-+1 fein. 

Betrachten mir nun die Gleichung 
[2] a — |. 

Sept mar 

x=csoytvV-ising, 
fo erhalt man 
x? = cos nꝙ +y Zi sin ng. 


Alſo ergeben ih au3 der Gleihung Wurzeln für x, indem p’durd) Die 
Bedingung 


csnp + V-1sinng—= — 1 beftimmt wird; 


deßhalb muß je befonbers sin np = 0. und cos np — — 1 fein. 
Daraus folgt, daß der Bogen np ein ungerades Vielfache von H fein muß. 
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Seht man deßwegen 
np = (?k + 1) H, woraus p = — TuR, H 


fo erhalt man 


| 0 EH DE DH „@k+DH 
ll x= + v1 sin — 


Man kann hier Teine negativen Bielfache von H nehmen, denn es 
würden fich daraus diefelben Werthe für x ergeben, als wenn diefe Vielfache 
pofitiv wären. Auch kann man nicht k>>n oder kn feßen ; denn wenn man 
von k daß darin enthaltene Vielfache von n abzieht, vermindert man ben 


A)H: 
Bogen —— um einen oder mehrere ganze Kreisumfänge, was die 
-Werthe in [0] nicht ändert. Die Zahl —n — 1 gibt 


cos A—DHE, sn AZ NDH 
n n 





— 008 — 14V— in rn sin“. 

Diefe Werthe find diefelben, die man mittelft der Borausfegung k=0 
erhält; wie überhaupt die Wertbe für k, die von O und n — 1 gleich weit 
abftehen, diefelben Werthe von x geben. Denn wenn man k=n—1—K 
ſetzt, fo ergibt ſich 


ve os PZHZDE sin 


2k’ 2X + 1)H 
os Ar DE eva si aan 


— 2’ — 1) H 
n 


welches Reſulat man auch für k — k’ erhalten hätte. Daraus folgt, daß 
man alle Werthe von x erhält, wenn man für k Werthe feßt, die } (n— 1) 
nicht überfchreiten. Iſt alfo.n eine gerade Zahl 2p, ſo muß man k — 0O, 
1,2...p— 1 ſeben/ und iſt n eine ungerade Zahl 2p + 1, fo macht 
mank = 0,1,2,...p. 

Für den Gall, won — 2p iſt, ift die aufzulöfende Gleihung 


x? — — 1, und die Zahlen — 0,1,2,...p — 1 ergeben in der 
Formel [8] die zunehmenden Bögen | 
H 3H 5H (2p — 1) H 


2p 2p 7T2p 
welche alle zwiſchen O und H enthalten find; folglich iſt Fein Sinus der- 
felben gleich Null, und ihre Coſinus find alle ungleich. Jeder Bogen muß 
daher zmei imaginäre Werthe von x geben, die durch dad Vorzeichen von 
„-1 von einander verfehleden find und fi nicht wiederholen können; 
x bat alſo 2p verſchiedene Werthe. 
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Für den Fall, won = 2p + 1, tft die Gleichung FH — — 1, 
und bie Zahlen k= 0, 1, 2,.... p bringen in bie Formel [8] die Bögen 


H 3H 2p+1)H 
»rT Te er rue oder H. 


Der letzte Bogen, der gleih H iſt, gibt x—= — 1; für jeden ber 
andern hat x zwei imaginäre Wertbe, und man ficht leicht ein, daß von 
allen diefen Werthen fi Feiner wieberholt; x bat fomit 2p + 1 Werthe. 


134. Denn man die Wurzeln der Gleichungen ze = + 1 und 
x" — — 1 Eennt, fo laſſen fi die reellen Factoren des zweiten Grades 
von den Bingmen x? — 1 und x? 4 1 leicht finden. 


Erſtlich gibt die Formel [x] als Factoren des erſten Grades von dem 
Binom x" — 1 die zwei Ausdrücke 


2kH — ... ?kH 2kH . 2kH, 
x — cos * —yY-1 sin n-, 2 — c08 — VA sin —; 
und indem man ſie mit einander multiplicirt, erhaͤlt man 
ſæ] x? — 22 cos = +1. 


Diefe Formel enthält alle reellen Bactoren des zweiten Grades von 
dem Binom x? — 1: um fie daraus abzuleiten, darf man nur anftatt k 
bie pofitiven Zahlen von O bis In fegen. 

Auf ähnliche Weiſe findet man für die Factoren des zweiten Grabes 
.. von dem Binom x" —- 1 die Formel 


[8] x? — 2x co8 rd: +1, 


in welcher man für k alle pofltiven ganzen Zahlen von k = 0 biß zu 
4 (n — 1) feßen muß. 

Da die Formeln [a] und [8] die reellen Wurzeln der Gleichungen 
2 — und — — 1 enthalten, fo folgt daraus, daß die beiden letzten 
Formeln auch die reellen Bactoren des erfien Grades der Binome x? — 1 
und x? +4 1 enthalten; mobei jeboch zu bemerken ift, daß fie darin ind 
Quadrat erhoben vorfommen. Sebt man z.B. in der Formel [e’] k=0, 
fo wird daraus x? — 2x + 1 oder (x — 1)?, wovon aber nur x — 1 
genommen wird. 


135. Lebrfag von Cotes. Um diefen Lehrfag zu begründen, 
ift zu bemerfen, daß, wenn man in der Formel [ae’] für k alle Werthe 
k=0,1,2,... 68 n — 1 fest, und die aus dieſen Werthen fich- er- 
gebenden Trinome mit einander multiplichtt, man offenbar ein Probuct 
erhält, in welchem alle Factoren von x? — 1 ind Quadrat erhoben find, 
und folglich dieſes Product gleich (x — 1)? iſt. Ebenfo, wenn man für 
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k in der Formel [8] alle Werthe k—= 0, 1,2... bisn — 1 ſetzt, fo 
ift das aus allen Trinomen ſich ergebende Product gleich (x? + 1)?. 

Dieb vorausgefeßt, theile man einen beliebigen Kreisumfang in 2n 
gleiche Theile und bezeichne die Theilungspunkte durch die Ziffern O, 1, 2, 3 20. ; 
dann ziehe mar an den Theilungspunft O, der als Anfangspunft genommen 
wird, einen Halbmeffer und verlängere dieſen nöthigenfalld über den Theis 
Jungspunft hinaus ; auf dieſem Halbmeffer nehme man einen Punft an in 
beliebiger Entfernung x vom Mittelpunft, und ziehe von diefem Punkt aus 
gerade Linien nah allen Theilpunkten der Peripherie. 

Hierauf nehme man den Halbmeffer des Kreifes als Einheit an, bes 
zeichne eine diefer Geraden mit u, und betrachte das Dreieck, das fie mit 
den beiden Geraden, die ihre Endpunkte mit dem Mittelpunkt verbinden, 
bildet. Trifft fle in einen geraden mit 2k bezeichneten Theilungspunkt, ſo 


H. . 
ift der zwifchen diefem und dem Anfangspunkt O enthaltene Bogen —* 


oder = ‚ und man erhält, wie fich dieß leicht aus dem Dreieck ergibt 


u? = 0 ri. 


Teifft aber die Gerade u auf einen ungeraben Xheilungspunft, ber 
mit 2k + 1 bezeichnet fet, fo erhält man . 
(?k nz 1) H +. 


u? — x? — 2x cos 


Setzt man in diefen Trinomen anftatt k nad) einander alle Zahlen 
0,1,2,...n— 1, fo gibt das erfte die Quadrate der Linien, die in 
die geraben <heilungspunfte treffen, und das zweite die Quadrate der in 
die ungeraden Theilungspunkte treffenden Linien. Dieſe Trinome ſind aber 
die nämlichen wie [a’] und [8’]; es läßt ſich daher nach dem oben Be⸗ 
merkten der folgende, von Cotes gefundene Lehrſatz folgern: Das Pro⸗— 
duct aller, an die geraden Theilungspunkte der Peri— 
pherie gezogenen Linien ift gleih der Differenz m—1, 
und das Product aller an die ungeraden Theilungs— 
punfte gezogenen Rinien iſt glei der Summe X" — 1. 


Srigonsmetrifhe Auflöfung der Gleichungen des dritten Grades. 
136. Die Gleichung des bitten Grades laͤßt ſich zurückführen auf 


die Form 
x» -3px +29 =0, 
und es wird in. der Algebra gezeigt, daß die drei Werthe vonx in der Bormel 


= VaFVR FB + VG VER 
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enthatten find. Da inveffen die mehrfachen cubifhen Wurzelwerthe für 
diefen Ausdruck neue Werthe ergeben würden, fo ift noch überdieß zu beach⸗ 
ten, daß wenn der erſte cubifche Wurzelwerth mit a, und der zweite mit b 
bezeichnet wird, man nur die Werthe von a und b zufammen nehmen darf, 
für melde ab = — p ift. Folglich laſſen fih alle fremdartigen Werthe 
wegſchaffen, indem man ſetzt 


j 
a=V-a+Verr, und a— !- 


137. 3fq?—+- p? eine negative Größe, fo find die allgemeinen 
Werthe von x mit imaginären verbunden, und da ferner in der Algebra 
gezeigt wird, daß bei der Vorausſetzung q? + p? < O0, die drei Wurzeln 
ber Gleichung reell find, fo fcheint es, Die Rechnung müſſe zur Reduction 
der imaginären Werthe Mittel Kiefern. Dem tft jedoch nicht fo, außer man 
gebraucht unendliche Reihen; und dieſe Schmierigfeit, welche die Mathe⸗ 
matiker ſchon viel befhäftigte, Hat dem betreffenden Falle den Namen des 
unauflöslidhen gegeben. 


Die Schwierigkeit kommt daher, daß die beiden Cubikwurzeln, die in 
dem allgemeinen Ausdruck für x vorkommen, fi nit, außer in befondern 
Fallen fo ausziehen laſſen, daß der reelle Theil von dem imaginären gefon= 
dert ift. Aber mistelft der Gleichung von Moivre ergibt ſich diefe Tren⸗ 

n 


nung fogleih in Ausdrücken von der Form V cos o+vY-—-1sing; 
deßwegen follen bie beiden cubifhen Wurzelmerthe auf dieſe Sorm ge⸗ 
bracht werben. 


Da q7? + pꝰ < 0 fein fol, fo muß p negativ fein; fegt man daher 
— p für p, fo läßt fi die Gleichung fo ausdrücken 


[1] x? — 3p2x -2gq=0. 


Dann hat man q? — p? < 0 oder g? <p?, und die Werthe füra 
find durch die Formel gegeben 


8 — et —e7* 
a=V—a+Ve-r, 
und die von x durch die Formel Ä 
at, (+ MP 
=at+, = Vp tr a ), 
in welcher man die verſchiedenen Werthe für a ſetzen muß. 


Dieß vorausgeſetzt, fo ergibt der allgemeine Ausdruck für a 


3 
a _, V:1-Wva, 
Vp NT 1 | pYi, 
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und da q? <p° angenommen ift, fo läßt fih ein Bogen 9 mitteljt der 
Gleichung 


2089 = 6 


beftimmen. mar gibt es unendlich viele Bögen, die einem gegebenen 
Coſtnus entſprechen; mir wollen aber hier vorausfegen, daß der gegebene 
< 180° fei. 


| Mittelft ver Moivrefhen Formel hat man offenbar 
[2] (costip VAI sin 49)’ = cos + V-1 sin 9. 
a ift auch umgekehrt | 


Vene g FY Ten = cos dp + YZ sin 9; 
fomit no nn 


I = Voss FVTn = oo + Vi sin dp, 


VP_ 1 — os — gain 
Di Et ei VA sin 9, 


Ts -+ ze = 2cos 49. 


Man beachte, daß ſich das zweite Glied der Formel [2] nicht ändert, 
wenn man in berfelben zu 9 beliebig viele Kreisumfänge feßt ; daraus folgt, 
menn man noch 180° mit H und eine beliebige ganze Zahl mit k bezeichnet, 
daß man für x alle Werthe nehmen kann, die in der Formel 


x — 2Vs cos à ( - 2kH 


enthalten ſind. Indeſſen darf man nicht glauben, daß ſich mehr als drei 
Werthe daraus für x ergeben; denn nachdem man kK — 0, 1, 2, gemacht 
hat, führen alle andern Sußftitutionen auf diejelben Refultate, ı und man 
erhält feine andern Werthe, ald folgende 


x—= 2WVpcostg, 
x= 2Vp cos ( - ?2H), 
x ?2ypcos4(p-+ 4H). 


138. Man bedient ſich Hauptfähtih der trigonometriſchen Linien, 
um die dem unauflöslichen Kal eigenthümliche Schwierigkeit zu überminden ; 
man fann fie jedoch auch in andern Fällen anwenden. Man nehme wieder 
p negativ, und betrachte deßhalb nochmals die Gleichung 


[3] x? — Ip + ?2g=0; 
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nehme aber q? > p? an. Die Umformungen der vorigen Nummer 
find dann unmöglih, denn, abgefehen von feinem Vorzeichen, wäre 
cosy>1. Diefer Fall wird auf folgende Weife behandelt. Es iſt immer 


= vp(7+ ve. 


Nun feße man F in der Form 


—W— | | 
a V q \/ q | 
— —V — I 4 _4 
Vp rt p® 
und beflimme ben Bogen 9 durch die Gleichung 
sin 29 = vr 
= a j 


dann erhalt man 


3 — — WO 
a +V 1 _ _,-.Y!c02% 
YJp N sin?29 sin? 29 — sin 20 


Zieht man daraus die Quadratwurzel, fo kann man beliebig — cos 29 
ober + cos 29 nehmen; wovon man den Grund ſogleich einſehen wird. 

Erſetzt man 1—cos 29 dur) 2sin?p und sin2p durch ?sin ꝙ CoSp, 
und reducirt dann, fo ergibt ſich 








8 
a V Zi DO _ 4 
Tp N Zingycosg Viangs. 
Nun fehe man no 


8 

tang y = Vtangp, 
und berechne den Bogen p aus biefer Formel. Drüdt man die beiden 
imaginären Cubikwurzeln der Einheit, von benen bekanntlich die eine das 
Quadrat der andern tft, durch 0 und 0° aus, fo find die drei Werthe 


von —— 
Vp | 
a a a 
——t ,‚, —=M ‚ — — Ht . 
Ip s s v, j MEY, Zn 5 
Sept man dieſe Werthe in x, und beachtet, daß tang ıp cot y— 1 
und 0° = 1, fo ergibt fi 
x=Yp(tangyp- coty), . 
x= Yp (G tang p + 0° cot y), 


x= Vp (9 tang w +9 cot y). 
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Hätte man in der Berechnung — cos 29 anftatt — cos 29, fo 
hätte man cotı anſtatt tang w und umgekehrt erhalten) ed hätte fich aber 
dabei fein neuer Werth für x ergeben. 


Seen wir jet für 4 und 9? ihre Werthe und trennen in jenem Werthe 
von x den reellen Theil von dem imaginären. Aus der Algebra hat man 


=4(-1+ 9 Met 1— VI; 
beachtet man üiberdieß, daß 
cot y + tang w — ?cosec 2y, und cot y — tang y — ?cot Ay, 
fo ergibt fih nach allen vorgenommenen Rebuctionen ‚ 
x 2VPp cosec 2, 
x = — Vp (cosee ıp + YV— 3 cot %), 
x = — Vp (cosec 29 — Y— 3 cot 2y). 


139. lm au den Fall, mo p pofltiv iſt, zu betrachten, nehme . 
man no einmal die Gleichung des dritten Grades, wie fle zuerft war, 


[4] x? + Ip + ?q= 0. 
Dann Bat man "ar ab=—p, 
ı= a—! = (5-5: 
und außerdem 





= ER T +1 


Da die Tangente und Eotangente jede Größe reichen, und der Aus⸗ 
druck eine beliebige Groͤße erhalten kann, ſo läͤßt ſich dieſer durch 
eine dieſer Linien erſetgen. 

Es ſei daher 


— 4 
cot 29 = —, 
9 Vp 


ſo ergibt ſich 

| , 
2 _ Yo 29 + Voo®dy +1 _ VS cos 2p 
vB sin 29 


2eoss dꝰꝰ — 
2sin ꝙ cp Veot g. 
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Es fei ferner . 
coty= Veootg; \ 


wo die Winkel 9 und w fi leiht aus den Tafeln finden laflen; fo erhätt 
man die drei Wertbe 
= cot w, I —9Hcoy, 


a 
vP vp Yo 
folglich find die Werthe von x nad) den vorgenommenen Reductionen: 
x = 2 /p cot ?y, 
x—= — Yp (cot 2 — TI cosec 2%), 
x = — vYp (ct ?y + V3 cosec 2). 


— 6° cot y; 


Weiteres Mittel zur trigensmetrifchen Auflöfung der Gleichungen 
Bes dritten Grades. 


140. Wenn eine trigonometrifche Linie, die einem beliebigen Bogen 
entfpricht, gegeben iſt, und man fucht eine Linie, die der Hälfte, dem 
Drittel ac. des erften Bogens entfpricht, fo gelangt man auf Gleichungen, 
deren Vergleihung mit gewiſſen gegebenen Gleichungen dazu dienen Eann, 
die Wurzeln diefer Teßtern Direct zu finden. Dieß fol für die Gleichung 
des dritten Grades in Folgendem gezeigt werden. 


Man nehme noch einmal die Gleichung ohne zweites Glied 
[1] x + 3px +2q=0. 
Es ſei p ein beliebiger Bogen; betrachtet man cos @ als gegeben 


und macht cos 4p = zZ, fo hat man (Nro. 33) zur Beftimmung von z 
die Gleichung 


[?] 20 — 42 — kop—=0; j 


und nimmt man an, daß der dem gegebenen Coſinus entſprechende Bogen 9 
poſitiv und kleiner als Hfei, fo iſt erwieſen, daß die drei Wurzeln der 
Gleichung [2] folgende find: 


[3) z=cosig, z=cos4(?H—-+ 9), z= cos 4 (?H—p). 


Um die Gleichung [2] mit [1] iventifh zu machen, find zwei Bes 
dingungen zu flellen: es müßten alfo zwei unbeflimmte Größen in ber 
Gleichung [2] vorkommen, während nur eine einzige p vorhanden ifl. Man 


führt nun eine zweite 0 ein, indem man x — oz febt, moraud z =}. 
Mittelft diefer Umformung erhält man für die Gleichung [2] 
[4] x — Lei — jet cos 0; 
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und wenn man bie Werthe in [3] wit e multiplicirt, erhält man die Wur⸗ 

. zeln dieſer letztern Gleichung. 
Man madt dieſelbe mit [1] identiſch, indem man — 2 0? = 3p 

und — 40° cos ꝙ — ?gfest; fo erhält man ' 





eV we 
Damit der Bogen 9 reell fei, muß. es zuerft cos @ fein, weßhalb p 
in der Gleichung [1] negativ fein muß. Deßwegen ändert man p in —p, 
dann hat man 
[5] — 3px + 21 = —0, 
und bie Werthe von und cos. find 
—q 
= 2VDP, Sy = —- 
e=2WVPp 7a 
Damit aber ꝙ reell ſei, maß ferner, vom Worzeithen abgeſehen, 
cos —1 fein, d. ed muß q?<</p® oder ?—p?<O fein. Dann läßt 
fh ꝙ aus den Tafeln berechnen, und indem die Werthe in [3] mit oder 
2Vdꝰd p multiplichttmerben, erhält man die Wurzeln der Gleihung [5], nämlich : 


x — 2V/R co8 39 

x — 2Vs cos 4 (?H-H 9), 

x — 2u/p cos 4 (2H — 9), 
melche ſelbſt aus den Tafeln Yeicht zu berechnen find. Die von Neo. 137 


find Teicht aus diefen zu berechnen. 
Es wurde hier ftillfegmeigenb vorausgeſetzt, daß her Werth *2Vp 
poſitiv ſei, man kann gorizeng auch den negativen Werth e= = — 2Vp 


— 4 
nehmen. Anſtatt tos = — hätte man dann cos o = ; dann 


müßte man in den vorigen Werthen Vp in — Vp und in — 9 
umändern. Da jedoch eine Gleichung des dritten Grades nur drei Wurzeln 
hat, fo läßt ſich kein neuer Werth für x finden, was auch ſonſt leicht nach⸗ 
zuweifen ift. 

Nimmt man p negativ und q? < p? an, fo gehört bie Gleichung [1] 
unter den unauflösbaren Fall; fomit läßt fie ſich durch das Vorhergehende 
nicht auflöſen. | 








141. Nehmen wir fortwährend p negativ, aber q? — p? >0 
an, ohne daß das Zeichen > die Gleichheit ausfchließe. 

Bei dieſer Vorausſetzung find die oben gefundenen Werthe von x nur 
deßwegen imaginär, weil man wegen ber Bedingung, welche p beftimmt, 
cos 9 > 1 haben muß; man muß daher natürlich für x einen Werth 
> 2Vd ſuchen, und fegt deßhalb x = 2yp cosec ı», oder vielmehr, 
um bie Brüche zu vermeiden, x = 2VP cosec ?y. Dan muß alfo 
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zum Boraus eine @feihung des dritten Grabes bilden, bie eine reelle Wurzel 
von derjenigen Form zuläßt, deren beide andern Wurzeln imaginär find 
und die fich Leicht mittelft der Tafeln auflöfen läßt. 

Ohne für den Factor cosec 21 eine DBorausfegung zu machen, feke 
man x — 20 cosec 2, wo g und y zwei Unbekannte find. _ Beachtet 


man, baß . 

2. — sin y + cos? v_ , 
2cosec ?y = ap PUT voy — tang y 4 cot w ift, 
9 hat man 

x—e(tangyp + cot y). 
Alſo ift x? — 0° (tang® -4 cot? ww) + 303 (tangy + coty), 

oder auch, indem man x für o (lang w -F cot w) fegt, und bie Aus⸗ 
drücke a eine Seite ſchafft: 
[6] — 39° x 98 (lang 'y + oott y) = 0. 
Da die beiden imaginären Cubikwurzeln der Einheit 8 und 5? find, fo 

fommt man, wie leicht einzufehen, zu berfelben Gleichung [6], indem man 
einen beliebigen der drei Werthe nimmt, 


x = e(tangy-+- cot y), 
x = e (dtang y + 8° cot y), 
x=e(ö’tangy + dcot y); 

ſolglich find dieſe Werthe die Wurzeln der Gleichung [6]. 


Indem man dieſe Gleihung mit der gegebenen x? — 3px-- ?2q=0 
identiſch macht, ergibt ſich 


2q 
und tang® ct! y = — —. - 
=vp 8 v+ y- Typ 

. Um, v zu finden, ſetze man 

tang v= Var: tang 9; 

fo erhält man tang ꝙ — tangꝰ Yy, cot 9 = cot? Yy; alfo 
Br __.._29 sin ꝙ cosp__ 2q 
tag pr cot ꝙ vP sp! sing ” Yp' 


sin? ꝙ + copy _ 2 Ye 


s 





Somit erhält man aus den Tafeln p; aus p ai ſich und dann 
erhält man endlich die Werthe vonx. Sept man für o, 6, 6? ihre Werthe 
und nimmt die Rebductionen vor, fo ergibt fih, mie in Nro. 138 

x = Yp cosec Ay, 
x = — Yp (cosec ?y VIS cot ?y), 
1x— Npp (cosep ?y — Y 3 cot ?ıp). 
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142. Dieſe Formeln eignen fi nur für bie Bälle der Gleichung 

xt 3px + 2q = 0, in welchen p negativ und q? > p? ift; denn 

fonft wäre der Werth von sin 29 entweder imaginär oder > 1. Man 
muß alfo das mittlere Glied ändern, wenn p pofltiv ift. 


Dann fei x = 20 cot a, fo hat man ebenfalls 
cos? w — sin? 
x= 2 (SE) = e lot y— tan y), 


2sin w Cos w | 
und bie Erhebung in den Cubus führt, wie oben, auf bie Gleichung 
a7 x + 30*x — eꝰ Ceot? y — tang ® ) *0, 


Pd 


wovon bie drei Wurzeln find: 
x—=o(ctw—tangy), 
x=o(d8cot y — Ö?tang y), : 
x=e(#cotw— Stang y). 
Man macht fie mit der gegebenen u uns identiſch, indem an 
e=Yp, wty—tang’y— Zr fegt ; und um  mittelfi ber 
Tafeln zu beftimmen, fegt man 
j cot w = U cot 95 
alſo cot ꝙ — tang 9 = cot? y— tang® y, und fomit . 





ek _4 
tape ober col 2 Ip 





Iſt der Bogen 9 befannt, fo findet man y, und dann auch bie drei | 
Werhe von x, nämlich 
x — 2Yp cot 2w, | \ 
x—= — Yp (cot 2 — Y—3 cosec 2%), - 
x—=— Yp(eot?y+ Y-3 cosec ?y). 
Die vorigen Umformungen dürfen nicht auf ben Fall, wo p negativ 
ift, angewendet werden, weil dann cot 29 imaginär ifl. 


Anmerkungen des Ueberſetzers. 


— — 


Zu Nro. 41. 
cos (a+b) cos (a—b) = cos? a — sin? b erhält man durch Multi» 
plication von [2] mit [4] in Nro. 26, indem ſodann 1 — sin? b für 
cos? b, und 1— cos?.a afüre sin? a geſetzt wird. 
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tang (45° -+ a) = Bu ergibt fi aus Nro.34 [1] und Neo. 8, 


wo tang 5° = r—=1. 
— —: 
1 + tang a tang 3a 
Aus Nro. 36 [7] folgt 
tapg Ja sina—= 1 — cosa; 
durch Divifion mit cos a ergibt ſich 
:tang 4a lang a = —__ 1, 


cos a = 








cos a 
alſo 
1 
— —1 tang a tan 
os - tang g du, 
und daher j 
1 
ca; +-tang a tang Ja 
sin a sin b sin c 
tang a-Htang b-Htang c = — — —4 ht 05% 
sina cosb-+-cosa sinb „sin C 
* cos a cos b co8 © 
__ sin (a+b) sin (a+b) _, sin c c 
—— cosavosb ! cosc 
sin C sin © 
— cos a cos Dr cos c 


sinc co8c-t-cosa cosb sin c 
cos a cosb cos c 
__ sine (cosc--cosa cosb) 
cos a cosb cos c 
sin c (cos a cosb—cosla-+-b) ) 
— .- ———— —  —— — R9.9 [1] 
cos a cosb cos c 
sin c(cosa cosb—cos a cos b--Sin a sinb) 
cos a cosb cos C 
sin a sinb sinc 
— cosa cosb cose 
— tang a tang b tang c. 


Zu Nro. 99. Entwidelung der Gleichungen Mi, 12, 13]: 


Die lebte Gleichung 
cosb sinA=cosa sinB cosC-+ cosBsinC | 
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gibt 
| cos a sin B cos € + cos B sin C 
sin A- 
feßt man dieſen Werth für cos b in die vorletzte Gleichung, fo iſt 
cosa sinB cosC-+-cosB sinC + cosA sinC 
sin A 
= cosa sinB vosꝰ C-ecos B cos € sinC-+cos A sinC, 


cosb = 


cosa sin BsinA co cosC 


oder 
cosa sinB (1—cos?C) —= cosB cosC sinC + cosA sin, 

woraus 

| cosa sinB sin?C = cosB cosC sinC + cosA sinC; 
bieß mit sin C divibirt, gibt x 

cosa sinB sinC —= cosB cosC + cos A, Ä 
alſo 
cos A = — cosB cosC + sinB sinC oos a. 


Zu Neo. 101. Die Neper'ſchen Analogien Iaflen fih auch unmittel- 
bar aus ven Gauß'ſchen Gleihungen ableiten, welche Iehtere ebenfo - - 
wichtig find als erftere und zu denen man durch folgende Entwidelungen 
gelangen fann. 
Aus Neo. 97 [4] und Nro. 31 [5] ergibt fi 
sin’A sin?ꝰ 44 cosꝰ 44 sinAsinB sin B sinC 
sinta sinꝰ Ja cos?ja sina smb sinb sinc’ 
und hieraus 
sin B sinC sin? $a cos? Ja 
sin? JA cos? 4A |. 
sin b sin ce sin? JA cos? JA 
sin? da cos? da 
Ans Neo. 31 [8] und Nro. [96] erhält man: 
(3) 1—cosa=2sin?la 
—1—cosb cosc— ‚sinb s sinc cosA + sinb sin e—sinb sine 
—=1— cos (b—c) + 2sin b sin ce sin? 4A, 


(1) sinbsinc= 


(2) snBsinC= 


oder 
2sin? Ja—=2sin? 4 (b—c) + 2sin b sin c sin? 4A; 
bieß beiberfeit8 mit 2sin? Ja dividirt, gibt 


8 


8 sin? 3 (b—c) _ _ sin b sin c sin? 3A \ | 
sin? da sin? 4a ' | 
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sinb sinc sin?4A sinB sinC cos? Ja 
oder da nad (2) nt = ——— 


sin? 4 (b—c) _ 1 — sin B sin C cos? Ja 
id 
Ebenſo ergibt fih aus ’ 
2sin? Ja—= 1 — cos (b-++c) — 2sin b sin c cos? 1A 
— 2sin? } (b+c) — 2sin b sin c cos? 4A, 
folglich wieder durch Diviflon ıc. — 
(5) sin?} (b-H-c) 214 sinb sinc cos’JA 14 sinB sinC cos?}a 








sin? Ja sin? Ja sin? JA 
Auf ähnliche Weife findet man aus Nro. 96 [1] und (1) | 
(6) cos’4(b-+c) _ ,:__sinbsinccos?JA _ 1 sinBsinC sin?}a 
"co fa co?ja — sin? JA 
cos?4(b—c) _ sinbsinesin?4A _ sinBsinCsin’Ja 
M co? fa 177 co?da Ir cos? A 


Aus Nro. 99 [11] ꝛc. ergibt fih auf aͤhnliche Weiſe: 


S eosꝰ G-),.ein B sin C sin? Ja 


sind sin? ZA ' 
(9) —— 14 sin B or . za 
(10) a 4 rd — 1— sin B er — ga 
N 4 u —1+ sin B RT ein » 


Hieraus ergeben fih ſodann die Gauß'ſchen Analogien buch 

Gleichſtellung, nämlich: 
(12) (Uus 4 und 10) cos $A sin # (b—c) = sin $a sin} (B—C), 
(13) (Aus 5 und 9) sin A ’sin 4 (b+e) = sin Ja cos 4 (B—C), 
(14) (Aus 6 und 8) sin 4A cos 4 (b-+c) — cos $a cos $ (B-+C), 
(15) (Aus 7 und 11) cos$A cos 4 (b—c) = tos $a sin 4 (B+C). 
Aus diefen vier Gleichungen laſſen fi nun wieder die Neper'ſchen 


Analogien durch Diviſton von 12 durch 15, von 13 durch 14, von 12 
dur) 13 und von 15 durch 14 ableiten. 








Zweiter Theil. 
Analytifhe Geometrie in der Ebene. 


Erſtes Rapitel. 
Befimmte Aufgaben. 


— — — 


* 


KLegeln -zur Darſtellung einer Aufgabe als Gleichung. 


1A3. Unter analytifher Geometrie oder mit andern 
Morten, Anwendung der Algebra auf die Geometrie verfteht 
man den wichtigen Zweig der Mathematik, ver die Algebra in geometrifchen 
Unterfuhungen anwenden lehrt. Bon diefem Geſichtspunkt aus betrachtet, 
muß fie auch die Irigonometrie, die den erften Theil diefes Werkes bildet, 
in ſich ſchließen. 

Vidte, ein franzöſiſcher Mathematiker, dem die Algebra fo bedeutende 
Erweiterungen verdankt, hat ſie zuerſt zur Aufſindung der unbekannten 
Theile einer Figur angewendet, indem er die Beziehungen, in welchen alle 
Theile dieſer Figur zu einander ſtehen, durch Gleichungen ausdrückte. 
Descartes vervollkommnete Biete’8 Arbeiten nicht nur, ſondern er 
fand auch zur Anwendung der algebraifhen Rechnung auf die Theorie der 
@urven allgemeine, ebenfo einfache als fruchtbare Methoden, die jenem 
audgezeichneten Bhilofophen beider Nachwelt zum fhönften Ruhme gereichen. 
Sie wurden zuerfl nur auf ebene Eurven, d.h. auf ſolche angewendet, 
deren Punkte alle in einer Ebene liegen; fpäter wurden fle auch auf be= 
liebige Flächen und Linien ausgedehnt. Daher kommt die ziemlich allgemeine 
Unterfeidung zwifchen analytifher Geometrie von zwei und 
brei Ausdehnungen (in der Ebene und im Raume). 
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Um der natürliäften Ordnung zu folgen, ſoll bier mit der von VBidte 
angewandten Methode zur Auflöfung beflimmter Aufgaben, mit Einfluß 
- der Erweiterungen, welche Newton’8 allgemeine Arithmetif ihr 
gegeben hat, angefangen werben. Zwar feheinen bier nur die Aufgaben 
über ebene Figuren berüdfihtigtzu werden; es läßt fi jedoch 
Yeicht einfehen, daß dabei au die Oberflächen und Körper in Bes 
tracht kommen können. 


144. Dieſe verſchiedenen Größen, Linien, Flächen oder Körper 
können auf eine Maßeinheit gebracht und in Zahlen ausgedrückt werden, 
welche letztere ſich durch Buchſtaben allgemein darſtellen laſſen, und in dieſer 
Form können dann offenbar auch die geometriſchen Größen in arithmetiſche 
und algebraiſche Berechnung gebracht werden. 


145. Eine geometriſche Aufgabe iſt zuweilen fo leicht in eine Glei⸗ 
chung zu bringen, daß es hiezu keiner weitern Regel bedarf. 


Handelt es ſich zum Beiſpiel darum, eine gerade Linie nach 
dem äußern und mittlern Verhältniß zu theilen,* fo be— 
zeichne a die gegebene Linie, und x ben größern Theil, fo iſt der Eleinere 
a — x, und nad) ber in der Aufgabe geftellten Forderung bat man fogleich 
die Gleichung 


[1] ‚X=a@—n, 


—— 


Der zweite Werth ift negativ und für die Aufgabe nicht brauchbar; 
denn der gefuchte Abfchnitt kann offenbar nur eine pofltive Größe fein. 
Man hat alfo nur eine Auflöfung, nämlich: 


—_ —_i 26 © 
= ug +7 


Hat man bie gegebene Linie mittelft einer gewiflen Längeneinheit in 
Zahlen ausgevrüdt, fo darf man natürlich nur noch die in der Formel an- 
gezeigten Rechnungen ausführen, um die Anzahl der in dem gefuchten Ab⸗ 
ſchnitt enthaltenen Längeneinheiten zu finden. u 





— —— —— — — — 


*d. h. eine gerade Linie fo zu theilen, daß ein Theil die mittlere Propor⸗ 
tionale zwifchen der ganzen Linie und dem andern Theile fei. 
. Anm. d. Ueberſ. 
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Zu einer geometrifehen Eonftruction des gefuchten Abfehnitts gibt der 
vorige Werth eine fehr einfache Anleitung. Man errichte (Fig. 36) im 
Endpunkt der gegebenen Linie AB eine Senkrechte BC gleich der halben AB 

" 2 
und ziehe AC; fo tft die Hypotenuſe AC gleich a + rd und indem 
man von C au8 mit dem Halbmeſſer BC — 5 


AC in D ſchneidet, fo hat man offenbar 


2 
=VY@+: —23; 


alſo iſt x — AD. Um ſomit die Aufgabe aufzulöſen, darf man nur noch 
AD = AM auf AB antragen. Dieſe Conſtruction iſt, wie man leicht 
bemerfen wird, gerade die in der Geometrie angemendete. 

Der um den Mittelpunkt C befchriebene Kreis fehneidet die Verlänge⸗ 
rung von AC in D’; trägt man nun AD’ —= AM’ auf die verlängerte AB, 
fo erhält man 


einen Kreis befchreibt, Der 








am == Vo+t4 5; 
ı 127 


alfo ift der zweite Wertb von — — AM. Wir werben bald auf bie 
negativen Werthe der Unbekannten und auf die Eonftructionen, deren bie 
algebraifchen Ausdrücke fähig find, zurückkommen. 


146. Die vorige Aufgabe war fehr einfach: durch die verſchiedenen 
Beziehungen der Größe und Rage, in welcher die Linien zu einander fteben, 
werden die geometrifchen Aufgaben jedoch meiftens fo verwickelt, daß ed 
befonderer -Methoden und Kunftgriffe bedarf, um die Gleichungen, von 
denen bie Unbekannten abhängen, zu bilden. In viefem Falle gilt als 
erfte Regel, daß man fich die Beziehungen, melde die Aufgabe zwifchen 
den Linien, Winkeln, Flächen, Körpern auffteltt, ohne Rückſicht auf gegebene 
und gefuchte Größen, genau einpräge; dann wird man Leicht dieſe Beziehuns 
gen in Gleichungen ausdrücken Eönnen, und zuleßt leitet man aus biefen 
Gleichungen, wenn dieß möglich ift, die Werthe der unbekannten Größen ab. 

Nehmen wir zum Beifpiel (Big. 37) ein in einen Kreis befchriebened 
gleichſchenkliges Dreieck: offenbar muß hier zwifchen dem Schenfel BC, der 
Grundlinie CD und dem Durchmeſſer AB eine folhe Abhängigkeit flatt- 
finden, daß, wenn zmei diefer drei Linien gegeben find, man die dritte noth- 
wendig daraus ableiten kann. Daraus folgt, daß die Attfgabe darin be- 
fiehen kann, den Durchmeſſer aus dem Schenkel und der Grundlihie, oder 
die Grundlinie aus dem Schenkel und dem Durchmeffer, oder endlich den 
Schenkel aus der Grundlinie und dem Durchmeffer zu ſuchen. Man mag 
jedod von diefen drei Aufgaben eine auflöfen, welche man will, ſo nimmt man 
zuer® Feine Rückſicht auf gegebene und gefuchte Größen, fondern bildet 
einmal die Gleichung, welche bie 'gegenfeitige Beziehung der drei Größen 
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ausdrückt. Man darf dann nur den Werth der Linie, welche als unbekannt 
angenommen wurde, aus der Gleichung ableiten. 

Es ſei die Grundlinie ED = b, ver Schenkel BC = c und der 
Durchmeſſer AB = d. Wi derjenige Durchmefjer genommen, der den 
Winkel CBD halbirt, fo muß er auch die Grundlinie CD in ihrer Mitte 
fenfrecht fehneiden. Nun ift nah einem bekannten Lehrfaß die Sehne CB 
die mittlere Proportionale zwifchen dem Durchmeſſer BA und dem anliegen- 
den Abſchnitt BE; man Hat alfo BC? —= AB X BE, oder wenn man 
für die Linien die ſie bezeichnenden Buchftaben ſetzt, 

e? 

e— d X BE, woraus BE = — T’ 

aus dem rechtwinkligen Dreiec! CBE erhält man aber BC? — BE? — CE®, 
und hieraus ergibt fi 


[2] e——;= + b?, 
welche Gleihung für irgend eine als unbefannt angenommene Linie leicht 
aufzulöfen ift. 

Wird der Durchmeſſer gefucht, fo erhält man, indem der Werth für 
d aus diefer Gleichung abgeleitet wird, 

_ e? 
— 

Iſt die Grundlinie unbekannt, ſo erhält man aus der Gleichung den 

Werth für b, nämlich: 
b= 


, 


2 Ve 
d 


Sucht man endlih die Seite des gleihichenkligen Dreiecks, fo wird 
die Gleichung nach c aufgelöst, und man erhält 
ce = VI +IdYe m 
In jedem diefer drei Fälle wurden die negativen Werthe vernachläßigt, 
weil fie keine Anwendung in der Aufgabe finden können. Die beiden erften 
Fälle laſſen nur eine Auflöfung zu ; der dritte kann zwei geben, denn wenn 


der Durchmefier AB und die Grwmdlinie CD gegeben ift, fo ift offenbar 
jedes der Dreiecke ACD und BCD der Aufgabe gleich entſpüechend. 


147. Blicken wir nun zurück und beachten, wie man zu ber Glei⸗ 
bung [2] gelangt ifl. Der Anblick der Figur zeigt fogleih, daß man 
mittelfi des Durchmeſſers AB und des Schenfels BC zuerft BE und dann 
die halbe Grundlinie CE berechnen Eonnte, und dieß war zur Bildung der 
Gleichung hinreichend. Daraus ergibt fi folgende von Newton auf- 
‚geftellte Regel: 

Cine gegebene Aufgabe betradte man vorläufig 
ald aufgelöst, und vergleiche alle barin vorkommenden 
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Größen mit einander, ohne Rückſicht darauf, ob fie be⸗ 
kannt oder unbefannt find; hierauf unterſuche man, wie 
fie von einander abhängen, um diejenigen zu erfennen, 
welde ald gegeben zur Beflimmung der andern dienen. 
fönnen, und bringe fie in eine Gleichung. 


148, Indeſſ en muß hier mit demſelben Mathematiker bemerkt werden, 
daß man nicht nothwendig auf den erſten Blick zu erkennen braucht, mittelſt 
welcher Operationen- die Rechnung von den erſten Größen auf bie letzten 
führen ann; wenn man nur im Allgemeinen einfleht, daß die einen auf 
irgend eine Weife von den andern abgeleitet werden können. Dieß fol in 
Folgendem erörtert werben. 

Es Handle ſich um eine Aufgabe, in melcher ver Halbmeffer AB (Big. 38), 
nebft den drei in den Halbfreis einbefchriebenen Linien BC, CD, DA vor⸗ 
fommen. Sudt man den Salbmefler AB, wenn die_ andern Linien ges 
geben find, fo zeigt fich zur Beftimmung diefer Unbekannten feine pafjende 
Berechnung oder Sonftruction. Es ift jedoch Far, daß der Halbmeſſer 
nicht willkührlich ſein kann, denn er muß fo befchaffen fein, daß man bie 
drei gegebenen Linien in den Halbkreis einbefchreiben kann. Deßhalb be= 
trachte man den Durchmeffer AB als befannt, und nehme die Rechnung, 
vor, ald wäre er ed wirklich; dann läßt fih, mit Hülfe einiger Lehrſätze 
aus der Geometrie irgend eine der drei Sehnen, 3.8. AD, mittelfi bes 

Durchmeflerd und der beiden andern Sehnen leicht finden. 

- “Bu diefem Zwecke ziehe man die Diagonale AC und fälle CE ſenkrecht 
auf die verlängerte AD. Der Winkel ACB ift ein rechter als Winkel im 
Halbfreis, und da das Viereck ABCD in einen Kreis beſchrieben iſt, fo ift 
die Summe der Gegenwinkel ABC und ADC glei 2R; die Winkel CDE 
und ADE find aber ebenfalls zufammen gleich 2R; alfo find Die Winfel 
ABC und CDE einander gleig, und folglich die rechtwinkligen Dreiede 
ACB und CED einander ähnlich. Um nun AD mittelft AB, BC und CD 
zu finden, wird die Rechnung auf folgende Weife geführt: 

Es jet AB—=x, Bo=a, CB —=b, AD — c. Aus dem recht⸗ 
winfligen Dreied ABC erhält man mittelft AB und BC den m Werth von 
AC, nämlich: 


AC - VX C a. 
Aus den ähnlichen Dreiecken ACB und CED ergibt ſich CE und DE 
mittelft ver Proportionen: 
CE : AC = CD :’AB ober EVER bir, 
DE: BC —= CD: AB over DE :a —b:x; 
: hieraus erhält man 


= _ 58 
ci ze pE— ». 
x x 
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Das rechtwinklige Dreieck AEC gibt AE — VAC’ — CE?; fomit 
erhält man, indem man für AC und CE ihre Wertbe ſetzt, 


- N a9 DH 
AE — 2 _ a aa) _ Va), 
x x 
Nun ergibt fi) AD aus der Differenz AE—DE, man erhält naͤmlich 
AD — Va?—a”) («’—b?) ab 
x 
Aber AD iſt gleich c; alfo hat man die Gleichung 
VG? 3?) (?—1%) __ ab 
x x 
diefe Tapt fi nad) einander umformen in 
Va 2°) = cx-t+ ab, 
(?—a?) (a? —b?) = (cx + ab)?,. 
xt a??—b?r? + a?b? — c?x? + 2abe x + a?b?, 
x®—(a? + b? + c?) 1? — ?2abex = 0, 
und endlich, indem man durch x bividirt, 
[3] x®—(a?+b?+c?) x — 2abe = 0. 
Somit hängt die Beftimmung des Durchmeſſers AB von einer Gleichung 
des dritten Grads ab, woraus fich ſchließen Laßt, daß die Aufgabe drei Auf⸗ 
löſungen haben kann. Wir wollen übrigens keine weitere Bemerkung darüber 


machen; denn es handelt fih für den Augenblic nur Darum, zu zeigen, 
- wie die geometrifchen Aufgaben in Gleichungen gebracht werden. 


=c6, 


149. Die Steihung [3] wurde durch buchſtäbliche Befolgung der 
Megel in Nro. 147 gefunden, d. h. man hat alle Linien der Aufgabe als 
befannt angenommen, und dann diejenigen gefucht, welche zur leichten 
Auffindung der andern gebraucht werben fonnten. Aber es ift oft ſchwer 
und fpgar unmöglich, diefen Gang ftreng zu befolgen; denn in den meiften 
Fällen iſt man genöthigt, Hülfslinien in der Figur zu ziehen, die zuerft 
mittelft der als bekannt angenommenen Linien ausgedrückt werden und deren 
Werthe dann den Werthen derjenigen Linien, die man als unbekannt be= 
trachtet, einverleibt werden müffen. Diefe Rechnungen werben aber natür- 
lich Außerft umftändlih, wenn die Ausprüde für bie Hülfslinien in 
„eine große Zahl von Gliedern verwicelt werden. Zur Befeitigung biefer 

Schwierigkeiten ift es angemeflen, die Regel in Nro. 147 in folgende 
umguändern:: ' . 


- 
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Wenn man alle in der Aufgabe vorkommenden, be= 
fannten oder unbefannten Linien in der Bigur gezeich— 
net bat, fo ziehe man folde Hülfslinien, die ſich zur 
Veihtern Auflöfung mittelft geometrifher Sätze beſon— 
bers eignen; dieſe Hülfslinien find dann neue Unbe— 
fannte, die man ald in der Aufgabe fhon vorhanden 
betrachtet; dann bildet man die Sleihungen, welche alle 
Linien der Figur unter einander verbinden. Iſt die Auf 
gabe eine beftimmte, fo erhält man immer ebenfo viele 
Gleihungen, als unbekannte Linien vorhanden find, 
und die geometrifhe Aufgabe läßt fih auf die Auflöfung 
diefer Gleichungen zurüdführen. 


150. Die Aufgabe in Nro. 148 kann als eine fehr einfache An⸗ 
‚wendung biefer Regel dienen. Nachdem die Hülfslinien AC, CE gezogen 
find, fee man wider AB= x, Bo=a, CD=b,DA=c, be 
trachte AC als neue Unbekannte die man durch y bezeihne. Aus dem 
rechtwinkligen Dreieck ACB erhält man wiſchen x und y bie Gleichung 


"=a+y. 
Nun geben die ähnlichen Dreiede ACB und CED den Werth 
DE = 2, und das ſtumpfwinklige Dreieck ACD gibt nach einem bekannten 
Lehrſatze Sie Gleichung 


br +o+ux®. 


Hier hat man alfo zwei Gleichungen, in welchen die unbefannte Hülfg- 
linie y und die eigentliche inbefannte x vorkommt. WIN man die Gleichung 
haben, in welcher x blos mittelft der Linien a, b, c beftimmt wird, fo 
muß y? aus den beiden Gleichungen eliminiert werden, was Jeicht gefehieht, 
indem man nur den in der zweiten Gleichung gefundenen Werth für y? in 
die erfte zu feßen braucht; fo erhält man 


2a be 242 = 
oder mittelft der geeigneten Sehnetionen, 

x? — (2 p 5b? +09) x — 2abe = 0, 
. welches bie oben gefundene Gleichung [3] ift. 


151. Um noch eine Anwendung der Regel in Nro. 147 zu geben 
und zu zeigen, auf wie vielfache Weife dieſelbe Aufgabe aufgelöst werben 
kann, folge hier noch eine andere Auflöfung der nämlichen Aufgabe. Man 
verlärigere CD und BA (fig. 39) bis zu ihrem Durchſchnittspunkt F, fo 
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erhält man zwei ähnliche Dreiecke BCF und DAF: denn der Winkel F ift 
gemeinfchaftlih, und ferner find die Winkel ABC und ADF als Supple- 
mente zu demfelben Winkel ADC einander gleih. Wenn nun außer den 
in der Aufgabe vorkommenden Linien die BF nod) gegeben wäre, fo ließe 
ſich CF und DF und damit aud) die Gleihung CF — DF —= CD leicht 
finden. Behalten wir nun für dieſelben Linien auch diefelbe Bezeichnung 
a,b, c, x bei, und machen BF= y, fo hat man AF=y— x, um 
die ähnlichen Dreiecke geben 


DF:y —=c6:a, woraus DF= 7, 


sm. 


CF :y—x =a:c, woraus CF = 


Seßt man in CF —DF=CD, für die Linien ihre Werthe, ce 
erhält man ‘ 


| or — Ip (ie Gleichung). 


Da man aber zwei unbekannte Größen, BA und BF, als befannte 
behandelt hat“, fo muß man noch eine weitere Gleichung finden. Deßhalb 
fälle man CG fenfreht auf BA, fo erhält man 

BC? ° 


BG : BC = BC: BA, woraus BG = —— — L. 


BA 
Aber dad Dreieck CBF ergibt 
CF? — BC? + BF? — 2BF x BG; 
erſetzt man nun die Linien durch ihre Werthe, fo ergibt fi 


2 (v—_y2 2 Ä 
I pP — I (2te Gleichung). 


Dur Elimination der unbekannten Hülfslinie y erhält man die Glei⸗ 
Hung, von welcher die erfte Unbekannte x abhängt; zu diefem Zweck bringe 
man zuerft bie beiden Gleichungen auf folgende: 
(a? —c?) y—a% — abe, 
(a?—c?) y?x-+2a? (c?—x?) y+a? x’—a?c’ı = 0; 
E —- abe 


a 
dann entnehme man aus der erfleny — un, und indem man biefen 


Werth in der zweiten fubftituirt, ande man nad den vorgenommenen 
Reductionen, wie oben: 


8 - (u?ꝰ -4+c)x— 2abe = 0. 


182. Die drei eben gegebenen Auflöfungen find nicht glei 
einfach, woraus hervorgeht, daß die fich zuerſt darbietenden Wege, wenn 
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man fie fofort einfehlagen will, oft zu mühfamen Berechnungen führen; 
es ift dann gut, wenn man noch einmal von vorne anfängt und zur Auf- 
findung eines leichtern Weges neue Verfuche madt. 


1383. Folgende Aufgabe wird und Geledenheit zu neuen, wichtigen 
Bemerkungen geben. 

Es ſei ein Quadrat OCMN (Big. 40) gegeben: man 
ſoll durch die Spige M eine Gerade fo ziehen, daß der 
zwiſchen den Linien AA’ und BB’, die ven von M gegen- 
überltiegenden Winfel O bilden, enthaltene Abſtand einer 
gegebenen Linie m gleich fei. 

Man laſſe für jet die punftirten Linien ver Figur, die fi auf Nro. 157 
bezichen außer Acht. | | 
Es ſei MQP eine Linie, die der Aufgabe Genüge leiftet; da man nun 
nach der Aufgabe eine beliebige Unbefannte annehmen kann, wenn fle nach⸗ 
ber nur zur leichtern Beftimmung der gefuchten Linie fich eignet, fo nehme 
man OP als Unbekannte, und es ft OP = x, OC = MC == a; außer⸗ 
dem hat man aus der Aufgabe felbft OP — m. Dieß vorausgefegt ri 

man aus den Ähnlichen Dreieden OQP und CMP 


00:MC=PO:PC; ba aber Bar 


QO: à =x:a-+x, woraus QO — Peer 


ü 2 
Das Dreieit OQP gibt ferner ra Srtgom og oder da 


PQ m ift, fo Hat man x?  ———, — F — m?, oder durch Reduction, 


[4] x- 2ax® — (m? — 2a?) x? — 2amꝰ x — a?m? = 0; 
fomit hängt die Aufgabe von einer Gleichung des vierten Grades ab. 


6 wurde im Vorigen angenommen, die Linie QP befinde fih im 

Winkel BOA’; die Aufgabe. ſelbſt verlangt aber nur, daß ſte zwiſchen den 
Geraden AA, BB’ liege, ohne einen ber vier rechten Winkel befonders zu 
bezeichnen. Man kann deßhalb die Bedingungen der Aufgabe auf viererlet 
Arten erfüllen, wie e3 die Figur anzeigt. Die beiden in den Winkeln BOA’ 
und AOB’ dargeftellten Auflöfungen finden immer ftatt; aber die beiden 
andern in dem Winkel AOB dargeftellten nur dann, wenn bie gegebene 
Linie m groß genug ift. 


Um die Gleichungen zur Beftimmung ber drei legten Auflöfungen zu 
bilden, bedarf es in den vorigen Folgerungen nur geringer Abänderungen. 
Bezeichnet man die Unbefannte OP’, oder OP’, oder OP” mit x, bs ges 
langt man inimer zu der Gleichung 


— 2ax? — (m? — 232) x? + 2am? x — am? — 0. 


3% 


PL 
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Wenn man in diefer Gleichung x in —x verwandelt, fo verfällt man, 
wie fich leicht bemerken läßt, wieder auf die Gleichung [4]; folglich genügt 
diefe für alle Auflöfungen der Aufgabe, wenn man nur darauf Rückſicht 
nimmt, daß man die negativen Werthe von x auf OA anträgt, während 
der pofltive Werth auf OA’ angetragen wird. . 


134. Die Gleichung [4] ift vollſtändig; mittelft einer paflenden 
Mahl der Unbekannten kann man aber zu einer einfachern und leiter aufs 
zulöfenden Gleichung gelangen. | 

&8 fei wieder MQP (Big. 40) eine Gerade, die der Aufgabe Genüge 
leiftet, und H fei die Mitte.von PQ: man nehme nun MH als linbefannte 
und fege MH = y; fo erhält man. - 


M=y- > M=y+-, a=\ G+J) 
— Dann erhält man wegen der Parallelen. MC und OQ 
CP: OC = MP: MQ, woraus MQ X CP.= OCXMP. 
Sept man für diefe Linien ihre Werthe, fo ergibt ſich die Gleichung 


-VG— — 


oder indem man ſie ins Quadrat erhebt und reducirt, 


2 2m? 
“__ 2 m). ,_ m’ _ am _\n. 





zuerſt 
2 — — 
Y=a+- taVatn 
und hierauf | 
ü — — — 
y= + taVatm. 
Der erſte dieſer Werthe tft immer reell und gibt die beiden Linien MOP 
und MP’Q’; ver zweite, welcher die Linien P’MQ’”’ und P’’MQ’” gibt, 


fann imaginär werden. Die negativen Werthe von y kommen nicht in Be⸗ 
trat, meil fie unbrauchbar find. | 


138. Ge war leicht vorauszuſehen, daß die Unbekannte y nur von 
Gleihungen des zweiten Grads abhängen würde; denn da ber Punkt M 


-von den Schenkeln des Winkels AOB gleichmweit entfernt iſt, fo muß offen- 


bar, wenn bie Auflöfung MQP gefunden iſt und man OP’ — OQ macht, 


welche Gleichung nad dem zweiten Grab aufgelöst wird. Man erhält 
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und MP’Q’ zieht, PQ’ —= PQ = m fein; alſo iſt P eine andere Auf⸗ 
löſung der Aufgabe. Ebenſo, wenn P’Q’ eine Gerade gleich m ift, 
und man nimnt OP’’ = 00” und zieht P’’MQ’”,-fo hat man au 
P’Q"’ — m. Wenn man ferner von PQ, P’Q’, P’Q”, PQ die 
Mitten H, H’, H”, H’”’ nimmt, fo muß offenbar der Abftand MH’=MH, 


und der Abftand MH’ = MH” fein; nimmt man daher den Abſtand 


vom Punkte M bis zur Mitte der Geraden m, bie einbefchrieben werben 
ſoll, als Unbekannte an, fo kann dieſe Unbekannte nur zwei verſchiedene 
Werthe haben und darf folglich nur vom zweiten Grad abhängen. 

: Anders verhielt es fih, als der Abftand des Punktes O 
von dem Punkte, wo die gefuchte Gerade die Linie AA’ ſchneidet, als 
Unbelannte angenommen wurde. Dann mußte die mit x bezeichnete Un» 
befannte vier ganz verſchiedene Werthe haben, nämlich 


x=0OP, x= — OP’, x= — OP”, x— — OP". 


Aus dem eben Gefagten ergibt fich folgende wichtige Negel: Bei 
der Wahl der inbefannten muß man immer diejenige vor- 
ziehen, welche am wenigften Werthe haben wird. 


136. Wenn e8 nach diefer Regel vorfommt, daß die Beziehungen 
zweier Größen zu ben andern in der Aufgabe jo gleichartig find, daß man 
bei der Wahl der einen oder der andern als Unbekannten zu ganz Ähnlichen 
Gleichungen gelangt, jo muß man beide weglaffen und dafür als Unbekannte 
eine Größe wählen, bie zu jenen beiden diefelbe Beziehung hat, zum Bei⸗ 
fpiel ihre Summe, oder ‚ihre Differenz, ober eine mittlere Proportionale, 
oder endlich irgend eine andere zweckmäßig gewählte Größe. 

Zumweilen bemerkt man fogleich, daß eine Größe keinen poſitiven Werth 
—- haben kann, ohne zugleich auch einen negativen von derſelben Größe 
— a zu erhalten. Dieſer Umſtand kann Veranlaſſung ſein, eine ſolche Größe 
als Unbekannte anzunehmen; denn man weiß dann zuverläſſig, daß in der End⸗ 
gleichung, von welcher die Unbekannte abhängt, von allen Wurzeln je zwei 
gleich ſind und entgegengeſetzte Vorzeichen haben, und daß folglich dieſe 
Gleichung nur gerade Potenzen der Unbekannten enthält. 

Ferner bemerkt man bei gewiſſen Fällen, wenn das Verhältniß zweier 
Größen als Unbekannte angenommen wo daß diefe den Werth a nicht 


haben kann, ohne zugleich ben Wert - - zu haben; ; dieß zeigt an, Daß 


die Unbekannte durch eine reciproke Steigung gefunden wird; eine foldhe 
Gleichung iſt aber bekanntlich von einem um die Hälfte niederern Grad, und 
diefe Ruͤckſicht kann als entfcheidend erfcheinen. 


157. Unter ven Unbekannten, die beim erften Anblick mit gleichen 
Vortheil anwendbar erfheinen, iſt jedoch noch eine Wahl zu treffen, wenn 
man bie möglichſt einfache Auflöſung wuͤnſcht, und dieſe ur ift zumellen 
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fo ſchwer, daß fle oft mehr vom Glück, als vom Scharffinn abzuhängen 
ſcheint. Die legte Aufgabe fol und noch einmal ald Beifpiel dienen. 

Nehmen wir, mie oben (Nro. 153) an, bie Linie MQP gemüge der 
Aufgabe und errichten auf MP die Senkrechte PR, welche die verlängerte 
MN inR trifft: fo ift Bar, daß der Bunft P beſtimm iſt, ſobald man 
den Punkt R kennt; denn man darf dann nur über MR ald Halbmeſſer einen 
Halbkreis befchreiden. Man fommt freilich nicht gerade auf den Gedanken, 
die Entfernung NR al8 Unbekannte anzunehmen ; es wird ſich indeſſen bald 
zeigen, daß man auf diefe Weife ein äußerft einfaches Nefultat erhält. 

&8 fei nun NR —= z; man made fener MO = u und fälle die 
Senfrehte PS auf MR. Die Dreiede MNQ und PRS find congruent; 
denn fie find rechtwinklig und MN —= PS; alfo it PR=MQ = u. 
Nun ergeben fich aus nem rechtwinfligen Dreieck MPR bie beiden Gleichungen 


MR? = MP? + PR?, MR<PS= MP PR. 


Sept man für die Linien ihre analytifchen Bezeichnungen, fo ergibt fich 
a+9?=- mt? +wW, a+Ja=m+uu; 


und man hat fomit zwei Gleichungen zwifchen zwei Unbefannten. Bringt 
man den Punkt P in die vier Lagen, die er einnehmen fann, fo erfiebt 
man, daß diefe Gleichungen nod) ftattfinden, nur mit dem Unterfchied, daß 
z fein Borzeihen ändert, wenn der Punkt R auf NR’ fält, und ebenfo u, 
wenn) in Beziehung auf ven Punkt P, der immer auf der Linie AA’ bleiben 
muß, auf die andere Seite vom Punfte M zu liegen kommt. 

Man eliminire u, indem man die zweite Gleichung zweimal von ber 
erften abzieht; dann erhält man 


2? — a? + m?, woraus z—= + Va?-+m?, 


welches Nefultat unerwartet einfach ift und zu folgender Conftruction 
Anlaß gibt. 


Man errihte MT —= m fenfreht auf MN, und ziehe NT, fo if 
NT = Va? + m?; man muß alfo NT auf der verlängerten MN von N 
aus bis R und R’ antragen, dann über MR und MR’ Salbfreife befchreiben, 
welche die Linie AA’ in den Punkten P, P’, P”, P’” ſchneiden; ſo erhält 
man die Auflöſung der Aufgabe, indem man die vier Geraden MOP, 
MP’Q’, P’MQ”, P’"’MQ”' zieht. Die Durchſchnittspunkte P’ und P’’ 
verfehwinden, wenn MR’ < 2MC, das heißt V®tm—-a<2a 
ift. Daraus folgert man leicht, daß m < 2ar/?2, oder auh m<2QM, 
wenn man berüdfichtigt, daß die Diagonale OM —= al? tft; alfo ift die 
Eleinfte Linie, die man im Winkel AOB durch den Punkt M ziehen kann, 
gleich dem doppelten Abſtand OM. 
Dieſe Conſtruction kannte ſchon Pappus, ein Mathematiker aus 
Alexandrien, der ums Jahr 400 n. Ch. lebte. 
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1358. Nach den eben gegebenen Erörterungen wird es für ben 
Leſer, der mit ben Lehrfügen der Geometrie vertraut äft, feine große Schwie- 
rigfeit mehr haben, die Aufgaben in eine Gleihung zu bringen. 

Kommen in der gegebenen Aufgabe Winkel vor, ſo muß man zwifchen 
den Schenkeln diefer Winkel Linien ziehen, wodurch Dreiecke entjtehen, und 
anftatt diefer Winkel führt man die Seiten der Dreiecke ober vielmehr bie 
Verhältniſſe diefer Seiten in die Rechnung ein. Man Fann fi auch der 
trigonometrifchen Linien bedienen, was im Grund dasfelbe ift; 
denn biefe Linien find felbft die Seiten oder vielmehr die Verhältniſſe ber 
Seiten gewiſſer rechtwinfliger Dreiede. 

Kommen Flächen in Betracht, fo kann man fie durch) Ouadrate oder 
Rechtecke erfegen, und durch Ausdrüde wie a? und ab darftellen. Enthält. 
die Aufgabe Körper, fo kann man gleichgroße Guben oder rechtwinklige 
Parallelepipeden dafür feßen, und diefelben durch) Ausdrücke von ber Form 
a®, a?b,. abe bezeichnen. 


Bon den negativen Werthen der Unbekannten. 


159. Bei der Anwendung der Algebra auf Zahlenaufgaben findet 
man zumeilen für die Unbekannten negative Werthe. Diefe Werthe eignen 
fich befanntlich nicht für die Aufgabe, wenn Iegtere mit allen darin ent- 
Haltenen oder folden Einſchränkungen vorgenommen wird, hie oft entweder 
im Anfang oder in Verlaufe der Rechnung unter gewiffen Borausfegungen 
in diefelbe eingeführt werden; auch weiß man, wie diefe verfchiedenen Arten 
von Einſchränkungen durch die VBeranderung des Vorzeichens der Buchftaben, 
welche bie Unbekannte in den Gleichungen ausbrüden, befeitigt werden Fönnen. 
Diefe Bemerkungen finden bei ven geometrifchen Aufgaben, welche algebraifch 
aufgelöst werden, ebenfalls ihre Anwendung, was in holgendem erörtert 
werden ſoll. 


160. Nehmen wir noch einmal die Aufgabe von Nro. 145, in 
welcher eine Gerade nach dem äußern und mittlern Verhältniß 
getheilt werben foll. Dieſelbe fallt offenbar mit folgender zufammen: 

&ine Gerade AB (Big. 41) fo in zwei Theile AM und MB 
zu theilen, daß der eine Abſchnitt AM die mittlere Pro- 
portionale zwifhen der ganzen Linie AB und dem andern 
Abſchnitte MB fei. 

Macht mn AB=a, AM =x, ſo it UB — a — x, und die 
Gleichung der Aufgabe iſt 


11 x2 a(a — V), 
aus welcher ſich die zwei Werthe ergeben 


_ 24 * a 
ı—_ 14 @+: 





8 * 
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Der erfte Werth iſt poſitiv und Fleiner als a; alfo beſtimmt berfelhe - 
wirklich einen zmifchen A und B gelegenen Punkt M, mie e8 die Aufgabe 
verlangt. Der zweite iſt aber negativ und eignet fich deßhalb nicht für 
die Aufgabe. j 


Aendert man in der Aufgabe das Vorzeihen von x, ſo wird dieſelbe 
2) "=aa+tn, _ 


und indem man ven Werth von x, der gerade vorhin negativ war, poſitiv 
nimmt, erhält man den Ausdruck | 





1834 "+5, 


welcher der Gleichung [2] genügen muß. Diele Gleichung iſt nun gerade 
dieſelbe, die man erhält, wenn man auf der Verlängerung der Geraden BA 
über A hinaus einen Punkt M’ fuht, fo daß der Abſtand AM’ die mittlere 
Proportionale zwifchen dem Abftand BM’ und der gegebenen Geraden AB 
ſei. Daraus folgt, daß, wenn man den pofltiven Werth von x auf AB 
rechts von A, und den negativen Werth von x, ber ohne Rüdficht auf fein 
Borzeichen genommen wird, auf AX links von A anträgt, alle Auflöfungen 
der in folgender, allgemeiner Weite geftellten Aufgabe ſich ergeben: 

Auf einer unbegrenzten Geraden, bie durch zwei ges 
gebene Punfte A und B-gebt, foll ein Punft beftimmt 
werden, deſſen Abftand vom Punkte A die mittlere Pro— 
portionale zwifhen feinem Abftand vom andern Punkte 
B und der gegebenen Entfernung AB ſei. 

Diefe Faſſung der Aufgabe ift, wie man flieht, von der Befchränfung 
frei, nach welcher der verlangte Punkt zmifchen A und B, und nicht anderswo 
fich Befinden follte. 


181. Man hätte diefe Iegtere Faſſung auch zuerſt geben können; 
dann "hätte man, indem die Aufgabe als aufgelöst betrachtet und angenommen 
worden wäre, der Punkt M entfpreche allen Bedingungen, noch bie Unbes 
fannte AM — x gemadit, und wäre fo zu berfelben Gleichung [1] und 
denfelben Werthen von x gelangt. Aber dann wäre von Anfang an eine 
der Aufgabe fremdartige Beichränfung hereingebradht worden; denn man 
hätte Die Hechnung von der Vorausfegung abhängig gemacht, daß ter ges 
ſuchte Punkt M zwiſchen A und B liege. Nun entfpricht aber blos ver 
pofitive Werth diefer Vorausſetzung, während der negative Werth, wenn 
er pofitiv genommen und auf der Seite AX, welche der Seite, wo ber 
Punft M gefucht wurde, entgegengefeßt iſt, angetragen wird, die zmeite 
Auflöfung der allgemeinen Aufgabe ausmacht. 

So dient der negative Werth bald zur vollfländigern Aufiöfung einer 
Aufgabe, wovon die vorgegebene Aufgabe nur ein befonderer Tall ift, 
bald zur Aufhebung einer Befchränkung, bie zum Behuf der Folgerungen 
und Berechnungen eingeführt wurde. Für alle Fälle ift aber zu bemerken, 
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daß dieſer als abfolnte Größe genommene Werth auf der Seite angetragen 
wurde, welche derjenigen, wo ber gefuchte Abftand fich befinden mußte, 
entgegengefebt if. Deßhalb flellen wir folgenden Grundfaß auf: 

Wird die Algebra zur Auflöfung einer geometrifhen ° 
Aufgabe angewendet, und man nimmt ald Unbekannte 
‚auf einer gegebenen Linie eine Entfernung an, die von 
einem auf diefer Linie befindlichen feften Bunkte aus— 
gebt, fo müffen die negativen Werthe der Unbekannten 
in einerdervorhbin angenommenen entgegengefetten Rich— 
tung genonmen werden. 

Diefer Grundfag unterfcheidet fich eigentlich nicht von dem, der im 
erften Theile (Nre. 7) aufgefteltt wurbe; auch ift zu bemerken, daß er nicht 
zu denjenigen gehört, die man a priori beweifen fann. Man gelangt zu 
demfelben durch Analogie oder durch Erweiterung der Vegriffe, und er wird 
hernach durch Anwendungen beſtätigt. 


162. Dieſelbe Aufgabe möge auch dazu dienen, den Leſer auf einen 
bedeutenden Fehler, in welchen man zumeilen verfällt, aufmerkffam zu machen. 

Es wurde vorhin nicht angenommen, daß der gefuchte Punkt ſich auf 
BY befinden könnte; denn da für einen beliebigen auf dieſer Seite gelegenen 
Punkt N der Abſtand AN größer ift als AB und als BN, fo kann nicht 
AN? = AB><BN fein, wie es die Aufgabe verlangt. Nehmen wir 
nun für einen Augenblid an, diefe Bemerkung fei und entgangen und es 
fei der Punkt N nad der Bedingung AN? = AB X< BN zu beftimmen, 
fo daß der Abſtand BN als Unbekannte - angenommen werde. Indem 
BN = x gefeßt wird, bat man AN=a + x, und die aufzulöfenbe 
Gleichung ift nun: 

a+29?’=x oder xꝰ 4 ax 4 22 0. 


Hieraus ergibt ſich 
—14 V- 


welche Werthe imaginär find * eine unm hitchtei andeuten. Man würde 
ſich aber fehr irren, wenn man daraus ſchließen wollte, daß die Unmög⸗ 
lichkeit in der Aufgabe ſelbſt enthalten ſei; denn das oben Geſagte zeugt 
vom Gegentheil. Die Unmöglichkeit liegt bier einzig und allein in der An⸗ 
nahme, daß der gefuchte Punkt fi auf BY befinde. Um ſich davon zu 
überzeugen, fuche man, ob es auf der andern Seite BX einen Punft gebe, 
der die Bedingung der Aufgabe zu erfüllen vermag. Man bezeichne wieder 
den Abftand vom Punkte B 5i8 zu diefem unbekannten Punkt mit x, fo iſt 
deſſen Abftand von A entweder a — x oder x— a, je nachdem er vor 
oder Hinter vem Punkt A Tiegt. 

Im erften Kal hat man (a—x)?=ax, und im zweiten («—a)’—ax. 
Diefe beiden Gleichungen führen auf folgende: 

x? — 3ax —— a? — 0; 
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folglich gibt diefe letzte zugleich den Punkt M und M*; wirklich findet man 
bei ihrer Auflöfung zwei reelle und pofitive Werthe, nämlich: 


u | 
FRE 
2 — 4 


Wenn daher eine unbelannte Entfernung auf der 
Seite gefuht wird, welde derjenigen, wo fie liegen 
muß, entgegengefest ift, fo wird die fehlerhafte Vor— 
ausfegung nicht immer durch negative Werthe beridhtigt, 
‚wie man meinen konnte. Diefer Irrthum ift wirklich in dem obigen Bei- 
fpiel erſt durch imaginäre Werthe angedeutet worden. 


Yon der Sleichartigkeit (Homogöneite). 


‚163. Bei algebraifchen Berechnungen werben die Buchftaben ala 
Ausdrücke für Zahlen oder Verhältniffe betrachtet; folglich muß man in ven 
Formeln und Gleihungen, auf welche die geometrifchen Aufgaben führen, 
die Linien, Flächen und Körper anfehen, als wären fie in Zahlen aus⸗— 


gevrüdt. So bedeutet die Formel x — ? ++ s, wo a,b,x Linien be- 


zeichnen, daß man bie Anzahl der in b enthaltenen Längeneinheiten dur 
die in a enthaltene Zahl von Längeneinheiten dividiren und zum Duotienten 
2 abdiren müffe, um bie in der unbefannten Linie x enthaltene Anzahl von 
Zängeneinheiten zu erhalten. 


16A. 3 gibt aber über die Form der Gleichungen, in welchen 
geometrifhe Größen vorkommen, einen michtigen hieher gehörigen Grund- 
faß, den man das Gefeg der Gleichartigkeit nennen fönnte, und 
der alfo lautet: Wenn in einer Gleichung Linien durch Buch— 
ftaben a,b,c,... dargeſtellt werden, und ed ift keine be- 
fondere Linie als Einheit angenommen, fo muß die Glei— 
Hung in Beziehung auf diefe Buchſtaben gleidhartig, 
oder die Summe mehrerer gleidhartiger Gleihungen 
fein. * j 


— — nn 


Ein Ausdruck oder eine Gleichung heißt in Beziehung auf gewiſſe Buch⸗ 
ſtaben gleichartig (homogene), wenn alle Glieder in Beziehung auf 
diefe Buchftaben von demſelben Grabe ud. So ift die Gleichung, 


2ax + 3a Vbe = bx — se 


in Beziehung anf a, b, c, x gleichartig, und der Grad der Gleichartigfeit 
ift 2, weil alle Glieder vom zweiten. Grabe find. 


Beſtimmte Aufgaben. 119 


Dieſer Satz bewäßt ſich bei allen Gleichungen, die nach grow. 
fchen Lehrſätzen gebildet find, und offenbar muß er auch bei allen Gleichungen 
fattfinden, die von jenen durch algebraifche Rechnungen abgeleitet werben. 
Folgendes möge hiezu als allgemeine Begründung dienen. 


Zur anfhaulihern Darftelung werde folgende befondere Formel 
genommen: 


J _ 3 3 _ 
1] aꝛ Vace + Vab — Ved — - +2=0 


welche in Beziehung auf a, b, c, d nicht gleichartig if. Man nehme an, 
bieje Buchflaben ftellen Linien vor, und es fel Feine befondere Kinte als 
Einheit gegeben, oder mit andern Worten, die Einheit ſei unbeftimmt 
geblieben. 

Zu bemerken tft, daß in diefer Gleichung die angedeuteten Operationen 
lauter Rechnungen find, fomit kann diefe Gleihung nur dann einen Sinn 
haben, wenn bie Buchftaben a, b, c, d nicht die Linien felbft, fondern viel- 
mehr die Zahlen oder Verhältniffe-bezeichnen, die man durch Mefjung der 
Linien mit einerfängeneinheit erhalten würde. Auf diefe Weife muß wirklich 
bie Gleihung verflanden werden; um aber jede Unflarheit -zu befeitigen, 
follen für einen Augenblick die Linien felbft mit A, B, C, D bezeichnet, und 
a, b, c, d nur als einfache Verhältniffe betrachtet werden. Nach der Vor 
ausſetzung ift die Einheit unbeftimnt geblieben; nehmen wir fte beliebig 
und bezeichnen ſie mit A; dann können die Buchftaben a, b, c, d in der 
Gleichung [2) ats Verbättniffe der Linien A, B,C, D zur Linie A bes 
tradhtet werben. 

Ferner Fann man, anftatt eine Linie P unmittelbar auf bie Einheit A 
zu beziehen, zuerft P und A mitterft einer beliebigen Linie o in Zahlen aus⸗ 
drücken, dann gibt offenbar bad Verhältniß diefer beiden Zahlen das Ver- 
hältniß von P zu A. 

Bezeichnet man nach dieſer Bemerkung die Zahlen, durch welche die 
auf eine beliebige Einheit o bezogenen Linien A, B, C, D, A ausgedrückt 
- werben, mit a’, b’, c’, d’, A’, fo find die Verhältniſſe von A, B, C, D zu 

! f 14 > 
A gleich 2, 7 =, . Dieſe Verhältniſſe ſind aber in der Gleichung 
[1] mit a, b, c, d bezeichnet; man kann alſo dieſe Berhältniffe anftatt dieſer 
Buchſtaben fegen, dann ahitt man 


ab’ ed + dr | 
mt + 7—V 0. 


Man dieſe gleichung zuerſt ſo ſchreiben: 


VX car an _ d’ı’s _ 
mt m ve u ZUR 77 Ch 
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und dann, Indem man auf beiden Seiten mit A’? multiplicitt, erhält man 
— 3 3 3 a8 
[2] a? +9 Va’d + Var _ Vednt— u +, = —=(, 
oder was vasſelbe it, 
————— —D —— — De 0. ' 


Grianern wir ung nun, daß die Einheit A beliebig genommen werben 
fann, und beachten , daß, weiches auch dieſe Linie ſein mag, die Verhält⸗ 
niſſe a’, b/, c’, d', der Linien A, B, C, D zur Einheit o fh nicht ändern 
dürfen, daß aber das Verhältniß Y’ von A zu oe Äh nothwendig ändern 
und ſelbſt jeder beliebigen Zahl gleich werben fann. Dakaus läßt ſich fol« 
gern, daß die vorige Gleichung für alle Werthe von &’ flattfinden muß; 
alfo müffen die Factoren der verſchiedenen Potenzen von A’ einzeln zu Null 
werden, was folgende Gleichungen gibt: 

a? Va’—=0, Vah _VoE — 0, 3 0. 

Da a’, b’, c’, d’ die Verhältniſſe der Xinien A, B, C, D, zu einer be⸗ 
liebigen Einheit e, die ganz ohne Rückſicht auf die betreffenden Linien ge⸗ 
nommen wirb, darftellen, fo iff die Bedeutung der accentirten Buchftaben 
a’, b’, c’, d’ durchaus diefelbe, wie die der Buchftaben a,b, c, d in ver 
Gleichung [1]. Man kann alſo beliebig die vorigen Gleichungen beides 
halten oder die Accente darin weglaffen und fchreiben 


3 3 
[3] "+ bVao=0, VYb— Ved=0, L_2=0. 


Diefe Yaffen ſich aber unmittelbar aus der Gleichung [1] ableiten, 
indem man je die Glieder beöfelben Grades mit einander verbindet, und jede 
Verbindung gleich Null fekt. 

Somit ift das Gefe der Gleichartigfeit beiwiefen, und man ſieht ferner, 
wie bie einzelnen Gleichungen, in welche die gegebene Gleichung, wenn ſie 
nicht gleichartig iſt, zerfällt, erhalten werden. 

Auch iſt zu bemerken, daß der Grundſatz und ſein Beweis noch gelten, 
wenn die Gleichung Flächen und Körper enthält, wobei nur darauf zu 
achten iſt, daß die Buchſtaben, welche Flächen darſtellen, als zwei Factoren, 
und bie, welche Körper darſtellen, als drei Factoren gezählt werben. 


108. Das Gefeg der Gleichartigkeit ift nicht mehr anwendbar, 
fobald eine gegebene Linie als Einheit angenommen wird ; denn dann ver- 
ſchwinden bie Bactoren und Theiler, welche biefer Linie gleich find. Es ift 
jedoch Immer Leicht, die Gleichartigkeit Herzuſtellen, wenn man dieſe Fac⸗ 
toren und Theiler wieder in die Gleichung ſetzt. Dieß zeigt die Vergleichung 
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der Gleichungen [1 und 2] auf's Deutlichfte: im letzterer tft A’ Feine will⸗ 
führliche Zahl mehr, da A Feine unbeflimmte Einheit, fondern eine gegebene 
als Einheit angenommene Linie ift; dabet tft die Hülfseinheit o, auf welche 
die Linien A,B, C, D, % bezogen find, ganz willkührlich. Somit ſtellen 
a,b’, ec, W” N vie Zahlen vor, die man erhält, wenn man bie Linien ber 
Aufgabe mit einer beliebigen Einheit, die unbeftimmt Kleibt, mißt. Zur 
Vereinfachung nehme man die Accente weg, fo erhält man 


(8b Vao+ Van — N 0 


Die Buchſtaben a, b, c, d haben jedoch nicht mehr dieſelbe Bedeutung, 
wie in der Gleichung [1]: denn zuerſt nahm man A = 1 an, fo daß dieſe 
Buchftaben die andern auf die ald Einheit angenommene A bezogenen Linien 
bezeichneten, während jegt die Einheit ganz unbeftimmt bleibt; auch ift zu- 
bemerken, daß die Linie A wieder fo in die Gleichung eingeführt wurde, daß 
die Gleichartigkein wieder hergeſtellt iſt. 


Da die Gleichung [2] von der Gleichung [1] abgeleitet wurde, indem 
a „ oo N Y. 
Man d, due für a, b... feste, und bie gleichartige Gleichung [4] 
von ber Gleichung [2] herkommt, indem man überall die Accente wegluͤßt, 
ſo kann man offenbar zu dieſer gleichartigen Gleichung gelangen, wenn man- 


fogleih füra,b... in der Gleihung [1] be , e . feßt. Man wir fo 


auf die vorgefchriebene Regel geführt, um in Mi — 2* Formeln 
(Nro. 19) den Halbmeſſer wieder herzuſtellen. 


Conſtruction algebraiſcher Ausdrüde. 


166. Die Algebra erſetzt nicht nur das graphiſche Verfahren durch 
Rechnungsmethoden, welche jede beliebige Annäherung gewähren, ſondern 
ſie iſt ſelbſt auch das ſicherſte Mittel zur Auffindung der Conſtructionen, 
welche bei einer geometriſchen Aufgabe in Anwendung kommen koͤnnen. 
Died konnte man ſchon bei den in Nro. 145 und 157 angeführten Bei⸗ 
-fpielen vorausſehen und es fol in folgendem Abſchuut noch näher entwickelt 
werden. 


167. Zuerſt ſoll gezeigt werden, wie man eine unbekannte Linie x, 
die ohne Wurzelzeichen als Function ber bekannten Linien a, b, c ... aus⸗ 
gedrückt iſt, mit Lineal und Zirkel conſtruiren kann. Es ſollen nur gleich⸗ 
artige Gleichungen als Beiſpiele dienen, weil ſich die andern auf ſolche 
zurückführen laſſen (Nro. 165). 
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1) Es fi 


ı=—: 


Diefer Worth ift gleich dem vierten Gliede bee Proportion 
e:a=b:x; B 
man erhält alfo x, wenn man zu ben brei Linien c, a, b eine vierte Pro« 
portionale conftruirt. 
2) Es fi 
— 2etbe, 
ge 


Diefer Ausdruck läßt fi fo zerlegen: x — ah. Mittelſt 


einer vierten Proportionale findet man eine Linie @ gleich 2, und 


man hat dann x = m. Nun kann man fehreiben x -2 x Fi 


und indem man wieder eine vierte Proportionale 8 zu ® ſucht, Hat man 


ı= &, welcher Ausdruck felbft mittelft einer vierten Proportlonale 
conſtruirt wird. 


3) Hätte man 
am® ¶ bm? cm 
. ıSmtrmtv 
fo wäre es offenbar genügend, wenn man bie vierten Proportionalen fuchen 
würde. In dieſem Kalle Iaffen ſich aber die Gonftructionen auf folgende 
Weiſe ziemlich elegant an einander fügen. 
RM — m und RN nz man befchteibe einen 
ziehe MT parallel mit NS, made NA = a, und 
a F ſchneidet; nun hat man 
NA:MF, oder n: m — a: MF, 


am 


— 
Zieht man FF’ parallel mit RN und fegt FB = b, fo hat man 
NB=MF+FB=®-+b; 
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wenn man baber RB zieht, welche die MT in G trifft, fo iſt 
RN :RM — NB: MG, ober n:m= = +5: MG, 


woraus 
1 — am? _ hm. 
n n. 
Es ſei endlich GG’ auch parallel mit RN, “ GC= 6;fo hatı man 
N=ME+W@c=° * mm = +6; 


folglich, wenn RC gezogen wird, mehr MT in H ſchneidet, ergibt ſich 
am 


mi te: MH, 


woraus 


m Br 
OO MER +H+T 
alfo tft x = MH. 
4) Es fei 
_u— 
— mn + p? 


' Indem man darauf NRüdficht nimmt, daß der Buchftabe d in diefem 
Ausdruck öfter als die andern vorkommt, mache man 


abe = da, mmn=dß, pP=dy 


fo erhält man. 
d? («—d) _ d(a—d) . 


dd) Br 


Man erhält aljo x, indem man zu den drei Linien 4y, w—d und 
d eine vierte Proportionale fuht. Was die unbekannten Kinten &, B, y 
betrifft, fo laſſen fich Diefe-au8 den oben angenommenen Gleichungen bes 
flimmen, woraus fi ergibt 
_.. abe __ mn _Pp 
= Peg 1. 





x — 


welche eingliedrige Ausdrücke denen der vorhergehenden Beiſpiele ähnlich ſind. 
Der ganze Kunſtgriff beſteht bei dieſer Methode offenbar darin, den Zähler 
und Nenner in Producte aus Factoren des erſten Grades umzuformen. 


5) Es ſei noch 
x ab +ct—Ra?b’—2arc?— 2b?e? 
a®b--ab?-ta°c-+Hac?b?c-+be?F2abe 
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Die Uebung im Rechnen Läßt zuweilen bequeme Zerlegungen finden, was 
bier der Ball iſt; denn bei einiger Aufmerkfamfeit erfennt man, daß diefer 
Ausdruck fi in folgenden verwandeln läßt: 

__ (@a+b-+c) (a-+b—c) (a-+c—b) (a—b—c) 
—— 

Dieſer iſt leicht zu conſtruiren, da er nur Producte von bekannten 

Linien enthält. 


168. Wir gehen nun zu Ausbrüden über, welche Wurzelwerthe 


des zweiten Goades enthalten. Die einfachften find folgende: 
s—- Vab,. ı = Veıb®, ı- Vtp 


Der erſte, x— Vab tft eine mittlere Besportionale zwifchen ben 
Linien a und b, und die Geometrie Liefert zur Beftimmung verfelben mehrere 
Conftructionen. Der zweite, x = Vaꝰ — b?, iſt die Hypotenuſe eines 
rechtwinkligen Dreiecks, veffen Catheten a und b find. Der vritte endlich, 
x — Var p2, ift die Cathete eines rechtwinkligen Dreiecks, das a 
zur Hypotenufe, und b zur andern Gathete hat. Pan kann au 

a® — b? in V(a + b) (a — b) zerlegen, dann ift x bie mittlere Pro- 
portionale zwiſchen a b md a—b. 
Um die in Nro. 154 gefundenen Werthe für y, 
=\/ ?-1m+aVYa® + m? 


zu conftruiren, errihte man mit ben Catheten a und m ein rechtwinkliges 
Dreieck, und ein anderes mit ben Gatheten a und 4m; bezeichnet man ihre 
—* mit & und ß, fo verwandeln ſich die Werthe von y in folgende: 

— vVR + ae. Um für ae ein Quadrat zu erhalten, nehme man 
Foifäen a und «x bie mittlere Proportionaley, dann hat man y-V By”, 
welche Werthe fi mittelft rechtwinkliger Dreiecke conftruiren laſſen. 


Betrachten wir jet einen Werth von beliebiger Zufammenfegung, 
zum Beifpiel 


ac a?b? — abe? + c* 
V ac + b? 


Man verwandle zuerft die Größe unter dem Wurzelzeichen in einen 
Bruch, deſſen Zähler und Nenner, wie in Nro.167, Producte aus Linien 











find. Man feße deßhalb a?b? — c’«, abe? — 038, b? = cy; dann 


erhält man 


ac et (Pre) _ c? nn 
“7 + ee c@4+) —. b ee) 
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Nun “ man zwei Linien 8 und 6’, die als vierte Proportionalen 
| gleich F — und ° (a — find, ſo hat man = 65 + Ved; endlich 


fei o * mittlere Proportionale zwiſchen c und 5’, fo ergibt ſich x—d-te, 
und man darf nur noch diefe zwei Linien zufammen addiren. | 
Die durch &, 8, y dargeftellten Rinien findet man mittelft vierter Pros 
portionalen; denn man hat | 
_ ab? = ab be 
es” = 7'. 177 


169. Die Eonftructionen werben nicht fehwieriger, wenn ber 
Wurzelerponent des Radi anden eine Potenz von 2 ift. Es ſei zum Beiſpiel: 


1— V 
— aö+b? 


fo läßt ſich die Größe unter dem Wurgelzeichen leicht in ein Probuct aus 
vier einfachen Factoren umformen. Man fehe deßhalb ' 


bh® — — aꝰæ, bpb’ — — ae, 
fo erhält man 
4 | 
1— (Gt _ V 2° @ 30-8) 
. a? (a+«) \ ao j 


E a(a—3a-+ß) 
"ate 
und bie mittlere Proportionale aus V» ay mit o, fo ergibt fi 


Vin Vay= Va = Vs, 
wo nur noch die mittlere Proportionale zwiſchen a und 8 zu fuchen ift. 


Bezeichnet man die vierte Proportionale aus mit y, 


170. Die Gleichungen vom zweiten Grabe laſſen fi auf die Form 
x? + ax — q bringen. Bezeichnen a und x Linien, fo erforbert bie 
Gleichartigkeit, daß q, ohne Rückſicht auf fein Vorzeichen, eine Fläche 
oder ein Product aus zwei Linien vorftelle.. Es fei b? ein dieſer Flaͤche 
gleiches Quadrat, fo erhält man, wenn man in der Gleihung alle mit den 
Borzeihen ihrer Glieder möglichen Combinationen vornimmt, folgende vier 
Gleichungen: 


[1] x? — ax — — 2}, [2) 2 tax = — b*, 
Bj 2 —x=-+b, 4] ® ax = +. 


Zieht man aus diefen Gleichungen die Werthe von x, fo erhält man 
lauter Wurzelgrößen bes zweiten Grads; dabei iſt jedoch zu bemerken, 
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daß es nicht nöthig iſt, biefelben aufzulöfen, um die Wurzelwerthe zu 
conflruiren. 


Die erſte Gleichung, x? — ax — — b?, wenn fie unter bie Form - 
x(a —9)=b’ 


gebracht wird, zeigt, daß x und a — x zwei Linien find, beren Summe 
gleich einer gegebenen Länge a, und deren Rechteck gleich einem gegebenen 
Quadrate b? iſt. Man befchreibe daher (Fig. 43) auf einem Durchmefler 
AB glei a einen Halbkreis; errichte auf AB die Senkrechte BC gleich b, 
ziehe CF parallel mit AB, bis fie den Halbfreis in D fchneidet, und fälle 
hierauf die Senkrechte DE auf AB; dann find die Abfchnitte BE und AE 
die Werthe der Unbekannten. Denn es fei x einer der Abſchnitte, fo ift der 
andere a—x; nun ift BE>< AE = DES, alſo x (a — x) — b?, wo» 
durch die Br aung aufgelöst ift. 

Iſt BC — 4AB oder b? — 1a?, fo wird die Xinie CF zur Tangente, 
und die beiden Abſchnitte AE, BE find gleich La: dieſer Ball entfpricht dem⸗ 
jenigen, wo die Wurzeln ver Gleichung einander gleich find. Wenn aber 
BC größer wird als ZAB, fo trifft die CF den Kreis nicht mehr, welcher 
Umftand dem Balle der imaginären Wurzelgrößen entjpricht. 

Die Sleihung[2], x? + ax = — b?, hat feine pofltiven Wurzeln. 
Perändert man in verfelben x in —x, fo wird daraus x? — ax — — be, 
welche Gleichung der erften ähnlich ift; wenn man daher die Wurzeln von 
dieſer gefunden hat, fo muß man benfelben für [2] dad Vorzeichen — geben. 


Nehmen wir jegt die Gleihung [3] und ſchreiben ſie auf folgende 
Weiſe: 
x(x — a) = B®. 


Bei dieſer Form ſieht man, daß x und x — a zwei Linien find, deren 
Differenz gleich a, und deren Rechteck gleich b? if. Um fie zu finden, 
befhreibe man (Big. 44) über dem Durchmeffer AB = a einen Kreis, ziehe 
- bie Tangente BC = b, und von C aus durch den Mittelpunkt die Secante 

“ CDE: fo find die Werthe von x gleich CE und gleihd — CD; denn wenn 
jeder derſelben in die Gleichung x (x — a) — b? gefegt wird, fo gelangt 
man in beiden Fällen zu der Gleichung CD X CE —= BC”, beren Nichtig- 
keit in der Geometrie bewiefen wurbe. 


Die Gleichung [4] hat die Wurzeln der Gleichung [3] mit entgegen- 
‚gejegten Vorzeichen; die Werthe von x find folglich 


x— (D und xs=— CE. 


171. Die irrationalen Ausdrücke, die ſich nicht auf Wurzelgrößen 
des zweiten Grades bringen laſſen, werden hier nicht aufgeführt, da es 
nicht möglich iſt, ſolche mit der geraden Linie und dem 
Kreiſe, welche Linien in der Planimetrie blos vorkommen, 
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zu conflruiren. Diefer Sat, deſſen Beweis gewöhnlich übergangen 
wird, kann indeſſen auf eine fehr einfache Weife bewiefen werben. 


Nehmen wir wirklich an, die betreffende Aufgabe laſſe ſich durch bloße 
Anwendung von Linien und Kreiſen auflöfen, man wiſſe aber nicht, wie 
diefe Linien gezogen werden müffen; fo ift wenigſtens klar, wenn man bie 
auf einander folgenden Gonftructionen aus den gegebenen Stüden (Geraden, 
Kreifen und Winkeln) zur Auffindung der unbekannten Linien aufmerkffam 
verfolgt, daß es doch immer möglich ift, diefe Gegebenen durch eine Ver⸗ 
"bindung von Dreieden, die alle vollkommen beftimmt And, mit der Unbe⸗ 
fannten in Beziehung zu bringen. Nun hat man aber in der Trigonometrie 
gefehen, daß in allen Fällen, wo ein Dreieck beftimmt wird, die unbekannten 
Stüde entweder ald Functionen der bekannten, oder durch rationale For⸗ 
meln, oder durch Formeln, die nur Wurzelgrößen vom zweiten Grad ent⸗ 
halten, auögebrüdt werden; dasſelbe muß alfo auch noch bei unbefannten 
Werthen, die durch die letzten Dreiecke gegeben find, der Ball fein. Dabei 
ift wohl zu merken, daß für die Winfel immer ihre Sinus, Coſinus ꝛc. 
geſetzt werden. 


Daraus folgt, wenn eine Aufgabe mit dem Lineal und dem Zirkel 
aufgelöst werden kann, fo müſſen die mittelft der Algebra gefundenen Un» 
befannten entweder rationale oder foldhe Größen fein, die fi auf Wurzel- 
werthe vom zweiten Grab bringen laffen. Wenn man folglih auf Aus 
drücke kommt, welche auf Feine dieſer Formen gebracht werben können, fo 
muß man daraus fließen, daß die Aufgabe nicht zur Claſſe derer gehört, 
die fi mittelft der Elementar » Geometrie auflöfen laſſen; was eben zu 
beweifen war. 


172. Den Alten, welche die Aigebra nicht kannten, fehlte es an 
Mitteln, um zu beurtheilen, ob eine Aufgabe mit der geraden Linie und 
dem Kreife aufgelöst werden könne, und da ſie diefe Art der Conſtruction, 
die fte für einfacher und eleganter hielten, vor Allem fuchten, fo veranlaßte 
fie eben die Zweckloſigkeit ihre Bemühungen, zu ändern Linien ihre Zuflucht 
zu nehmen. Nebft dem Kreife zogen fie befonders die Kegelfchnitte 
vor, welche wir fpäter näher unterfuchen werden; fie haben fogar gewifle 
Curven zu dem frecfellen Zwecke erfunden, um einige befondere Aufgaben, 
3. B. den Winkel in drei gleiche Theile zu theilen, oder die beiden mittleren 
geometrijchen Proportionalen zu finden, aufzulöfen. Da indefien vie 
Analyfe für diefe Aufgaben die genaueften Auflöfungen, die man nur wün⸗ 
ſchen kann, gibt, fo legen bie Mathematiker dieſen Curven keinen Werth 


mehr bei. 


Bis jetzt wurde erklärt, mie die Aufgaben in eine Gleichung gebracht, 
wie bie negativen Werthe der Unbekannten behandelt, und mie die algebrai=- 
fhen Ausdrücke conftruirt werden; es fol jet noch die Auflöfung einiger 
ausgewählten Aufgaben gezeigt werben. 
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Algebreifche Auflöfung gesmetrifher Aufgaben. 


173. Erſte Aufgabe. Die drei Seiten eines Dreiecs 
feien gegeben, manfoliden Flächeninhalt dieſes Dreieds, 
den Salbmefjer des umſchriebenen und des einbeſchrie— 
benen Kreifes finden. 

1) Flächeninhalt des Dreieds (Fig. 45). Das Dreieck fei 
ABC, und in demſelben BE = a, AC=b, AB= c; man fälle die 
Senkrechte AD. Da einer der Winkel B oder C nothwendigerweiſe ein 
fpißiger fein muß, fo nehme man an, es ſei dieß der Winkel C: nun hat 
man nad einem bekannten Lehrfatz 


a+-b?—c? 


ce — a*4 b? — 2a x CD, woraus CD — * 








ferner gibt das rechtwinklige Dreieck ACD 
— —— 
AD = vA@-cD — \ m _ HN! 
4a 
_ N 4a? — (a? +1? —c9? 
= — —— 


Nun iſt der Flächeninhalt des Dreiecks gleich Ja >< AD; man hat 
alfo, wenn man dieſen Inhalt mit S bezeichnet 


S—= 4 V 4a?b?_— (a2+b?—c?)?. 


Die Größe unter dem Wurzelzeihen läßt fih in Factoren zerlegen, 
dann erhält der Werth für S eine bemerfensmerthe, beſonders für Die loga⸗ 
rithmifche Berechnung bequeme Form. Da nämlich dieſer Ausdruck eine 
Differenz zweier Ouabrate ift, fo läßt er ſich zuerft in zwei Factoren 


Qb +2 + — ecP) )(2ab — a — +) 


zerlegen ; ba ferner jeber dieſer Bactoren felbft eine Differenz von Quadraten 
ift, jo zerfällt er wieber in zwei weitere Factoren: ſo daß man erhält 


s—-1l V (a-+-b-+e) (a+b—c) (a+c—b) (b-+c—a). 


Es fei a die größte der drei Linien a, b, c. " Damit nun dad Dreied 
möglich fe, muß a<“b + c fein; dann iſt um fo mehr b<a-+ c und 
e<a-+ b: alſo find alle Bactoren unter dem Wurzelzeichen pofitiv, und 
fomit der Werth von S reell,, wie zu erwarten war. Iſt aber das Dreied 
unmöglidh, fo muß a > bt c fein; folglich iſt der letzte Factor negativ: 
pie vorhergehenden find indeſſen pofltiv, da a der Annahme nad) größer ift 
als b oder c; fomit ift ver Werth von S imaginär. 

Wird a— b+ c angenommen, fo erhält man S = 0. Diefer 
Fall findet flatt, wenn die Spige A, nachdem fle der Grundlinte BC fehr 
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nahe gefommen tft, enblich auf bie Grundlinie felbft fällt; dann wirb offen» 
. bar die Fläche des Dreiecks zu Null. 

Der Ausprud für S läßt ſich vereinfagen, indem. man a--b+-c=2p 
febt; dadurch erhält man 


a--b—c=2 (p—c), a+c—b=2 (p—b), b+Hc—a—2 (p—2): 
ſomit ergibt ſich | 
Ss = Vp p—a) P—b) (Po). 


2) Halbmeffer des umfhriebenen Kreifes (Big. 46). 
Man ſetze wieder BE= a, AC=b, AB=c. Es ſei AE der Durch⸗ 
meſſer des umfchriebenen Kreifes; man fälle die Höhe AD und ziehe BE. 
Nun find die Dreierfe ABE und ADC ähnlich; denn die Winkel ABE und 
ADC find einander gleich ald rechte, und die Winfel AEB und ACD find 
als Peripheriewinfel auf gleichem Bogen einander gleich. Man bat alfo 
die Proportion AE : AB—= AC: AD, oder 2?R:c=b:AD, wo R 
den Halbmeffer des Kreifes bezeichnet. Diefe Proportion giht 

ne _ _abe_ _ abe, 
RAD ?RaxAD 4S 

Sept man für S feinen oben gefundenen Werth, fo erhält man für 

den gefuchten valbmeſſer 
abe 


Vp 


3) Halbmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes (Fig. 47. 
Es ſei O der Mittelpunkt und r der Halbmeſſer des in das Dreied! ABC - 
einbeſchriebenen Kreiſes. Zieht man die Linien OA, OB, OC, fo wird 
dad Dreieck in drei andere zerlegt, deren Flächeninhalt je gleich Jar, br, der 
tft; alfo ift der Flaͤcheninhalt des Dreiecks gleich Ir (a-b-0. Somit 
erhält man 


dr (a+b-+c) = S, woraus r = 
ober, indem man für S feinen Werth ſetzt, 


_ (p—a) (p—b) (p—e) 
„= YO 


288., 
a+-b-+c  p’ 


174. Zweite Aufgabe. Die Diagonalen eines in 
den Kreis befhriebenen Vierecks zu Finden, wenn die 
vier Seiten desfelben gegeben ſind. 


Folgende, fehr bekannte Auflöfung findet fi bei Viöte: 
Analyt. Geometrie. 9 
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Es ſei ABCD ($ig. 48) ein in ben Kreis Säle, oder viel⸗ 
mehr einbefchreibbares Viereck; man ſetze 


AB=a, BE=b, CD=c, AD=d, AK, BD = y. 


Um den Fall beftiinmter aufzufaflen, fei der Winkel ABC fpigig, dann 
ift der Winkel ADC ftumpf und gleich dem Supplement des Winkels ABC; 
alfo muß, wenn man CD verlängert, der Winkel ADQ gleih ABC fein. 
Fällt man die Senfredten CP, AQ, fo find die Dreiede CBP und ADQ 
ähnlich, und geben BP: DQ = b:d, woraus 


1] - dx<BP=bX<DRQ. 
- Die Dreiede ABC und ACD geben aber nach bekannten Xehrfäßen 
= 22?+b—-2axBP, 2? =? -+- 4 +20cXDO; 


"woraus man erhält 
_ a? +b?—ı? __ xX—c?—d? 
BE= 0, DM= 
und -indem man biefe Werthe in die Gleichung [1] fegt, ergibt ſich 
da + — x2) — ab (5? — ce — ), 
woraus WV = 
1— \Y MeiHbted-Fabet + abe) abd? 
— ab + cd 
Der Zähler dieſes Ausdrucks iſt gleich dem Product 
(ac + bd) (ad + be); 
alſo läßt fich ber Werth für die Diagonale AC au fo fehreiben: 


yet (ac+-bd) (ad-Hbe)- 
= ab -+ cd 


Um vie andere DiagonaleBD oder y zu finden, find die Berecinungen - 
offenbar diefelben, wie vorbin, nur mit dem Unterfchiede, daß man b, c, d, a 
für a, b, c, d erhält. Nimmt man daher diefe Aenderung im ber obigen 
Formel vor, fo erhält man den Werth für y, nämlid 


\y Ha @b+en (acH-bd) (ab+ed) 
F ad + be 


Bemerkungen. 1) Mittelft der vorigen Werthe läßt fi das 
einbefchreibbare Viereck, deſſen Seiten bekannt find, leicht conftruiren. 
Denn man darf nur über AC als Grunblinie (Fig. 49), das Dreieck ACD 
mit den Seiten c und d, und unterhalb AC ein andere Dreieck mit 
ben Seiten a und b beſchreiben. Man findet fo zwei verfehiedene Vierecke 
ABCD und AB’CD. Die Diagonale AC ſelbſt ift leicht zu conſtruiren; 


u 
Do 
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denn man kann zuerſt jedes Product aus- zwei Linien in ein Quadrat, und 
dann jede Summe aus zwei Quadraten in ein einziges Quadrat verwandeln; 
auf dieſe Weiſe erhält der Werth von x die Form 


vo v# a * 
und man hat nur noch die Biere Benportionaie zu a, ß, y zu ſuchen. 


2) Multiplicirt man die beiden Diagonalen mit einander, ſo findet man 
VWVGeh (ab+cd) (ad+be) _ zu. 
I V (ab-+cd) (ad-+be) = ac + bi; 

alfo ift in jevem einbefhriebenen Viereck das Rechteck aus 


den Diagonalen gleih der Summe ber beiden Rechtecke 
aud den Gegenfeiten. 


3) Nimmt man das Verhältniß derſelben Diagonalen, fo erhält man 
(ad-Hbe)? _ 2 ad-+be 
(ab-+cd)? * ab-tcd’ 
e8 verhalten fi daher die Diagonalen zu einander, wie 


die Summen der Rechtecke aus den je an den Endpunkten 
diefer Diagonalen zufammentreffenden Seiten. 





175. Dritte Aufgabe. Die vier Seiten eineß ein 
befhriebenen Vierecks ſeien gegeben, man foll ven Flä— 
cheninhalt desſelben finden. 

Man ſuche, vote im vorigen Fall, die Werthe für BP und ac (&ig. 48). 
Diefe Werthe find 

BP — a?-b’—x? „_ \y JJ— 

2a ab+ ed - 

Setzt man in BP für x feinen Werth, fo ergibt ſich nad vorgenom- 

mener Reduction 


BP — b (a +b—e’— d?) 

— 2 (ab-+-cd) 

Nun gibt das rechtwinklige Dreieck BCP 

b V 4lab-+-cd?’— (a -Hb?—c?—dN*. 


2 (ab 4- cd) 





CP = VBC? — BP? — 


alſo ift der Flächeninhalt des Dreiecks 
- ab V 4(ab-+ed)?— (a?--b?—c?—d?)? 


ABC = 4 (ab4-cd) 
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Auf Ähnliche Weile findet man für das Dreiedk 
cd V cd V Aab-Fed)?-— Fa 3 
Arad) — 

Nun it ABC + ADC=ABCD; bezeichnet man alfo ABCD mit S, 
h erhält man 


—} Vi@bFe HD. 


ADC = 


Diefe Wurzelgröße laͤßt fih leicht in Wactoren zerlegen, dann er» 
" ” 
ober us, indem a—b-+ c + d= 2p geſetzt wird, 
St V(p-a) P—b) P—e) P—4). 


Bemerkung. Der Halbmeffer des Kreifes, in welchen das Viereck 
beſchrieben werben kann, läßt. fich leicht finden. Man berechnet nämlich die 
Diagpnale AC, dann find die drei Seiten des Dreiecks ABC bekannt, und 
man erhält den gefuchten Halbmeſſer des um dieſes Dreieck beſchriebenen 
Kreifes aus der in Nro. 173 gefuchten Formel. 


176. Bierte Aufgabe. Es find drei Parallelen 
FG, HI, KL_(&ig. 50) gegeben, man foll die Seiten eines, 
Dreiecks mit gegebenen Winkeln finden, deffen Spigen 
in diefen Parallelen Tiegen. 

Es ſei ABC das gefuchte Dreieck, von welchem die Winkel A, B, C 
gegeben, aber die Seiten unbekannt ſind. 

Man ſetze | 

‘ BC=x, AC Y, AB=z, 
fälle auf KL die Senkrechte AE, welche die HI in D ſchneidet, und mache 
AD=aun AE=b. 


Nun geben die rechtminkligen Dreiecke ABD und ACE 
cos BAD = 2, cos CAE = d, 
2 J 
jomit erhält man - 


sin BAD — 








3 2 | SEHR 
—— ie ‚ snCAE= ri, 


Es it aber CAE + BAD Winkel A; alſo 
cos (CAE + BAD) = cos A, 
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oder indem man biefen Ausdruck entwickelt, 
cos CAE cas BAD — sin CAE sin BAD — cos A. 

Erſetzt man die Sinus und Coſinus durch ihre Werthe, ſchafft die 
Wurzelwerthe weg und führt die weitern Reductionen aus, ſo ergibt ſich 
als erſte Gleichung 

y?2? sin? A—a?y?—b?z?--2abyz cos AO. 

In jedem Dreieck verhalten ſich aber die Seiten, wie die Sinus der 

Gegenwinfel; man hat daher im Dreieck ABC . 





x sin B: sin A, woraus — ı sin B 

* — IS mA’ 
. . x sin C 

z:x=sinC:sinA, wotaus z = ———. 
sin A 


Seht man diefe Werthe in die Gleichung, fo erhält man nach allen 
Reductionen, und nachdem man mit x? wegdividirt hat: 


a__ a bo Rab cos A 
"sin? C  sin®B sinC sinB* 
Es ift nunmehr leicht, den Werth vonx zu erhalten, und dann au 


mittelft der vorhergehenden Relationen den von y und z; woburd jomit 
die Aufgabe aufgelöst iſt. 


Der Werth von x ift leicht zu conſtruiren. Da Da FG, HI und KL ge- 
gebene Parallelen find, fo mache man die WinfelRBH und RCL beziehungs⸗ 
weiſe gleih den gegebenen Winkeln C und B und verbinde die Punfte B 
und C; dann ift BC die gefuchte mit x bezeichnete Seite. Um ſich davon 
zu überzeugen, fälle man die Senkrechte RD’E’, jo geben die rechtwinfligen 
Dreiede RBD’ und RCE’ (Nro. 63) , 

a b 
sin C’ RC= sin B' | 

Verlangert man jetzt RB, ſo iſt der Winkel ROC = RBH — c; 
aber der Winkel RCO ft ſchon gleich B, alſo iſt der dritte Winkel CRO 
des Dreiecks RCO gleich dem Winkel A; folglich gibt das Dreieck RBC 
Mro. 66) 

: BC? = RB? + RC? — 2RBX<BCX cos A, 
oder, indem man für RB und RC ihre Werthe ſetzt, 
a? bb? ° Rab cos A 
2 — , — I. 
BC sin? C + sin? B sinC sinB 
Diefer Ausdruck iſt aber derfelbe wie ber für x2; alſo iſt BC die ge⸗ 
ſuchte Seite, die nach der Aufgabe zwiſchen den gegebenen Parallelen 
HI und KL liegt. 


— 
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Um daß Dreieck zu vollenden, beſchreibe man durch die drei Punkte 
R, B und © einen Kreis, der die FG in einem zweiten Punkte A ſchneidet; 
dann ziehe man die Geraden AB und AC, fo ift ABC pas ‚verlangte 
Dreied. 

Will man diefe Eonftruction a posteriori beweifen, fo Beachte man, 
‚daß wegen der parallelen Secanten Bogen ASC —= Bogen RBT ift; alfo 
ift der auf dem erften Bogen ſtehende Winkel ABC glei dem auf dem 
zmeiten ftehenden Winkel RCO. Aber nach der Conftruction ift der Winkel 
RCO glei B; alſo if aud Winkel ABC = B. Da nım daß Dreied 
ABC zwei Winkel CAB und ABC gleih A und B enthält, fo muß auch 
der dritte gleich C fein. 

Diefelben Eonftructionen fann man auch auf der andern Seite des 
Punktes B machen, und ein zweites Dreieck A’BC’ befchreiben, das vom 
- erften nur durch feine Lage unterſchieden ift. Ueberbieß ift Far, daß jeder 
Punkt der Parallele HI dazu dienen kann, zwei’ Dreiecke zu beftimmen, 
‚welche diefen gleich find, und wodurd die Aufgabe auch aufgelöst wird. 


Bemerkung. Die vorige Conftruction ift mit den gegebenen Größen 
fel6ft vorgenommen und die Linie BC in der Lage gefunden morben, welkhe 
die mit x bezeichnete unbekannte Seite haben muß, und darin befteht eben 
die Eleganz der auf algebraiſchem Wege gefundenen Gonftructionen. Indeffen 
erfüllen fie Diefe Bedingungen felten und haben fogar gewöhnlich den Nach⸗ 
theil, daß ſie nicht ſo einfach ſind, als die, welche mittelſt rein geometri⸗ 
ſcher Behandlung abgeleitet werden. Die eben aufgelöste Aufgabe iſt ein 
Bemeld davon. 


177. Zum Schluffe dieſes Kapitels folgen noch einige Aufgaben 
zur Auflöfung. - 


I. Ein Quadrat in ein Dreied zu beſchreiben. 


II. Die Grundlinie eines Dreiecks, der Winkel an der Spitze und 
die Summe der beiden andern Seiten ſeien gegeben, man ſoll dieſe beiden 
Seiten finden. 


III. Auf einer gegebenen Grundlinie ein Dreieck zu beſchreiben, in 
welchem die Summe der beiden andern Seiten doppelt ſo groß ſei als die 
Grundlinie, und deſſen Spitze in einer der Lage nach gegebenen Geraden liege. 


IV. Die Höhe eines Dreiecks, der Halbmeſſer des einbeſchriebenen 
und der des umſchriebenen Kreifes feien gegeben; man ſoll die brei Seiten 
bed Dreiecks finden. 


V. Der Umfang eines Dreiedö, ber Halbmeſſer des einbeſchriebenen 
und der des umſchriebenen Kreiſes ſeien gegeben; es ſollen die Seiten des⸗ 
ſelben gefunden werden. 
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VI Die vier Seiten eines Trapezed zu finden, wenn die Winkel, 
der Blächeninhalt und der Umfang desfelben gegeben find. 


VI. Ein Trapez dur eine mit den parallelen Seiten parallele 
Linie zu halbiren. 


van. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu ziehen, die mit 
zwei andern, der Lage nach gegebenen Geraden ein Dreieck einſchließt, das 
einem Quadrat k? gleich iſt. 


IX. Es feien drei eoncentrifche Kreife gegeben, man fol die Seite 
des gleichfeitigen Dreieds finden, deſſen Spitzen in dieſe drei Kreislinien 
treffen. 


X. Ein Dreieck zu finden, das einem gegebenen Dreieck ähnlich ift, 
und das mit feinen Winfelfpigen in drei gegebene oncentriſche Kreis⸗ 
linien trifft. 


XI. Auf einer Kugelfläche iſt ein Kreis gegeben; man ſoll parallel 
mit dieſem einen zweiten Kreis ſuchen, der einen Kugelabſchnitt abſchneidet, 
welcher zu dem Kegel, deſſen Spitze in den Mittelpunkt des erſten Kreiſes 
trifft, und von welchem der zweite Kreis die Grundfläche iſt, in einem ge⸗ 
gebenen Verhaͤltniſſe ſteht. 


XII. Es ſei ein Kegelrumpf mit parallelen Grundflaͤchen gegeben, 
es ſoll parallel mit den Grundflächen eine Ebene gelegt werden, welche dieſen 
Rumpf nach einem gegebenen Verhältniſſe in zwei Theile theilt. 


Qweites Rapitel. - 


Bon den geometrifchen Oertern. 


Geometriſche Gerter. VDarſtellung derſelben durch Gleichungen. 


178. Bei einer geometriſchen Aufgabe, in welcher die Lage eines 
Punkts gefucht wird, kann der Fall vorfommen, daß alle Punkte einer 
Linie der gegebenen Bedingung entfprechen ; die Aufgabe ift dann unbeftimmt 
und diefe Linie muß felbft durch algebraifche Rechnung zu finden fein. Es 
ſoll 3.8. ein Punkt beffimmt werben, der die Spiße eine8 
Dreieds bildet, deſſen Grundlinie gegeben ift, und von 
welchem die Summe der Quadrate der beiden andern 
Seiten gleih dem Quadrat der Grundlinte ifl. Es iſt Far, 
daß alle Punkte der Kreidlinie, melche auf der Grundlinie als Durchmefjer 
beſchrieben wird , die verlangte Eigenfhaft haben. WIN man diefe fehr 
einfache Aufgabe algebraiſch auflöſen, ſo denke man ſich von dem geſuchten 
Punkt M (Big. 51) eine Senkrechte MP auf die gegebene Grundlinie AB 
gefällt; die Entfernungen AP und MP find dann zwei Unbekannte, bie zur 
Beftimmung des Punftes-M gefunden werben müffen. 


Man feße ’ 
AP=x, MP =y, AB=a; 
nun 1 geben bie rechtwinkligen Dreiecke AMP und BMP: 
AM? — MHAr=ytE 
:BM? = MP? + BP? = y? - (a—x)?. 
Die Aufgabe gibt aber ald einzige Bedingung AM? + BM?—=AB?; 


fegt man daher anftatt diefer Linien ihre Werthe, fo erhält man zur Ber 
flimmung von x und y, bie einzige Gleichung 


PHP Ha? 
oder, indem man fie reducirt, 
2 ax — !. 





u in er Es Fu 
. 
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Diefe Gleichung ändert fich nicht, welche Lage auch der Punkt M, ſei 
ed oberhalb oder unterhalb AB, haben mag. Da fie zwei Unbekannte 
enthält, fo kann man einer derfelßen, 3.8. x, einen willlührlihen Werth 
AP geben; die andere Unbekannte y läßt fi dann aus der Gleichung be— 
rechnen, und man findet dafür de Höhe PM, welche der Entfernung AP 
entfpriht. Legt man x alle fletig auf einander folgenden Werthe bei, fo 
findet man alle Punkte der Kreislinie, durch welche die Aufgabe außgethet 
wird. Dabei iſt zu bemerken, dab y zwei Werthe hat, 


y„=t+ Va—ı? x”, 


und man ed als ausgemacht betrachten fann, daß der negative Werth unters 
halb AB auf PM’ angetragen wird. 

Ohne weiter in das Einzelne einzugehen, zeigt das Angeführte bins 
reichend, wie unbeflimmte Aufgaben zur Auffindung gewiffer Linien führen, 
deren Punkte alle die nämliche in der Aufgabe verlangte Eigenfchaft haben. 
Die fo entftandenen, d. h. gleichſam aus Punkten, welchen diefelbe Eigen- 
ſchaft zufommt, gebildeten Linien, heißen geo metrif He Derter. 

Die elegantefte Auflöfung einer Aufgabe, in welcher ein unbefannter 


Punkt zu finden ift, beſteht oft in der Beſtimmung zweier geometrifchen 


Dexter, deren Durchſchnittspunkt der gefuchte Punkt ift. Es iſt indeſſen hier 

nicht der Ort, um weitere Erörterungen über biefen Gegenfland zu geben. 
Die Algebra läßt fih auf die vortheilhaftefte Weife zur Auffindung 

der geometrifchen Derter und ihrer Eigenfchaften anwenden, und der Haupt⸗ 


gegenſtand dieſes Werkes ift nunmehr die Entwicklung der für ſolche Unter⸗ 
ſuchungen geeigneten Methoden. 


179. Um die Rage eines Punktes auf einer Geraden ’x (Big. 52) 
zu beſtimmen, gibt man den Abftand desſelben von einem feften Punkte A 


y diefer Linie an, und feßt.vor den Abftand das Vorzeichen 4 oder —, 


nachdem der Punkt auf Ax oder auf Ax’ liegt. Wird nach folder Ueber» 
einkunft der Abftand mit dem ihm zufommenden Vorzeichen allgemein mit 
x bezeichnet, fo beftimmt die Gleichung x — — 2 einen auf Ax liegenben 
Punkt, deſſen Abftand AM von A zwei Längeneinheiten beträgt, während 
bie Gleihung x = — 2 einen auf der entgegengefegten Seite, aber immer 
in derfelben Entfernung liegenden Punkt M’ anzeigt. 
Alfo dient das vor dem Werthe von x flehende Vor—⸗— 
zeichen — nur ‚dazu, um die Richtung, in welder dieſe 
Entfernung anzufragen ift, anzugeben. 


180. Um bie Lage eines Punftes in einer Ebene zu beftimmen, 
zieht man in verjelben zwei Geraden x’x und y’y (Big. 53), die einen be= 
Fannten Winkel mit einander bilden, und zieht durch jenen Punkt parallel 
mit diefen Linien die Geraden MP un MQ, welche diefelben in beftimmten 
Punkten P und Q fehneiden. Nun ift offenbar ver Punft M vollkommen 
beftimmt, wenn man die Punkte P und Q kennt; denn wenn man durch 
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‚tiefe Punkte PM parallel mit Ay und QM parallel mit Ax zieht, fo müffen 
fich diefe Barallelen in Meſchneiden. Der Punkt P ift aber beftimmt, wenn 
der Abftand AP gegeben und demfelben dad Zeichen + oder — vor 
gefeßt ift, je nach ber Lage von P in Beziehung auf A; ebenfo ift ber 
Punkt Q mittelft des Abftandes AQ und des beigefügten Vorzeichens bes 
flimmt: mit diefen Angaben ift der Punkt M vollfommen beftimmt. 

Die Abftände, wie AP oder der ihm gleihe MQ, heißen Abſciſſen, 
und die Abftände, mie AQ oder der ihm gleiche MP, Beißen Ordinaten. 
Die Linie x’x, auf welcher die Abſciſſen genommen werden, heißt Abfcif- 
fens Are, und y’y die Orbinaten=-Are Die Abfciffen und Orbdi« 
naten führen auch den gemeinfhaftlihen Namen Coordinaten; bie Li- 
nien x'x und y’y find dann die Coordinaten-Aren, und der Punkt A, 
wo fie ſich ſchneiden, ift ihr Urfprung oder Anfangspunft. Oft 
bezeichnet man auch die Abfeiffen allgemein mit x und die Orbdinaten mit y, 
und man fagt bann, der Kürze halber, x x fi bie Are der x, und y’y bie 
Are der y. - .-“ 

Die Abſcifſen x und Ordinaten find als veränbertiche Größen zu be= 
trachten, die alle möglichen, pofltive und negative Werthe erhalten können. 
Die Richtung der negativen Abfeiffen iſt zwar ganz willkührlich und ebenſo 
die der negativen Ordinaten; in der Folge werden wir jedoch die poſitiven 
Abſciſſen immer auf der rechten Seite, d. h. auf Ax, und die negativen 
Abſciſſen auf der linken, die poſttiven Ordinaten über dem Urſprung auf 
Ay, und die negativen Ordinaten unterhalb desſelben annehmen. 


Nach dieſer Uebereinkunft iſt 
x und y poſitiv im Winkel yAx, 
x negativ und y pofitiv im Winkel yAx’, 
x und y negativ im Winfel y’Ax’, 
x poſitiv und y negativ im Winkel y’Ax; 
gibt man nun x und y befonbere Werthe, fo erfennt man ſogleich den 
Winkel, in welchem der durch dieſe Coordinaten beſtimmte Punkt liegt. 
Es ſei z. B. 
1 — 2, y — — 3, 
fo liegt der Punkt im Winkel y’Ax’. 


Sol die Lage veöfelben beftimmt werben, fo nimmt man auf Ax’ die 
AP’ — 2, und auf Ay’ die AQ’ = 3, zieht PM’ und Q’M’ parallel 
mit den beiden Axen, dann ift M’, wo diefe Paralleten fi ſchneiden, der 
verlangte Punkt. 


Für alle Punkte der Are xx iſt die Ordinate Null; folglich würden 
die Werthe 


1 — 2 und y=0 
den Punkt P’ beftimmen. 


— — 





— 
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- Da ebenfo für alle Punkte der Are y’y die Abſciſſe Null iſt, ſo würden 
die e Wertbe 


2 


0 md y — — 3 
den Punkt Q’ beftimmen. 


Der unſprung A ſelbſt wäre durch die Werthe x— 0, y=0 


. gegeben. 


(1s1. Nachdem wir nun die Lage eines Punktes beſtimmen Fönnen, 
denfen wir ung eine in. einer Ebene gezogene krumme Linie (ebene Curve), 
von welcher alle Punkte auf zwei der Lage nach befannte Aren bezogen find, 
und e8 finde zwifchen ver Abfeifje und Ordinate jedes Punftes eine conftante 
Relation, d. h. eine gegenfeitige Beziehung oder Abhängigfeit ftatt, die ſich 
nicht ändert, wenn man von einem Punkte der Curve zu einem andern über- 


-gebt. In fehr vielen Fällen ift diefe Relation fo befhaffen, daß fie durch 


eine Gleihung zwifchen ver Abfeiffe und Ordinate ausgedrückt werben fann. 

Iſt diefe Gleichung einmal bekannt, fo läßt fich eine beliebige diefer Größen 
mittelft der andern finden, fo daß, wenn z. B. für die Abfeiffe willlührliche 
Werthe geſetzt werden, die entſprechenden Werthe ver Ordinate ſich aus der 
Gleichung ableiten laffen, und man erhält dadurch fo viele Punkte der Curve, 
ald man nur will. 

Haandelt es fih um eine gerade Linie, wie AB (Big. 54), welche den 
Coordinaten⸗Winkel xAy in zwei gleiche Theile theilt, fo ift zu beachten, 
daß für jeden Punkt diefer Linte die Ordinate gleich der Abſciſſe ift; alfo 


läßt fi) die Relation diefer zwei Coordinater durch die Gleihung . 


y-X 

ausbrüden. Mittelſt dieſer Gleichung laſſen fi, indem man für x befon- 
dere Werthe ſetzt, beliebig viele Punkte der Geraden finden. Sept man 
für x poſitive Werthe, fo ergeben ſich auch für y pofltive, wodurch die 
Punkte der Geraden im Winkel yAx beftimmt werben. Gibt man x nega= 
tive Werthe, fo ift auch y negativ, und man erhält damit Punkte im Wins 
fel x’Ay’, und jeder Punkt der verlängerten BA im Winkel x’Ay’ hat offen- 
bar eine negative Abſciſſe und Ordinate, die je einander gleich find. 

Die Sleihung, welche die conflante Relation der 
Abfeiffe und Ordinate einer Linie allgemein ausdrückt, 
heißt die Gleichung diefer Linie, und dieſe Linie Heißt 
hinwiederum der Ort der Gleihung. 

Somit ift y=x die Gleichung der Geraden, welche den Coordinaten⸗ 
Winkel in zwei gleiche Theile theilt; und umgekehrt ift die Linie, welche 
ben Coordinaten- Winkel in zwei gleiche Theile theilt, der Ort der Glei⸗ 
dung y=x. 


182. Eine gegebene Linie kann nur infofern eine Gleichung haben, 
ald man bie Definition, ober die Erzeugung, ober au eine Eigenſchaft 
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derfelben Eennt; ſomit läßt ſich der Federzug eines Schreibenden burch Feine 
Gleichung darftellen, weil man das Gefeh feiner Erzeugung gar nicht Tennt; 
von der Kreislinie erhält man aber leicht eine Gleichung, indem man von 
ihrer Definition ausgeht, daß nämlich alle Punkte derſelben vom Mittel 
punkte gleich weit entfernt find. Was den Drt einer Gleichung betrifft, fo 
läßt ſich Diefer Leicht beflimmen, ober wenigftens ift bier Keine weitere 
Schwierigkeit, als die Auflöfung der Gleichung ſelbſt. 


Beifpiele von gesmetrifchen Gertern, 


183. 3 follen zuerfl einige Betfpiele gegeben werden, in welchen 
geometrifche Derter nach gegebenen Gleichungen zu conftruiren find. 


Erſtes Beiſpiel (Big. 55). Es ſei gegeben die Gleichung 


ay x2, 


in welcher a eine gegebene Länge, x und y bie Coordinaten der zu con⸗ 
ſtruirenden Linie vorftelen. Da die Gleihung gleichartig iſt (Mro. 164), 
fo ift die Maßeinheit gleichgültig, und man kann a — 1 ſetzen, fo daß 
man hat 


y=1°. 


Um die Curve zu finden, ſetze man für x verſchiedene pofltive und 
negative Wertbe, und ziehe aus der Gleihung die entfprechenden Werthe 
füry, welche alle reell find, fo wird jede Auflöfung der Gleichung einen 
Punkt der gefuchten Linie beftimmen. Aus 12 ergibt fi fomit y—4; 
nimmt man nun auf Ax die AP 2, und zieht auf der pofltiven Seite 
ber y die PM parallel mit Ay, bis PM — — 4 if, fo gehört der Punkt M 
zum geometrifhen Ort der Gleichung. Auf diefe Weife erhält man beliebig 
viele Bunfte, und zwar in um fo Eleinern Abftänven, je näher die Werthe 
von x ſelbſt einander find. 


Sept manx—=0, fit auch y= 0; alfo geht die Durch bie Glei⸗ 
chung dargeſtellte Linie durch den Urſprung. 


Setzt man 
xı=1, 2, 3, 4, 5, 6u.ſ. w. 
fo ergibt fi 


y=1, 4, 9, 16, 25, 36 u.f.w., 
weiche Werthe ſaͤmmtlich Punkte ine Winkel yAx beftimmen. 
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Macht man | 

— t=-1,—2, — 3, —4ufm, 
ſo iſt wieder 
n y= 1..4 9, 16 u. ſ. w., 


und dieſe Coordinaten beſtimmen Punkte im Winkel yAx’. 


Man fieht, daß die Ordinate von x — 1 an viel ſchneller wächst, 


als bie Abfeiffe, was die Gleijung unmittelbar zeigt. Denn fle gibt 
| * 


vu 
woraus erhellt, daß dieſes Verhältniß von x —= 1 an vie Einheit übertrifft 
und mit x zugleich wächst; alfo ift die Abſeiſſe in der Orbinate fo viel mal 
mebr enthalten, als die Abſeiſſe felbſt größer ift. ” 

Um ſich in der Form der Gurve in der Nähe des Anfangspunktes nicht 
zu irren, muß man in dieſer Gegend ziemlich nahe liegende Punkte haben, 
deßhalb berechnet man auch die den gebrochenen Abfciffen 0,1, 0,2, 0,8,... 
entſprechenden Ordinaten. So erhält man folgende Reihen 


x= 0,10, 0,20, 0,30, 0,40, 0,50 u. f. w., 
- y= 0,01, 0,04, 0,09, 0,16, 0,25 u. f. w., 


woraus man. erficht, daß die Ordinate fchneller abnimmt als die Ab⸗ 
jeiffe, wenn die Curve ihrem Urfprung fehr nahe Eommt, und wirklich 


iſt dann auch das Verhältniß = x ſehr Hein. 


Hat man eine gewiffe Anzahl Punkte gefunden, fo verbindet man fie 

dur eine fortlaufende Linie, und man erhält den Ort der gegebenen Glei⸗ 
hung um fo genauer, je größer die Anzahl viefer Punkte iſt. Auf dieſe 
Weiſe iſt die in der Figur dargeftellte Curve gebildet worden. " 
Zwar ift e8 unmöglich, wie man wohl einfieht, alle Punkte, deren 
Coordingten der Gleihung y — x? genügen, in Wirklichkeit zu erhalten; 
denn ed tft unmöglich, für x wirklich ftetige Werthe zu feßen: es tft aber 
leicht begreiflih, daß, wenn man x in fletiger Weiſe wachfen Yäßt, auch y 
in ftetiger Weife wachen muß, woraus folgt, daß die Stetigfeit in ber 
Aufeinanderfolge aller Punkte liegt, welche die Gleichung beftimmt. Wäre 
in diefer Beziehung noch irgend ein Zmeifel übrig, fo ließe er fich durch die 
Bemerkung befeitigen, daß eine Unterbrechung in der ftetigen Aufeinander- 
folge nur flatt Haben könnte, wenn es Abfeiffen ohne entfprechende Ordi⸗ 
naien geben mürbe, was aber nicht vorkommt, da jeder. seele Werth von 
x auch einen reellen Werth von y hat. 


_ Zweites Beifpiel (Fig. 56). Es fei die Gleichung gegeben 
x3 


2 — _ 
_=7z 
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Man erhält daraus 
y= = + 


x” 
a 


Das doppelte Vorzeihen zeigt an, daß man für jene Abſciſſe AP 
über und unter der Are x’x gleide Drbinaten antragen muß. Daraus 
folgt, wenn die Axen rechtwinklig find, und man den untern Theil der 
Gurve um x’x dreht, daß diefer Theil mit dem obern zufammenfällt und alfo 
demfelben gleich ift. 

Macht man x negativ, fo ift y imaginär; alfo hat die Curve keinen 
Punkt auf der Seite von Ax’. 

Seetmanx—=0, fo it auch y= 0; alfo geht die Curve durch 
den Anfangspunft. 

Wenn x in pofitiver Richtung wächst, fo ift y reell und wird immer 
größer, und die beiden Coordinaten haben felbft Feine Brenze; denn wenn 
x unendlich ift, fo ift e8 auch y. Daraus folgt, daß die Curve vom Ur- 
fprung aus fi in zwei Nefte theilt, die fi auf der Seite der pofltiven 
Abſciſſen, der eine über, der andere unter der Abſciſſen⸗Axe, von den beiden 
Aren unendlich weit entfernen. 

Bis jest hat man nur einen allgemeinen Begriff von der Form ber 
Eurve. Um fle genauer zu Eennen, muß man fle nad Punkten, wie im 
vorigen Beifpiel conftruiren. Da die Gleichung gleichartig ift, fo ift bie 
Einheit willführlih, und man kann a = 1 annehmen; dann erhält man 


yÄAtrv. 

Setzt man für x ganze Werthe und berecinet darnach die Werthe von 
y, fo erhält man folgende Zahlenreihen 
ı=0, 1, 2% . 8, 4, 5, 6 u. ſ. f. 
y=0, +1, +2382, + 5,19, 8, + 11,18, + 14,69 u. ſ. f. 

Sept man für x gebrochene Werthe, fo ergeben fi folgende weitere _ 
Reiben 
= 0,10,: 0,20, ‘0,30, 0,40, 0,50, 0,60, 0,70, 0,80, 0,90; 
y—=+0,03,40,09,+0,16,+0,25,+40,35,#0,46,+0,58,4071,+40,85. 


Die Gleichung gibt 
=v; 
alſo iſt dieſes Verhaͤltniß fehr groß, wenn x fehr groß ift, und es iſt fehr 
Klein, wenn x fehr Elein ift, was die in der Bigur der Curve gegebene Form 
rechtfertigt. _ 
Drittes Beifpiel (Fig. 57). Es fei noch die Gleichung gegeben 


’—-3ıyta=0. 
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Bis jetzt ließ man die Abſciſſe in arithmetiſcher Progreſſton wachen, 
man kann aber auch irgend ein anderes Geſetz des Fortgangs annehmen; es 
kann ſogar von Vortheil fein, eine dritte unbeſtimmte Größe einzuführen, 
deren Verhältniß zux und y nicht fo verwickelt iſt, als das, welches zwiſchen 
dieſen zwei Veränderlichen ſtattfindet. Sp läßt ſich in dem gegebenen Bei— 
ſpiel, um die Auflöſung einer Gleichung des dritten Grads zu vermeiden, 

— tx ſetzen; nach dieſer Subſtitution kann man mit x? wegdividiren und 
es ergibt ſich 


tx — Zat -ı=0. 


Aus dieſer erhält man x in t ausgedrückt; dann läßt fi auch yint 
ausprüden, und man erhält 


3at __ at? 
er !Teri 


Nun legt man t alle ftetig auf einander folgende Werthe bei und be⸗ 
rechnet die entſprechenden Werthe von x und y, dann conflruirt man bie 
Curve mittelft der erhaltenen Punkte. 


Wird t — 0 gefeht, fo ift auch x — 0 und y= 0, wodurch der 
Urfprung A beftimmt ift., Läßt man t poſitis wachfen, fo find die Werthe 
von x pofitiv und fangen auch an zu wachſen; doch Eönnen fie eine gewiſſe 
Grenze nicht überſchreiten, denn wenn t ſehr klein iſt, fo iſt, wegen t? im 
Nenner, x fehr groß. Wenn wir auch feine Methode zur Beflimmung 
diefer Grenze haben, fo muß fie do flattfinden, und fie läßt ſich überdieß 
durch Annäherung beftimmen, menn man berechnet, was aus x bei fehr 
nahe liegenden Werthen wird. Ebenſo wächst die Ordinate y bis zu einer 
gewiffen Grenze, worauf fle wieder abnimmt. Beit = @ ergibt fi 
endlih x — 0 und y — 0, melde Werthe wieder zum Anfangspunft zus 
rücführen. Auf diefe Weife erhält man dad Blatt ACDEA; dabei ift zu 
bemerken, da die gegebene.Gleihung in x und y fommetrifch ift, fo muß 
die Gerade AD, welche den Winfel yAx halbirt, auch die Curve in gleiche 
Theile theilen. 


x — 


- 


Nun muß man für x auch negative Werthe feßen; zu dieſem Behuf 
verwandle man t in — t, dann erhalt man 


— Bat 83a? 
ee er 7 J= 1 -# - 


morauf man t ald pofitiv annehmen kann. Läßt man t von O bis f wachlen, 
ſo wachſen die Beränderlihen x und y von Null bis ind Unendliche, die 
eine negativ, die andere poſitiv: fo entfteht der Nft AF. Dasfelbe gefchieht, 
wenn man t vom Unendlichen bis auf 1 abnehmen läßt, blos mit dem Un⸗ 
terſchied, daß x dann poſitiv ift, während y negativ wird; daraus entftcht 
der Aft AG, der die gefuchte Curve, die unter dem Namen Sart ef if hes 
Blatt (Folium Cartesii) bekannt iſt, vollendet. 
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Nehmen wir jet einige Aufgaben vor, in welchen es fi um die Auf 
findung der Gleichungen für einige geometrifchen Derter handelt. 


Erfte Aufgabe (Big. 58). Es fei ALB ein gegebener 
Kreis und BC eine am Endpunktdes Durhmeffers AB_er- 
richtete Senkrechte; von A aus ziehe man unendlich viele 
Linten, wie AD, welche BC in D und die Kreislinie in L 
fhneidet; auf jeder diefer Linien made man AM = LD: 
fo tft der geometrifhe Ort der fo beftimmten Punkte M 
eine Curve, deren Gleihung verlangt wird. Diefe Linie iſt 
bie von Diocles gefundene Ciſſoide. 

Man nehme den Durchmeffer AB als Abſciſſen⸗Axe und die Senkrechte 
Ay als OrdinatenAre; fälle auf AB die Senkrechten MP, LQ, und auf 
BC die Senkrechte LR. Es ſei nun AP=x, MP y und AB= a. 
Um eine Gleichung zwiſchen dieſen Größen zu erhalten, beachte man zuerſt, 
daß die Dreiecke AMP und LDR congruent ſind; alſo iſt 


QB=-LR=-AP=x,ım AD=a—xz, 
und da LQ die mittlere Proportionale zwifchen AQ und OB ift, fo iſt 
LO = Vı(a-r); 
enblich geben die Ähnlichen Dreiecke APM und ALQ die Proportion 
MP:AP=LQ:AQ vn y:x=Vx(a—n):a—x, 
woraus man mach vorgenommener Reduction erhält 


— ı\/ —_. 

I a—ı 
Diefer Werth gibt nur den obern Theil der Curve; um die ganze 
Curve zu, erhalten, muß man diefen Werth mit dem doppelten Vorzeichen 
+ nehmen, ober was auf dasſelbe hinauskommt, die beiden Glieder ber 
Gleihung ins Quadrat erheben. So erhält man als Gleichung ber Ciſſoide 

x3 
— 





y2* 


Man könnte die Form dieſer Curve finden, wenn man den in den 
vorhergehenden Nummern eingeſchlagenen Gang befolgen wollte; es iſt 
jedoch einfacher, ſte nach der Aufgabe ſelbſt zu conſtruiren. | 


Zweite Aufgabe (Fig. 59). Es feien XXY und YY 
zweit fih unter rechten Winkeln fhneidende Gerade, und . 
O ein auf XX gegebener Punkt; bewegt man einen red 
ten Winter KEH fo, daß fein beliebig langer Schenkel 
EK immer durch den Punkt O geht, und der. andere 
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Schenkel EH, der gleih OA fein foll, mit feinem End— 
punkt H immer auf vie Linie YY’ trifft, fo beſchreibt der 
in der Mitte von EH liegende BunttM eine Gurve, deren 
Gleichung verlangt wird. 

Man nehme XX’ und YY’ ald Coordinatens Iren. Es fei M ein 
Punkt der Cure, der irgend einer foldhen Lage des rechten Winfel3 KEH 
entfpriht; man ziehe auf AX die Senkrechten MP und ER, und EQ parallel 
mit AX, und ſetze 


AP=x, M=y, EH=AO = 2a. 
Da der Bunft M in der Mitte von EH liegt, fo hat man 
ME=a, und QE=PR=AP=x; 
alſo gibt das Dreieck MOF 
MQ = Ve — x? 


Aus den ähnlichen Dreiecken OER und MQE erhält man 
ER : OR = QE:MQ, ober ER: 2a—+ ?ı = x: Ve; 








alfo iſt - 
| 2x (a+x) 
ER — Vez 
Da aber MP overy—= ER--MQ, fo iſt 
= 


Wird diefer Ausdruck rebucirt und dann ind Quadrat erhoben, fo 
ergibt ſich als bie vr Gleichung 
_@+x® 
a— x 

Macht man x=0, ſo iſt y= + a; alſo muß, wenn man 
AB’ —= AB = a madt, die Curve durch die Punkte B und B’ geben. 
Macht man y — O, ſo iſt x — — a; ninımt man alfo auf der negativen 
Abſciſſe AC = a, fo muß auch der Punkt GC zur Curve gehören. Durch 
die Fortfegung dieſer Discufflon erhält man die ganze Curve. 

Sie ſcheint der Eiffoide in der erften Aufgabe ähnlich, und es läßt ſich 
auch darthun, daß die Gleichungen der beiden Burven fi nur dadurch 
unterſcheiden, daß in, einer derſelben die Abfeifjen vom Punfte A, in ver 
andern vom Punkte C ausgehen. Denn wenn man CP anftatt AP zur 
Abfeiffe nimmt, and CP mit x’ bezeichnet, fo hat man offenbar x=x’—a, 
und jegt man biefen Werth in bie Gleihung der Curve, fo ergibt ſich 

x’3 





2 _ 
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welches die Gleihung einer auf die Aren CX, Cy bezogenen Giffoive iſt, 
die mit einem Kreiſe, deſſen Durchmeſſer gleich 2a iſt, conſtruirt wird. 


Dritte Aufgabe (dig. 60). Aufeinergegebenen Grund— 
linie AB ein Dreied AMB zu beſchreiben, fo daß, wenn 
auf AM und BM die Senkrechten BC und AD, die fi in 
Nſchneiden, gefälltwerden, die Summe der Dreiede AMB 


und ANB einem gegebenen Quadrat k? gleid fet. 


Hier handelt e8 fi darum, ven Punkt M zu finden. Dan fälle nun 
die Senkrechte MP, die nad) einem befannten Sabe durch den Punkt N 
gehen muß. Man ſetze AP=x, MP=y, NP=y, AB=a. 
Der Flächeninhalt der Dreiede AMB und ANB ift Jay und Jay’; alfo tft 


ihre Summe Ja (y — y’), und diefe Summe muß glei K? fein; man 


bat daher die Gleihung 
fa ) ⸗ . 
Nun muß y’ durch die Coordinaten x und y des Punktes M audges 
drückt werden. Da die Dreiecke AMP und BNP dem Dreieck ACB, alſo 
auch unter fi ähnlich find, fo it NP: BP = AP: MP, ober 


-x(a—X ’ 
y:a—x=x:y, woraus v2. 


Sept man biefen Werth in die vorige Gleichung, jo erhält man 
ı x(a—X)] _ 9 
za [ 4 y 1 —=k / 
2 
oder, indem man < — b jegt und reducirt, 
y2 — 2by — ? +aıx=0. 


Dieß iſt die Gleichung für den geometrifhen Ort der Spigen aller 
Dreiecke, welche der Aufgabe Genüge leiften. Wir überlaffen e8 dem Leſer, 


die Form ber Curve näher zu unterfuchen. 


183. Es wäre überflüfftg, Hier die Zahl der Beifpiele zu vermehren; 


. Später werben wir weitere Aufgaben geben, auf welche die eben entwidelten 


Theorien und Rechnungsmethoden ebenfalls Anwendung finden. 


. 
| 





Dritted Kapitel. 
Transformation der Coordinaten. 


Buch dieſer Transformation. 


186. Die Gleichung einer Curve bleibt nicht dieſelbe, wenn man 
die zugehörigen Aren verändert. Wir hatten Davon fon in der zweiten 
Aufgabe des Nro. 184 ein Beifpiel, wo der Unterſchied zwiſchen ver daſelbſt 
abgeleiteten. Gleichung und der für die Ciſſoide blos von der Lage des An- 
fangspunktes der Abfeiffen berfam. Der Kreis bietet Hinzu noch ein aufs 
fallendes Beiſpiel. Nimmt man zwei rechtwinklige Durchmeſſer (Fig. 61) 
als Aren, und bezeichnet den Halbmeſſer mit R, fo erhält man für jeden 
Punft der. Kreislinie die Gleichung 

"+yP’=R; 

benn biefe Gleichung befagt, wie die Figur zeigt, daß der Abftand des Ur- 
ſprungs von jedem Punkt der Curve gleich Rift. 

Nehmen. wir nun an, bie rechtwinkligen Aren, auf welche die Curve 
bezogen wird, gehen nicht durch den Mittelpunkt, und bezeichnen die Coordi⸗ 
naten dieſes Mittelpunftes mit « und 6. Es fet O (Fig. 62) der Mittel- 
punkt und M ein beliebiger Punkt der Kreislinie; man ziehe die Senkrechten 
OB und MP auf die Are Ax, und OQ auf MP, fo ift in dem Dreieck 
OMQ, 009? + MQ? = OM?. Mar - 


OQ=AP—-AB=ı—a, MQ=MP—OB=y—ß, .und OM—R; 
alfo erhält man für die Gleichung des Kreifes 
—- 0 — 6 Re, 
oder, indem man die Quadrate entwickelt, 


xꝰ — ax +”? —- ya 62 Rꝛe. 
| 10 


o 
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Diefe Gleichung ift, wie man ficht, bei Weiten nicht fo einfach, 
. als die erfte; fie würde es noch weniger fein, wenn die Aren nicht recht⸗ 
winklig wären. | 


187. Da die Gleihung einer Linie nach den Aren, auf welche fie 
bezogen wird, mehr ober minder einfach werden Tann, fo folgt daraus; 
daß man bei Aufſuchung der Gleichung für eine Curve, von welcher Die 
Erzeugung ober irgend eine Eigenfchaft gegeben ift, vornämlich auf die Wahl 
eines Axenſyſtems Rüdfiht nehmen muß, das auf eine verwidelten Rechnun⸗ 
gen führt, und aus dem fich die zur Darftellung der Form und der Eigen- 
haften der Eurve geeignetfte Gleichung ableiten Yäßt. 

Auf der andern Seite kann es vorfommen, daß man bie Gleihung 
einer auf ein gewiſſes Arenfuftem bezogenen Linie ſchon kennt, und es tft 
nicht minder wichtig, die Gleichung finden zu fönnen, welche viefelbe Linie 
auf andere Axen bezogen, darftelt. Diefe Aufgabe ift gelöst, wenn bie 
Werthe ver frühern Coordinaten für irgend einen Punkt als Functionen der 
neuen audgebrüct find; denn wenn man dieſe Werthe in der gegebenen 
Gleichung jubftituirt, fo erhält man eine Gleichung zwiſchen den neuen 
Coordinaten für jeden Punkt der betreffenden Curve, und darin befteht die 
Transformation ber Eoordinaten. 


Sormeln für die Sransformation der Coordinaten. 


188. Nach dem Vorhergehenden iſt die aufzulöfende Aufgabe fol⸗ 
gende: Die urſprünglichen Koordinaten eines beliebigen 
Punktes als Functionen der neuen auszudrücken. 

Nehmen wir zuerft an, die Richtung der Aren-bleibe diefelbe, und es 
ändere ſich nur der Urfprung. Es ſei (Fig. 63) A’ der neue Urfprung, 
und A’x’, A’y’ die neuen Aren, auf welche num die Punkte, weldhe vorher 
auf die ihnen parallelen Aren Ax, Ay bezogen wurden, zu beziehen find. 
Nimmt man einen beliebigen Punkt M in dem Winkel y’A’x’, und zieht 
die Ordinate MP, welche nie A’x’ in P’ fchneidet, fo hat man offenbar 


AP=AB-+BP, MP=AB--MP'. 
AB und A’B find die Coorbinaten des neuen Urfprungs, und fie be⸗ 
Kamen die Lage desfelben in Bezug auf die alten Axen. Sekt man nun 


— a, AB= b, und bezeichnet die frühere Coordinaten des Punktes 
M nit-x, y, und die neuen mit x’, y’, fo erhält man 


[1] s=a-tYy, y-b-ty. 
Diefe Formeln dienen dazu, um zwei beliebige Aren in andere um⸗ 


zuformen, bie mit ihnen parallel find. 











Transformation der Goorbinaten. 149 


189. Gehen wir nun zu dem allgemeinen Ball über,. bei welchem 
ſowohl der Urfprung als auch die Richtung der Aren verändert wird. 

Es feien (Fig. 64) Ax und Ay die urſprünglichen Aren, bie mit 
einander den Winfel yAx = 9 bilden, und A’x’, A’y’ feien die neuen 
Axen. Man ziehe A’E mit Ax, und A’F mit Ay parallel. Lim die letz⸗ 
tern Axen zu beftimmen, braucht man nur die Goorbinaten AB, A’B des 
Urfprungs A’, und die Winfel x’A’E, y’A’E, welche biefe Aren mit der 
Geraden A’E bilden, zu Eennen. Dan bezeichne diefe beiden Coordinaten 
mit a und b, und dieſe beiden Winkel mit « und a’. 


Nun fei M ein beliebiger Punkt: man ziehe MP mit Ay mb MO 
mit A’y’ parallel. Die alten Coordinaten des Punktes M find 


AP=x, PM=y; 
bie neuen find 
AQ=xX, MO=Y. 


Dur den Punkt Q ziehe man QR parallel Ay und OT parallel Ax, 
fo erhält man 
s=-AP— at A's-+üOT, 
y=PM=b+-0S-+MT. 


Das Dreier A’QS gibt nach einem bekannten Sabe (Nro. 65) 


as 20 _AQ 
sin A'QS sin QA’S” sin A’SQ 
Es ift aber 
AQ X, 


sin AQS = sin FA’x’ = sin (d—e), 
sinQAS= sin« 
sin A’SQ —= sin (180°) = sin 9; 


alſo iſt 
488 
sin(d—a) sin« sin 6 
woraus 
x’ sin (6— ) x sin 
a _ — — —. 
AS= sinoO Q sin 0 


Ebenfo gibt dad Dreieck MOT 
_OQT_ MT- MQ 


— — cc—— — — —— 


sin QOMT sinMQT sin MTQ 
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Nun iſt aber 
MQ — y, 
sin QMT = sin yA’F = sin (d—«’), 
sin MOT = sin yA’E = sin «f, 
sin MTQ = sin (180°—0) = sin 9, 


_eT _M _y 
sin(d&—e) sine sin 0’ 


alfo 


woraud 


Man darf jet nur noch für A’S, OT, QS, MT ihre Werte feßen, 
um die gefuchten Kormeln zu erhalten, nämlich: 


at x’ sin (#—«) + y’ sin a) 


sin 0 
y-b+- 


’sin« + y’ sin «’ 
sin 0 

Sie werben jedoch felten in ihrer vollen Allgemeinheit gebraucht; wir 

wollen daher die gebräuchlichften derfelben ala befondere Falle davon ableiten. 


[2] 


| 190. Um von einem rehtwinfligen Coorbinaten- 
Syſtem zu einem fhiefmwinfligen zu gelangen, feße man 
in diefen Formeln 9 = 90°, fo reduciren fie fich auf folgende: 

z x—=a-txrcosae ty’ cos, 

[3] y=b-+xsin«-+y sind. 


191. Um von einem rechtwinkligen Coordinaten⸗ 
„Syſtem zu neuen rechtwinkligen Coordinaten überzugehen, 


fege man noch, ferner in ben legten Formeln «’ — 90° u æ, und 
beachte, daß 
sin « — sin (90° + «) = sin (90° — «) =cosa, 
-cose’ —= cos (90° + a) = — cos (90° — e) = — sine, 
fo ergibt ſich 


[4] 


ROLE TI 
y=b+rsioia-+ycoe 
192. Wirt man endlih von einem Syſtem ſchief⸗— 


winkliger Eoordinaten auf rechtwinklige übergehen, fo 
mache man in ben allgemeinen Formeln a’ = 90° + a; dann erhält man 
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sin «’ — sin (90°-+«) = sin (90°%—«) — (o8e, 
sin(d—«’)=sin(9— 90° a)— — sin [90°—(#—e)] = —cos(d—r) ; 
und e3 ergeben fi vr folgende Formeln: 

a J sin x sin (6-- cos (a) 


sin 6 
— xsina--ycose, 
77 b + sin 6 ed 
FNUuTı wre” 
193. Außer den Coordinaten, die mit Aren, welche ſich ſchneiden, 
parallel laufen, gebrauchen die Mathematiker auch noch andere, Polars 
Coordinaten genannt, die wir fpäter kennen lernen werben. 


g * 
rn on — 


[51 - 


- ( Bemerkungen über die Sransfsrmatisnsfsrmeln. 


194. Um diefe Kormeln in ihrer größt möglichen Allgemeinheit zu 
- geben, müſſen die verſchiedenen Goorbinaten die ihrer Lage zukommenden 
_ Vorzeichen, und bie Winkel die nöthige Ausdehnung erhalten, damit die 
neuen Aren in Beziehung auf die urfprünglichen alle möglichen Richtungen 
annehmen fünnen. 

Handelt es fih um bie Formeln [1], die aus der Figur 63 abgeleitet 
wurden, fo muß man dabei x und x’ in der Richtung Ax und A’x’ pofitiv, 
und in ber entgegengejegten Richtung negativ annehmen; ebenfo y und y’ 
in der Riätung Ay und A’y’ pofitiv, und abwärts negativ. Für einen 
Punkt z. B. von der Lage des Punktes N muß 


x=AQ, "= —AQ, y=—0QN, y=—O(ON 


genommen werben. Diefe Werthe Veiften wirklich den Formeln [1] Genüge, 
denn wenn man ſie ſubſtituirt, ſo ergibt ſich 


AQ—=a—A'Q'—=AB-—BQ — AQC, 
—ON—=b—Q’N=AB—OIN=QQ—ON—=—QN. 


Ließe man den Punkt N alle möglichen Lagen einnehmen, fo würden 
fich immer ähnliche Beftätigungen der Formeln ergeben, wenn man nur darauf 
Rückſicht nimmt, daß die Vorzeichen aufdie vorgefchriebene Weife gefegt werben. 

Auch ift zu bemerken, daß in der Figur der neue Urfprung A’ im 
Winkel yAx angenommen ift; will man venfelben in einen andern Winkel, 
3. B. inx, Ay, verfegen, fo darf man nur die Coordinaten a und b in 
den Bormeln [1] mit negativen Werthen annehmen. Dieb beftätigt fi, 
wenn man für die neue Lage des Urfprungs A’ die Werthe für x und y 
direct fucht. 

Bei der Anwendung der Formeln [2] oder der davon abgeleiteten bat 
man genau darauf Rückſicht zu nehmen: 
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1) Daß 9 den Winkel xAy bezeichnet, den die alten Aren, auf 
welchen bie pofltiven Coordinaten angetragen find, einfließen; man kann 
diefen Winkel immer kleiner als 1800 annehmen. 

2) Daß « und a’ die von den Theilen A’x’ und A’y’ der neuen Aren 
auf der pofltiven Seite der x gebildeten Winkel find, auf welchen Aren bie 
pofitiven x’ und y’ ſich befinden; dieſe Winkel können bis 3609 wachſen. 
Zur leichtern Berechnung derfelben ziehe man durch den Urfprung A’ in der 
Richtung der poſitiven x und y parallel mit dieſen Coordinaten die Geraden 
A’E und A’F; nun nehme man an, A’x’ und A’y’ liegen zuerft auf der 
Linie A’E, und entfernen fich Hierauf von berfelben, indem fie fi} ver A’F 
nähern, um in ihre wirklichen Lagen zu kommen; dann find e8 die durch 
einen Punkt diefer Linien befchriebenen Bögen, die man ald Maß der Win- 
fel « und a annehmen muß: 

Um das Gefagte durch ein Beifpiel zu erklären, nehmen wir an, bie 
beiden Axen⸗Syſteme befinden fich in der Tage der Figur 65, und man habe 
AB=3, A’B=2, den Bogen Au=87°, Aur=240°, Aure—=315 
gefunden. 


Man fee a=3, b=—2, 087°, a—=240°, #=315°; 
fo werden die allgemeinen Bormeln zuerft zu folgenden: 


u x’ sin er —240%)-+-y’ sin (87°— 3159) 
= 3+ sin 87° ' 
_ x sin 240° + y’ sin 315° 
year. sin 87° " 
Aber nach der Trigonometrie ift 
sin 240° — — sin (240°—180°%) — — sin 60°, 
sin 315° — — sin (360°—-315°) = — sin 45", 


sin (87° 240°) = sin — 153%) — — sin 180° — 153%) = — sin27?, 
sin (87°—315°) = sin(— 228°) = — sin(180° — 228°) = —+- sin48°; 
alſo erhält man m nach dieſen Reductionen 


— x’ sin 27° + y’ sin 48° 
= 3+ sin 87 ' 


x sin 60° 4 y’ sin 45° 
sin 87° . 


- 


=—-2-— 


Viertes Kapitel. 


Eintheilung der Linien überhaupt. 


193. Die alten Mathematiker mußten die krummen Linien gerabe 
in der Ordnung flubiren, wie ſich diefelben bei ihren Unterſuchungen ergaben; 
fie ließen jedoch diejenigen bald bei Seite, deren Entdeckung gewiffermaßen 
eine zufällige war, um denjenigen eine befondere Aufmerkſamkeit zugumenden, 
bie ſich aus allgemeinen Betrachtungen finden laſſen. Es war wirklich 
ein einfacher und fruchtbarer Gedanke, die Blächen durch Ebenen zu ſchneiden, 
und dann die Eigenfihaften der aus diefen Durchſchnitten ſich ergebenden 
Linien zu unterfuchen; deßhalb Befolgten fle zuerft auch dieſen Gang, und 
da die in der Elementar-Geometrie bekannten krummen Flächen die Ober- 
flächen der Kugel, des Cylinders und des Kegels find, fo erhielten fle durch 
den Durchſchnitt dieſer Körper mittelft Ebenen die Linien, welche fie zum 
Gegenftand ihrer Betrachtungen machten. Der Durchſchnitt der Kugel ift 
aber ein Kreid; und der des Eylinderd findet ſich auch bei denen des Kegels; 
ſo daß diefe neuen Linien fih blos auf die Kegelſchnitte befchränfen, 
die bekannten Curven, über welche Apollonius von Perga eine ſchöne 
und gelehrte Abhandlung hinterlaſſen hat. 

Heutzutage muß man einen andern Weg einſchlagen, und da die Linien 
ſich durch Gleichungen darſtellen laſſen, ſo muß man ſie auch aus Gleichun⸗ 
gen entwickeln, wo dann der bei dem Studium der Linien zu befolgende 
Gang fich von ſelbſt ergibt. 


196. Alle Gleichungen zwiſchen ven Coordinaten x und y, welche 
auf die Form | 


Ayn + (Br + 0 ya (DE - Fx 4 Pya2-+0....—0 


gebracht werben können, heißen algebraifche; alle andern find trans- 
cendente Gleichungen. Daraus ergibt fich die Unterſcheidung der al⸗ 
gebraifhen und transcendenten Linien, je nachdem ihre Glei⸗ 
chungen ſelbſt algebraiſch oder transcendent ſind. | 
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Die algebraiftgen Linien werben nun nad dem Grabe ihres Gleichun⸗ 
gen in Beziehung auf die Coordinaten x und y eingetheilt, und die Ord⸗ 
nung der Linie wird durch den Exrponenten dieſes Grads angezeigt. 

Die gerade Linie, melche den Coordinaten-Winfel in zwei gleiche 
Theile theilt (Nro. 181), und deren Gleihung y — x ift, heißt eine Linie 
der erfien Ordnung, weil ihre Gleichung vom erften Grabe ift. Die Curve 
in Nro. 183, Beiſp. I, welche ay — x? zur Gleihung bat, ‚gehört zur 
zweiten Orbnung bie in Beifp. II zur dritten Ordnung. 

Als Newton bemerkte, daß die erfte Ordnung nur gerade Linien 
enthält, wie wir ſogleich fehen werden, fo nannte er die Linien, welche aus 
Gleichungen des zweiten Grades hervorgehen, Curven dererften Art, 
und bie mit Gleichungen des dritten Grades Gurven der zweiten Art 
und fo fort. Dieſe Benennungen famen jedoch nicht in Anwendung, und 
man fagt des leichtern Ausdrucks halber ebenfo gut Linie oder Eurve der 
zweiten Ordnung, der britten Orbnung u. f. w. 


197. Die Eintheilung der Linien in verfehledene Ordnungen, nach 
dem Grade der Gleihungen wäre fehlerhaft, wenn der Fall vorkommen 
könnte, daß mit der Nenderung der Coordinaten⸗Axen auch der Grad der 
Gleichung ſich ändern würde; was jedoch nicht der Kal if. Denn wenn 
die Gleichung einer auf gewifle Aren bezogenen Linie zwifchen x und y ge= 
geben ift jo muß man, um die Gleichung der nämlichen auf neue Axen be— 
zogenen Linie zu erhalten, x und y in der gegebenen Gleihung durch die in 
Nro. 189 gefundenen Werthe erſetzen: dieſe Werthe ſind aber vom erſten 
Grade zwiſchen x’ und y’; der Grad der Gleichung kann alſo durch dieſe 
Subftitution nicht erhöht werben, und eben deßwegen, weil er nicht höher 
werben kann, kann er auch nicht niedriger werden; denn wenn dieß möglich 
wäre, fo müßte, wenn man von den neuen Axen zu den alten zurückfehren 
wollte, der Grab erhöht werben. 


198. Die allgemeine Gleichung von einem gewiffen Grade begreift 
nicht blos die Linien in fih, deren Ordnung durch dieſen Grad angezeigt 
ift, ſondern auch alle die von einer niebrigern Ordnung. Hat man z. B. 
die Gleichung des zweiten Grads, 


0 - ax—- b) ; — a—b)O, 
ſo wird ihr offenbar Genüge geleiſtet, indem man entweder y=ax—b, 
oder y = a’x + b’ ſetzt. Dieſe beiden Gleichungen ſtellen zwei Linien 
der erfien Ordnung vor: alfo ſtellt die gegebene Gleichung eigentlich Feine 
Linie der zweiten, fondern zwei Linien der erften Ordnung vor, und fie 
mürbe fogar nur eine darflellen, wenn a — a und b’ — b mäte. 
Ebenſo ftellt die Gleichung des dritten Grades 


y—ı—b) (y—)=0 
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eine Linie der erften Orbnung, welche durch die Gleichung y — ax + b, 
und eine inte der zweiten Orbnung vor, welche Durch bie Gleichung 
ey — *2 gegeben if. 


199. Eine Gerade fann eine Linie von der mten 
Ordnung in niht mehr ald m Punkten fohneiden. Denn 
angenommen, diefe Gerabe fei die Are der x, und U O ſei dann die 
Gleichung der betreffenden Linie: jo muß man, um zu wiffen, in wie viel 
Punkten fie von der Geraden gefchnitten wird, y — 0 in der Gleichung 
U — 0 fegen, und die entſprechenden Werthe von x find dann die Abfeiffen 
der geſuchten Punkte. Da aber die Gleihung U — 0 vom mten Grade 
ift, fo kann diefenige, welche x gibt, höchftens vom mten Grade fein, fomit 
x nicht mehr ald m Werthe Haben; alfo können au nicht mehr ald m 
Durchſchnittspunkte vorkommen. Die Anzahl diefer Punkte kann aber 
noch Feiner fein; denn e8 Fann der Fall fein, daß die Sleihung nach x 
von einem geringern Grab ald dem mten iſt; oder wenn ſelbft dieſe 
Gleichung vom mten Grabe iſt, und ˖ſie bat gleiche ober imaginäre 
Wurzeln, fo ift bie eingeht dee Durchſchnittspunkte auch wieber Eleiner 
als m. 


200. Die Linien der erften Ordnung können. alfo von einer Ge⸗ 
raden nie inmehr als einem Punkte gefehnttten werben; und da offenbar Feine 
frumme Linie diefe Eigenfchaft hat, fo folgt dataus fogleih, daß die 
Zinien der erfien Ordnung gerade find. ' 


201. Es kann der Fall fein, daß y in allen Gliedern der Gleichung 
U = 0 ald Factor vorkommt; dann wird derfelben Genüge geleiftet, wenn 
man y = 0 feßt, wie groß auch x fein mag, und alle Punkte der Abfeiffen« 
Are werden fomit als Durchſchnittspunkte angedeutet. Seht man nun 
den gemeinſchaftlichen Factor heraus, ſo kann die Gleichung ſo geſchtieben 
werden 
Vy * — 0; 


‚und offenbar iſt derſelben Genüge geleiftet, wenn man entweder V = 0, 
oder y — 0 ſetzt. Diefe legte Gleichung ftellt die Are der x vor; aber 
die andere, V —= 0, welche nur no) vom m—Iten Grade ift, kann feine 
Linie vom mten Grabe vorftellen. 


Wenn die gegebene Gerade nicht mehr als Abfeiffen-Are genommen, 
und irgend andere Axen gebraucht werben follen, fo muß man in der Glei⸗ 
dung Vy = O bie in Nro. 189 gefundenen Werthe für x und y feben. 
Man erhält dann eine Gleichung von der Form: 


VYa+h+eoy)=0, 
in welcher V’ für x’ und y’ vom m—iten Grabe ift. 
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Aus dem Vorigen läßt fih nun folgender Schluß ziehen: Wenn 
fih auf einer Geraden mehr alsm Punkte befinden, deren 
Coordinaten einer Gleihung vom mten Grade gevügen, 
fo müffen die GCoordinaten ber andern Punkte berfelben 
ebenfalls Genüge Leiften, und dieſe Gleihung läßt fi in 
zwei andere, die eine nom erften Grad, die andere vom 
m — 1ten Grade, zerlegen.: 


202. Man befchräntt fi indeffen nicht darauf, die algebrai- 
. {her Eurven nah dem Grabe ihrer Gleihungen in Ordnungen 
einzutheilen; ſondern man fucht auch die verfchledenen Arten von Kinien, 
welche diefelbe Ordnung in fich begreift, und felbft, wo dieß der Kalt ift, die 
verfchlebenenen Unterarten jeder Art. Diefe Linten werben hierauf ſämmtlich 
nach gewiſſen Teicht erfennbaren Merkmalen, wodurch fie ſich volftändig von 
einander unterſcheiden, geordnet, und es bleibt dann noch die Aufgabe, die 
Form und die Eigenfchaften jeder derfelben zu beflimmen. Dieß werben wir bei 
den beiden erften Geraden thun; bei dem erften gibt e8, wie ſchon bemerkt 
wurde, nur gerade Linien; ber zweite Grab gibt drei Arten von genau 
unterſchiedenen Curven. 

Die Linien der dritten Ordnung find zuerſt von Newton, wel⸗ 
der deren zwei und flebenzig Arten in vierzehn Gattungen gefunden . 
hatte, aufgezählt worden; Stirling bat jedoch diefe Zahl durch vier 
weitere Arten, welche von erfterem Mathematiker auögelaffen wurden, er» 
gänzt, und Cramer hat fogar noch zwei weitere Arten hinzugefügt, fo 
daß ed im Ganzen achtundflebenzig Arten find. Indefien Hat Cramer 
die vierzehn Hauptgattungen beibehalten; nur führt er fie in anderer Orb- 
nung auf. Siehe Newton, Enumeratio linearum tertii 
ordinis; Stirling, Lineae tertiiordinis Newtonianae; 
Cramer, Einleitung in bie Analyfe der alsebraiſq en 
Curven. 


Fuüuftes Kapitel. 
Linien der erſten Ordnung. 


— — — 


Conſtruction der Gleichungen des erſten Grades. 


203. Wir wiſſen bereits, daß die Gleichung des erſten Grades 
nur gerade Linien geben kann (Nro. 200). Dieſer Sazt ſoll hier ohne 
Beihülfe einer Transformation der Coordinaten bewieſen werden. 


Alle Gleichungen des erſten Grades ſind enthalten in der allgemeinen 


Form 
| Ay + Br =(C: 
nehmen wir zuerft die einfachere Gleichung vor . 
y=a, 


in welcher a als eine pofitive Größe angenommen tft. 


Gibt man x pofitive Werthe, fo wird y pofltiv, und gibt man x ne⸗ 
gative Werthe, fo wird y negativ; alfo liegen alle durch die Gleichung 
y= ax beflimmten Punkte im Winkel yAx (Big. 66) und- in deſſen 
Scheitelwinkel y’Ax’. 


Diefe Gleichung gibt 
U 


2 u 8, 

x 
fomtt ift für alle diefe Punkte das Verbältniß der Orbinate zur Abſciſſe 
gleich der conftanten Größe a; find daher M und M’ zwei diefer Punkte, 
und man zieht die Ordinaten MP und M’P’, fo find die Dreiecke MPA und 
M'P’A, die man erhält, wenn man die Geraden MA ımb M’A zieht, ein« 
ander ähnlich: alfo find die Winkel MAP und M’AP’ einander gleih, und 
folglich fallen die Geraden AM und AM’, fowie alle die, welche vom Punkte 
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A. an die verichiebenen durch die Gleihung y — ax beflimmten Punkte ges 
zogen werben, in eine gerade Linie zufammen ; oder mit andern Worten, 
alle diefe Bunfte liegen auf einer geraben Linie DAD', _ 
bie durch den Urfprung und burd irgend einen Punkt der- 
felben gezogen wirt. 

Umgekehrt können alle Punkte diefer Geraden be> 
trahtet werden, als feien fie bdurd die Gleichung y= ax 
beftimmt. Denn es fei M ein mittelft dieſer Gleichung beftimmter Punkt, 
durch melden die Gerade DAD’ gezogen wurde, und M’ ein beliebiger 
Punkt diefer Geraden; fällt man num die Ordinaten MP und M’P’, fo find 
bie Dreiecke AMP und AM’P’ ähnlich, und man hat 

MP’ MP 
AP’ AP 


Da aber der Punft M durch die Gleichung y = ax beſtimmt iſt, fo 
MP M’P’ 
ift AP” — a, alſo auf ap > — a; folglih Hat man, wenn x und y 


die Coorbinaten des Punktes M’ bezeichnen, y — ax. Daraus folgt, 
daß jeder Punkt der Geraden DAD’ durch die Gleihung y=ax beftiumt iſt. 


Iſt a eine negative Größe — a’, fo ift die zu conftruirende Gleichung 
y=— ar; 


die pofitisen Werthe von x entfprechen dann negativen Werthen von y, und 
die negativen Werthe von x pofitiven Werthen von y; alfo liegen alle dur 
diefe Gleihung beflimmten Punkte in den Winkeln yAx’ und y’Ax. Im 
Uebrigen Iaffen fich diefelben Folgerungen ziehen, wie vorhin, und man 
gelangt zu denfelben Refultaten, d. h. die Gleihung y—= — ax ftelt 
ebenfalls eine gerade Tinte, wie dAd’ (&ig. 66) vor. 

Es mag alſo a einen beliebigen Werth Haben, fo 
ftellt die Gleichung y= ax immer eine gerade Linie vor, 
die durch, den Urſprung geht. 

Um einen zweiten Punkt dieſer Linie zu erhalten, mache man x — 1, 
pyity= a Man nimmt daher auf Ax eine Abfeiffe AF als Einheit, 
zießt KFK’ parallel mit den Ordinaten, und trägt oberhalb und unterhalb 
des Punktes F, je nad dem Borzeichen von.a, eine Länge FG = a an, 
fo ift die durch den Urfprung und den Punkt G gezogene Gerade DD’ die 
Zinte der Gleihung y — ax. Ä 


204. Conſtruiren wir num die Gleichung 
y=a-b, 
in welcher a und b der beftimmtern Auffaffung wegen, poſitiv ſein ſollen. 


Setzt man in dieſer Gleichung für x dieſelben Werthe wie in der Gleichung 
y= ax, fo iſt offenbar der Unterſchied ber entſprechenden Werthe von y 
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eonftant und gleich b; alfo ift der Ort der neuen Gleichung eine Parallele 
mit der durch die Gleihung y — ax beftimmten Geraden DD’ (Fig. 67), 
und biefelbe laßt fih conftruiren, indem man AB = b auf Ay nimmt, 
und BE parallel mit AD zieht. 

Etwaige Zweifel in diefer Beziehung laſſen fich befeitigen, indem man 
auf der Geraden in jedem der drei Winkel, durch welche fie geht, Punkte 
annimmt, und dann beweist, daß für alle biefe Punkte y— ax + b ifl. 
Betrachtet man z. B. einen Punkt M verfelben im Winfel yAx’, zieht MP - 
‚parallel mit Ay, und verlängert fie bis zum Punkte N, wo fie DD’ trifft, - 
jo iſt 

MP =MN—PN=b-—.PN. 


Die Abfeiffe der Punkte M und N ift aber gleih — AP; alſo it di die 
Ordinate, welche dem auf der Linie DD’ liegenden Punkte eatſpriot, gleich 
— a><AP.. Diefer Werth iſt negativ, weil der Punkt N unterhalb x’x 
liegt; nimmt man nur den abfoluten Werth, fo erhält manPN = a><AP, 
und ſomit 


M=b—aXxAP, 


welcher Werth dem aus der Gleichung y — ax +- b abgeleiteten gleich ift, 
indem man darin — AP für x ſetzt. 

Die Sleihung y — ax — b wurde Hier unter der Vorausſetzung 
conflruirt, daß a und b pofltive Größen feien; dieſe Gleihung enthält 
aber in Beziehung auf die Vorzeichen dieſer Gonflanten noch drei andere 
Falle, nämlid: 

y — ax — b, y-—-aı+b, y — — ax— b. 


Bei jeder dieſer Gleichungen laſſen ſich ähnliche Folgerungen ziehen, 
wie bie, welche für die Gleichung y — ax + bgemacht wurden, und man 
findet immer eine gerade Linie, deren Lage aber nicht die nämliche ift. Die 
Eonftructionen, auf welche man in jedem der drei Fälle Eommt, find 
folgende: 

Iſt die Gleichung y — ax — b gegeben, fo conftruirt man, wie 
in dem erften Fall, die durch die Gleichung y — ax ausgedrückte Gerade 
AD (Fig. 68), trägt dann wieder auf der Axe ver Ay, aber auf der ent⸗ 
gegengefegten Seite Ay’, den Abſtand AB — b an, und zieht wieder BE 
parallel mit 

Hat man die Gleichung y — — ax — b, fo conſtruirt man bie 
durch die Gleichung y= — ax gegebene Gerade dA (Big. 69), nimmt 
auf Ay die AB —= b, und zieht wieder BE parallel Ad. 

Handelt es ſich enblich um bie Gleichung y — — ax—b, fo beſteht 
der Unterſchied mit dem vorigen Fall blos darin, daß man AB=b (Fig. 70) 
unterhalb des Urfprungs auf Ay’ anträgt. 


8203 IM A nicht Null, fo Läßt fi die Gleichung Ay-+-Bx=C 
auf bie Form y=aıx-b Sringen, und biefe letzte Gleichung ftellt Immer, 
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wie eben bewiefen mwurbe, eine gerade Linie vor. Iſt aber A— 0, fo 
reducirt ſich Die Gleihung auf 


Bxı=(C, oder 1 * 
ber geometriſche Ort dieſer Gleichung iſt ſomit eine Linie CF (ig. 71), die 
mit der Axe der y parallel lauft, und Die Axe ber x in einer Entfernung 
5 — AC vom Urfprung auf Ax oder Ax’ trifft, je nachdem die Größe 
poſitiv oder negativ ift. 


206. Wir können nun den Schluß ziehen, daß pie Gleihung 
bes erften Grades in allen Fällen eine gerade Kinie zum 
geometrifhen Drt bat. | 


207. Nah dem Borigen müßte man, um eine Gleichung des 
erften Grades zu conftruiren, fie zuerft unter bie Sorm y — ax b 
bringen, dann die in ber Gleichung y — ax gegebene Gerabe conftruiren, 
hierauf auf der Are der y über oder unter dem Anfangspunkte eine Linie 

gleich b antragen, und endlich mit dieſer Geraden eine Parallele ziehen. Es 
ift jedoch einfacher, die beiden Punkte zu finden, wo die gefuchte Gerade die 
Aren ſchneidet, was dadurch geſchieht, daß man in der Gleichung dieſer 
Geraden nach einander x = 0 und y— O0 fekt. 


Es ſei z. B. die Bleichung gegeben . 
37 — ı -5=0. 


Um den Punkt zu finden, wo die dadurch beftimmte Gerade die Orbi- 
naten=Are fehneivet, beachte man, daß die Abfeiffe für diefen Punkt Null 
ift; deßhalb fege man in der Gleihung x — 0, fo ift die entfprechende 
Ordinate y= — ?. Nimmt man alfo (dig. 72) auf der Seite der 
negativen y den Abſtand AB gleich 2 der Längeneinheit, fo gehört ber 
Punkt B zur gefuchten inte. Da ebenfo der auf der Abfeiffenlinie liegende 
Punkt diefer Geraden eine Ordinate gleih Null bat, fo fege man y — 0, 
und erhält dann bie entfprechende Abfeiffe x — 8; nimmt man alfo in der 
Richtung der pofitiven x die AC— 3, fo gehört ver Punkt C wieber zu 
ber gefuchten Linie, wodurch die Gerade beftimmt if. 


208. Bis jetzt wurde blos bewieſen, daß die Gleichung des erften 
Grads immer eine gerade Linie vorftellt. Es fol nun auch gezeigt werden, 
daß es Feine gerade Linie gibt, welche nicht durch eine Gleichung des erften 
Grades ausgedrückt werben Tann. 6 

1) In Nro. 203 haben wir geſehen, daß man, um die Gerade aus 
ber Gleichung y — ax zu conſtruiren, x — 1 ſetzt, woraus ſich y — a 
ergibt; Dann nimmt man auf Ax (Big. 66) in der Richtung der pofitiven 
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Abfeiſſen zur Darſtellung der Einheit, die hier ganz willkührlich iſt, eine 
Linie AF, giebt KFK’ parallel mit der Are der y, nimmt ſodann auf Diefer 
Parallele in der durch das Vorzeichen ber Größe a angezeigten Richtung 
FG = a, und zieht endlich durch den Punkt G und den Anfangspunkt A 
die Gerade DD’, fo ift diefe Gerade die verlangte Linie. Nach diefer Con⸗ 
ftruction müffen offenbar, wenn man a verfchiedene Werthe beilegt, der Bunft 
G und fomit aud) die Gerade DD’ ihre Tage ändern; da ferner ver Größe 
a jebe Größe beigelegt werben Fann, fo muß auch der Punkt G alle mög- 
lichen Lagen auf KK’ Haben können, und folglich kann auch die Gerade DD’ 
alle möglichen Lagen um den Anfangspunft A herum einnehmen. Alſo 
find alle Dur den Anfangdpunft gehenden geraden Li— 
nien durch eine Gleihung von der Form y — ax gegeben. 

2) Berner wurde (Nro. 204) gezeigt, daß man, ‚nachdem die durch 
die Gleichung y == ax gegebene Gerade DD’ (Fig. 67) conftruirt ift, 
um die der Gleihung y — ax + b zu erhalten, auf der Are Ay über 
oder unter dem Anfangöpunfte, je nach dem Borzeichen von b, eine Ordi⸗ 
nate AB — b antragen, dann BE parallel mit DD’ ziehen muß. Nach 
diefer Eonftruction muß offenbar der Punkt B, wenn man für b alle poft- 
tiven und negativen Größen feßt, alle möglichen Lagen auf der Are yy’ 
einnehmen können; überbieß kann, wenn der Coefflcient a verändert wird, 
die Gerade DD’, mit welcher BE parallel ift, alle möglichen Neigungen zu 
Ax haben: alfo können alle Geraden, welde die Orbinaten- 
Are fhneiden, durch eine Bleihung von der Form 


y=xı-b 
ausgedrückt werden. 


3) Endlich läßt ſich jede mit der Are Ay parallele Gerade CF (Big. 71) 
durch eine Gleichung wie x — ce darftellen, da die Abſtiſſe für alle Punkte 
diefer Geraden conftant iſt: Die Gleichung x — c tft aber ein befonderer 
Tal der Gleichung y = ax + b; folglich kann jede gerabe 
Linie, welches auch ihre Rage fein mag, burd eine Glei— 
hung des erfien Grades ausgedrüdt werden. 


Aufgaben über die gerade Linie. 


209. Erſte Aufgabe (Fig. 73). Der Winkel ECx, 
den eine Gerade CE mit der Abfeiffen- Are bildet, und 
die Ordinate AB am Urfprunge feien gegeben, man foll 
die Öleihung jener. Geraden finden. 


Da die Gerade die Are Ay fihneiden muß, fo wird fie durch eine 
Gleihung von der Form 
y=xıx-b 


ausgedrückt. 
Analyt. Geometrie, 4 
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Imn dieſer Gleichung iſt b die Orbinate des Punktes B, wo die Gerade 
bie Are Ay fehneibet: dieſe Ordinate iſt nach ber Lage dieſes Punktes poſitiv 
oder negativ und fie heißt Ordinate am Urfprung; alfo iſt dieſe Größe 
unmittelbar durch die Aufgabe felbft gegeben. 

Was den Loefficienten a betrifft, fo hängt er von dem Winkel ab, den 
bie Gerade mit der Are der x macht. Man ziehe durch den Urfprung AD 
parallel CE, fo ift die Gleichung diefer Parallele y — ax (Nro. 204), 
und wenn MP die Ordinate eines beliebigen Punktes dieſer Linie ift, fo ift 


MP _ 

| AP 
Das Dreied AMP gibt aber (Nro. 65) 
_MP _ sin DAx 

— AP sinAMP’. 


und indem man den Winkel ECx mit «, und den Coordinaten⸗Winkel yAx 
mit 6 bezeichnet, fo ifl 
‚DAx=«, AMP =DAy=9—o; 


für a erhält man alfo den Werth 


— sin « 
sin ((—«) 
und folglich iſt die Gleichung der Geraden CE 
sin «& 
[1] y- sin (de) * x-+b. 


210. Wir Haben ftilffeämeigend vorausgefeht, Daß ber gegebene 
Winkel ECx kleiner fei ala yAx; die erhaltene Gleichung paßt aber eben fo 
wohl für ven Fall, wo ECx größer ift als yAx. Denn in biefem Fall 
hat die Parallele AD die in Figur 74 dargeftellte Richtung, und dad Dreieck 
MAP gibt 

MP sin MAR sin DAıx __sin« 


— — 


AP sin AMP sin DAy sin (@—0) 


Aber in der Gleihung y — ax drückt a immer das Verhältniß ber 
Ordinate zur Abfeiffe aus, und die Abfciffe des Punktes M ift hier —AP; 


P 
alſo a = AP; folglich, indem man darauf Rückſicht nimmt, daß 
“sin (a&—$) = — sin (d—e) ift, ergibt ſich 


sin « sin « 
sin (6) sin (a) 


Somit ift die Steigung [1] immer die der Geraden CE. 
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211. Um bei der Anwendung dieſer Gleichung auf befondere Fälle 
feinen Fehler zu machen, beachte man, 1) daß b eine pofitive oder 
negative Größe ift, je nachdem die Gerade die Ordinaten⸗Axe oberhalb oder 
unterhalb des Urfprungs ſchneidet; 2) daß H der Winkel yAx der pofltiven 
Ordinaten und nicht fein Nebenwinkel yAx’ ift; 3) daß « der Winkel ECx 
ift, der auf der pofitiven Seite der Abſciſſen durch das obere Stüd ber 
Geraden, d. 5. dur das auf der Seite der pofitiven Orbinaten liegende 
Stück gebildet iſt. 


218. Iſt der Coordinaten⸗Winkel ein rechter, fo ift 0 — 90°, 
sin « 
cos & 
Tangente des Winkels vor, den die gegebene Gerade mit der Are derx macht. 





sin (6 — «) = cos a; alfo a = — tang «; fomit flellt a bie 


213. Zweite Aufgabe, Es fei gegeben pie Glei— 
Hung einer Geraden \ 4 
y=a-b, 
man ſoll den Winkel finden, den dieſe Gerade mit der 
Are der x madt. 


Es fet AD (Big. 73) die Gerade der Gleihung y — ax, mit wel⸗ 
cher vie Gerade der gegebenen Gleichung parallel ift (No. 204); sieht man 
die Ordinate MP, und bezeichnet den geſuchten Winkel ECx mit æ, und 
ben Winkel yAx mit 9, fo findet fich wie oben mitterft des Oreiecs AMP 


sin « à 
in@—e * 


Um aus dieſer Gleichung « abzuleiten, ſchafft man den Nenner weg, 
und feßt für sin (d — «) feinen Werth sin 9 cos & — cos 6 sine, fo 
erhält man 


sin«e—=asin0 cs«e—a sin & cos 6, 
oder 
(1--a cos 6) sin æ a sin 6 c08 æ; 
woraus ſich, da 





sin « 
tang « = 
| cos « 
ergibt 
| | a sin 0 _ 
12] ang a cos 


Da fomit die fang « bekannt iſt, fo iſt der Winkel « ſelbſte als bekannt 
anzuſehen. 
11* 
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21A. Dritte Aufgabe. Die Gleihung einer Ge— 
raden zu finden, welche durch zwei gegebene Punkte geht. 
Die Coordinaten biefer Punkte feien x’, y’ und x’, y’. Da bie 
gefuchte Linie gerade fein muß, fo ift ihre Sleihung, unter der Voraus⸗ 
ſetzung, Daß die Linie mit der Axe'der y nicht parallel iſt, von ber Form 


y=aıx-b, 
wo a und b noch unbekannt find. 


Damit fie durch den Punkt gehe, deflen Coordinaten x und y’ find, \ 
muß ihrer Gleihung Genüge gejhehen, wenn man x’ für x, und y’ 
für y fett, fo daß man 
y=aı-b 


erhält. Mittelft diefer Gleichung läßt ſich bereits eine der beiden Unbe⸗ 
fannten eliminiren; denn wenn man ſie von der Gleihung y—= ax b 
abzieht, fo fallt b weg, und man erhält 

3yY—-y=aaı). 

Dieß ift die Gleichung einer Geraden, die durch den Punkt, deſſen 
Coordinaten x’ und y’ find, gehen muß; aber a ift noch unbeftimmt, weil 
man durch einen Punkt unendlich viele Gerade ziehen kann. Ä 

Damit die Gerade auch durch den zweiten Punkt gehe, muß der Glei- 
hung genügt werden, indem man x durch x’ und y durch y” erfeht; 
dieß gibt - 

y" — y — aà — X), 
woraus ınan erhält 








x! 
a — 2 — * 
Setzt man dieſen Werth für a, ſo iſt 
"__y! 
[3] y-/=7 ar) 


bie Gleichung der Geraden, nel durch die beiden gegebenen Punkte geht. 
Uebrigens kann man ftch leicht überzeugen, daB die Bedingungen ber Auf⸗ 
gabe erfüllt find, denn 


x — »*' gibt y — Y, und x xX gibt y—=y”. 


215. Dieſe Gleichung enthält alle beſondern Lagen, die eine Gerade 
einnehmen kann, da die Coordinaten x’, y’, x’, y’ ganz willkührlich find. 
Man wird fogar fehen, daß fie Die mit der Are der y parallelen Geraden 
gibt, obgleich man von der Gleichung y — ax + b, welche für dieſe 
Geraden nicht paßt, ausgegangen ift. 

Iſt y“ — y, fo reducirt ſich die Gleichung [3] uf y=y), d. duh. 
die Gerade iſt dann parallel mit der Are der x. Dieß muß wirklich der Fall 
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fein, da Me durch Die Endpunkte der beiden gleichen Orbinaten MP und 
M’P’ (ig. 75) get. 

Iſt x” — x, fo wird der Factor von x — x’ auf der zweiten Seite 
der Gleichung unendlich groß; löst man aber die Gleichung in Beziehung 


aufx — x auf, fo erhält man 
„ 


. — x 
x— x* — (Y—Y), 
und wird nun x’ = x’ angenommen, fo ergibt fih x—x’; welches zeigt, 
daß die Gerade mit der Are der y parallel lauft, was nothwendig der Kal 
fein muß, da fle durch die Endpunkte der beiden gleichen Abfeiffen MN und 
M’Q’ (Big. 76) gebt. 

Nimmt man zugleid x’ —=x un y’=y an, fo wird bie 
Gleichung [3] 

y-Yy=-H$a@—%); 


da num der Coefflcient von x — x unbeftimmt tft, fo kann die Gerade alle 
möglichen Lagen um den Punkt, deffen Coordinaten x’ und y’.find, herum 
einnehmen. Dieß muß auch der Fall ſein; denn die zwei gegebenen Punkte 
bilden nur noch einen einzigen, und durch einen Punkt laſſen ſich unendlich 
viele gerade Linien ziehen. 


216. © Vierte Aufgabe. Die Gleichung einer geraden 
Linie zu finden, die durch einen gegebenen Punkt gebt, 
und mit einer gegebenen Geraden parallel iſt⸗ 


Die Gleichung der gegebenen Geraden ſei 


y=aıx-+b, 
wo a und b befannt find, und die der gefuchten mit ihr parallelen Linie fei 
ya, 


wo a’ und b’ unbekannt find. 


- Damit die Geraden einander parallel feien, muß 
aa 


fein. Denn die eine ift parallel mit einer durch den Urfprung gehenden 
Geraden, deren Gleihung y — ax (Nro. 204) ift, und die andere iſt 
parallel mit einer Geraden von der Gleichung y — a’x. Da nun die beiden 
legtern Linien durch den Urfprung gehen, und bie beiden erften parallel find, 
fo müffen bie ‚beiden lebten in einander fallen; alfo tft a — a. Daher 
erhält man als Gleichung für die mit der gegebenen Geraden parallelen Tinie 


y=ı-b, 
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wo b’ noch unbeftimmt bleibt, weil es unendlich viele Geraden gibt, die 
mit einer gegebenen Linie parallel ſind. Soll aber dieſe Parallele durch 
einen gegebenen Punkt gehen, deſſen Coordinaten x’ und y’ find, fo muß 


Y-ar-b 
die Gleichung fein, aus welcher b’ gefunden wird. Zieht man biefe von 
der vorigen ab, fo erhält man ald Gleihung der geſuchten Parallele 


y-y=ıa—r). ) 


faır. Fünfte Aufgabe. Den Durchſchnittspunkt 
zweier Geraden zu finden, deren Gleihungen gegeben fint. 


Die Gleichungen der beiden Geraden fein 
y=axı-b 
| y=aı-b. 
In dem Punkte, wo fie fih fchneiden, Haben fie gleiche Coordinaten, 


und umgekehrt find die Coordinaten Liefer Linien nur in dem Punkte, wo 
fie fih treffen, einander glei ; alfo Hat man für dieſen einzigen Punft 
ıxıt-b=ax-b, 
woraus ſich ergibt 
b—b’ 
‚= 707: 
a — 4 


Setzzt man dieſen Werth in der Gleichung einer dieſer Geraden anſtatt 
x, fo erhält man 


_ a’b — ab’ 
— 3T 4 


218. 3ſt a’ — a, fo werden dieſe Werthe unendlich groß; alſo 
findet dann Fein Durchſchnitt mehr ſtatt, und wir wiſſen bereits (Nro. 216), 
daß wirklich die Geraden parallel find, wenn a’ = a. 

Iſt ſowohl a’ —= a, ald auch b’ — b, fo werden die Werthe von 
xund y zu 8, d. h. fie find unbeftimmt; alfo läßt fich fehließen, daß alle 
Punkte der einen Geraden der andern gemeinfchaftlich find. Dieß ift wirk⸗ 
ih der Fall, denn da die Gleihungen der Geraden dann identiſch werben, 
jo bilden die beiden Geraden nur eine einzige. 


219. Sechste Aufgabe, Die Entfernung zweier 
Punkte zu finden, deren Coordinaten gegeben find. 
Nehmen wir zuerft an, die Axen feien rechtwinklig (dig. 77), und 
die betreffenden Punkte M und N. Zieht man die Orbinaten MP, NQ 


L 
— —— ⸗ 


a 
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und mit der Are der x die Parallele NR, fo gibt das in R rechtwinklige 
Dreieck MNR 


MN = VNR? + MR?. 


&8 feien nun x, y die Eoordinaten des Punktes M, und x’, y’ bie 
des Punktes N, fo ift NR gleich x — x’, und MR gleih y — y’. Drüdt 
man daher die. gefuchte Entfernung mit 5 aus, fo erhält man 


I=- Var rg —y). . 


Bringt man die Punkte M und N nad einander in alle verſchiedenen 
Lagen, wo die Conftruction des Dreiecks MNR irgend eine Aenverung er= 
fahren könnte, und beachtet dabei die in Betreff der Vorzeichen ber Coordi⸗ 
naten feftgeftellte Uebereinkunft, fo wird mn finden, daß dieſe Formel 
feine Ausnahme erleidet. 


Iſt 3.8. der Punkt N im Anfangopunkte (Fig. 78), ſo hat man 
x=0,y=0, und daher 


6 = VE Y?. 
Dieß ift der Ausdruck für die Entfernung irgend eines Punktes vom 


Anfangspunfte der Eoorbinaten, wovon man ſich Leicht überzeugen Tann ; 
benn das reihtiwinflige Dreied AMP gibt 


AM = VAP? MP = VE? Y. 


Nehmen wir ald zweites Beiſpiel den Ball, wo die Punkte M und N 
bie in Figur 79 dargeftellte Lage haben. Dann find bie Abfeiffen diefer 


Punkte — AP um — AQ, do = — AP, uw "= — A. 
Die Orbinate des Punktes M if iwieder MP, aber die des Punktes N iſt 
— QN, alſo y=M und y — — (N. Segen wir für x, y, x, y“ 


dieſe Werthe in die allgemeine Formel, ſo erhält man 
8 = V(-AP+AQ)? (PM-FQN)? 
= V (AP—AQ)? + (PM-+PR)? 
—"V NR?-MR®; 
welches Refultat dem gleich ift, das man unmittelbar aus nem rechtwinkfligen 
Dreieck MNR erhält. 


220. Nehmen wir nun fehiefe Aren an (Big. 80), und ziehen u 


noch parallel mit Der Are der x die Linie NR, bis fie die Ordinaten MP 
und NO trifft. Das Dreie! MNR iſt dann nicht mehr rechtwinklig, aber 
eine befannte Formel (Nro. 66) gibt 


MN = V NR?2-TMR— ?2NR><MR><cosMRN. 


' 
— — — — 


u 
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Der Winkel MRN ift dad Supplement zum Winfel yAx; bezeichnet 
man alfo diefen legtern mit 0, und. behält diefelben Bezeichnungen mie im 
vorigen Numero bei, fo erhält man 
$s= V &—r)2-4(y—y)?+2(—x/)(y—y’)cos0. 
Wird 9 — 90° angenommen, fo ift cos d = 0, und fomit 
VERF; 
welches die oben für rechtwinklige Aren gefundene Formel iſt. 


221. Siebente Aufgabe. Die Gleichungen zweier 
Linien ſind gegeben, man ſoll den von ihnen gebildeten 
Winkel finden. 


Es ſeien 
y=aı-+b, y — ax - b 
die Gleichungen der beiden Geraden. Man ziehe durch den Urſprung, 
(Fig. 81) parallel mit dieſen Geraden die Linien AD und AD’; dann iſt 
der Winkel DAD’ gleich dem gefuchten- Winkel, ven wir mit V bezeichnen 
wollen. Die Winkel DAx und D’Ax find gleich denen, welche die gegebenen 
Geraden mit der Are Ax ‚bilden; fie feien mit & und «’ bezeichnet. Nun 
bat man offenbar V= a’ — eo; alfo, 
tang «’ — tang « 

1 + tang a tang 

Nehmen wir zuerft an, Die Coordinaten⸗ Aren ſeien rechtwinklig; dann 
it (Nro. 212) tange — a, lans “" a, alſo 

—a 

{ + aa 

Mit diefer Formel ift die Aufgabe gelöst, Da die Tangente des ge— 
ſuchten Winfeld durch dieſelbe gegeben ift. 

Sind die Geraden ‚parallel, io iſt ber Winkel V NUN, alſo ift auch 
tangV=0; baher a — a, wie wir fhon (Nro. 216) gefehen haben. 

Bilden fie einen rechten Mintel, fo ift tang V uͤnendlich groß, und 
deßwegen muß 





tang V = tang («—e) = 


tang V = 


aa’ + 1 = 0 fein, woraus a = — 


nie 


Dieß iſt die Bedingung, unter welcher zwei Geraden ſenkrecht auf 
einander ſtehen. Steht die erſte Herade ſenkrecht auf den Abſciſſen, fo iſt a 
unendlich groß, und man findet a’ — 0; alfo ift die zweite Gerade parallel 
mit den Abfeiffen, wie eö auch fein muß. Ebenſo, wenn die erfte parallel 
mit den Abfeiffen ift, fo ift a Nu, und man erhält a — 0, was an« 
zeigt, daß die andere Gerade parallel mit den Orbinaten ift. 
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222. gwettens werde angenommen, bie Coordinaten⸗Axen feien 
ſchief, und bilden mit einander ven Winkel 9; nun hat man (Nro. 213) 
_ a sin 0 k 8 sin 
tang « = 1--a cos 0’ ang a L cos 0 
biefe Werthe für tang « und tang a’, fo ergibt ſich nach geſchehener 
Reduction 


; ſetzt man daher 


0... (a — 38) sin 6 
tang V = 1taa—+(a-+ a) cos 9 
Um auszubrüden ‚, daß die beiden gegebenenen Geraden ſenkrecht auf 


einander ſtehen, muß man den Nenner gleich Null fegen, nämlich 
—1-—.1acos 9 


/ / — _ , 
14a” +(a+a)cosd=0, woraus a = Fo 


Iſt 0 = 90°, fo rebucirt t ſig dieſe Formel wieder auf die oben ge⸗ 


c 


lm 


fundene, != — 


223. Achte Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt 
auf eine gegebene Gerade eine Senkrechte zu fällen, und 
die Ränge diefer Senfredten zwiſchen dem gegebenen 
Punkte und ber Geraden zu finden. 


Die Gleichung der gegebenen Geraden fei 


y=aı-+b, 


und x’, y’ die Eoorbinaten des gegebenen Punktes. Da die gefuchte 
Gerade durch diefen Punkt gehen muß (No. 214), fo ift ihre Gleichung 
von der Form 


y-y=X!a—N) 


wo a’ noch unbekannt if. Aber wegen der Bedingung, daß fie auf der 


"gegebenen Geraden fenkrecht ftehe, muß bei rechtwinkligen Aren (Nro. 221) 


!— — - fein; alfo ift die Gleichung der Senfrechten 
1 r 
— ' — — —⸗ 
y-y=7-0-%) 


Um die Coordinaten des Durchfhnittspunftes der gegebenen Geraden 
und der Senfrechten zu erhalten, ziehe man aus den Gleichungen diefer 
Linten die Werthe fürx und y (Nro. 217). Zur leichtern Glimination bringe 
man bie erfte, y—= ax — b, unter die Form 


y-y=ıaA—Y)+b+ar—y. 
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Inden man diefe mit der für die Senkrechte verbindet, und die Diffes 
renzen y— y’ und x — x’ als Unbelannte annimmt, findet man 
a (y—ax—b) _y-— y—ar—b 
Ita ’ 7 - = Tra 
aus welchen Werthen die Goorbinaten x und y für den Fußpunft der Senk⸗ 
rechten leicht abzuleiten find. 

Bezeichnet man nun bie Länge der Senkrechten zwiſchen dem gegebenen 
Punkt und der Geraden mit p, fo läßt fih diefer Abſtand. ausdrücken durch 
p = VAN? + g-% 

und fegt mar für x — x’ und y— y’ ihre Werthe, fo ergibt fig 
—ar—b 
—-+ y—ax—b 
BZ Vire 1-+ FR 
Da der Werth von p nothwendig pofltiv fein muß, fo nimmt man 
das obere Vorzeichen, wenn der Zähler y’ — ax’ — b pofitiv, und das 
untere, wenn biefer Zähler negativ iſt. 
Liegt der gegebene Punkt im Urſprung, fo muß X = 0 und y0 
gejegt werben, dann rebucirt fich der Werth von p auf folgenden: 
+b 
ze: 
via 
Liegt der Punkt auf der gegebenen Geraden, ſo müſſen die Coordi⸗ 
naten x und y’ der Gleichung dieſer Geraden genügen. Es iſt daher 


y=ar’+b; folglich wird der Werth von p zu Null, wie bieß ber 
Ball fein muß. 


x— ı' — 


221. Wenn bie Aren ſchief find, fo ift a’ nicht mehr glei 


— 1a c088 (Nro. 222), und die Glei⸗ 


1 ’ 
— ſondern es iſt a — are 


Hung-ber Senkrechten ift 
— 1 — a cos6 
Be? — — u yf 
ITI— a-t+ eos 6 ax) 
Verbindet man dieſe mit der Gleichung der gegebenen Geraden, letztere 
unter der Form 


y—-y=ı—-r)+b+ar—y, 


ro (a-4+-cos 8) (y’—ax’—b) 
000 44a24+2a cos 0 
gr — —_(ltacos 6) (y—axr’—b) 
II nm 1-Ha?+-2a cos 6 ’ 


fo erhält man 





“ 
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und um bie Länge p der Senkrechten zu erhalten, muß man bie Formel 
anwenden: | 


8 = Va FG-PF2GE) Y—y) 0080, 


die Nro. 220 gefunden wurde, und darin für x — x’ und y— y ihre 
Werthe fehen; dann srgibt ich nach allen Reductionen 


— —b) sin 6 sin 0 
+ 6 ax 
— —— 


Mögen die Axen rechtwinklig oder ſchief ſein, ſo iſt der allgemeine 
Ausdruck für die Senkrechte p immer vom erſten Grad in Beziehung auf die 
a x’ und y’ des Punktes, von wo aus fie gefällt wird. 


225. NWebungsbeifpiele. Da es von großer Wichtigkeit ift, 
fi mit den Anmendungen der Gleihung für die gerade Linie und der eben 
‚ behandelten Aufgaben vertraut zu machen, fo mögen bier zur Uebung noch 
einige Aufgaben und Rehrfüge folgen, — 


J. Aufgabe. Die Gleichung einer Geraden zu finden, welche 
den Winkel halbirt, den zwei auf rechtwinklige Coordinaten bezogene Ge⸗ 
raden, deren Gleichungen gegeben ſind, mit einander bilden. 


I. Lehrſatz. Es ſoll bewieſen werden, daß die Geraden, welche 
die drei Winkel eines Dreiecks halbiren, ſich in Einem Punkte ſcheiden 
Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes). 


IN. Lehrſatz. Die auf der Mitte der drei Seiten eines Dreiecks 
errichteten Senkrechten ſchneiden ſich in Einem Punkte (Mittelpunke des 
umſchriebenen Kreiſes). 


IV. Lehrſatz. Die von den Scheiteln eines Dreiecks auf die Mitte 
ber Gegenſeiten gezogenen Geraden ſchneiden ſich in Einem Punkte 
(Schwerpunkt). 


V. Lehrſatz. Die von den Scheiteln eines Dreiecks auf die 
Gegenſeiten gefällten Senkrechten ſchneiden ſich in Einem Punkte. 


VI Lehrſatz. In jedem geradlinigen Dreieck liegen ber Mittel⸗ 

punkt des umfchriebenen Kreiſes, der Schwerpunkt und der Durchſchnitts⸗ 
punkt der drei Höhen immer in gerader Linie, und die Entfernung der beiden 
letzten Punkte iſt doppelt ſo groß als die der beiden erſten. 


VII. Lehrſatz. Zieht man mit der Grundlinie eines Dreiecks 
eine beliebige Parallele, und von den Punkten, mo.viefe Parallele die 
beiden andern Seiten ſchneidet, Linien nach den Scheiteln der Gegenwinkel, 
jo ſchneiden fich diefelben immer in einem Punkte derjenigen Geraben, welche 
ben Mittelpunft der Grundlinie mit der Spite des Dreiecks verbindet. 
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VI. Aufgabe. In der Ebene des Winfeld yOx (Fig. 82) ſei 
ein Punft A gegeben; man ziehe Durch dieſen Punkt zwei beliebige Gerade 
CF, ED; ferner die Gerade CD dur C und D, wo CF die Oy und ED 
bie Ox treffen: ebenfo ziehe man die Gerade EF durch die Punkte, wo die⸗ 
felben Linien CF und ED die Ox und Oy treffen; dann verlängere man 
CD und EF bis zu ihrem Durchſchnittspunkt B, und ziehe von dieſem Punkt 
zwei beliebige Geraden, welche die Schenkel des Winkels inG, H, I,K 
fhneiden, wodurch das Viereck IGHK entfteht: nun iſt zu beweifen, daß 
ber Bunft M, in welchem die Diagonalen GK und IH diefes Vierecks fi 
Schneiden, auf der Geraden OA liegt, welche den gegebenen Punkt A mit 
dem Scheitel des gegebenen Winkels verbindet. 


= 


IX, Aufgabe. Es fei ein Punkt A (Fig. 83) und eine Ge- 
rade BC gegeben; man ziehe von diefem Punkte an BC eine Beliebige 
Gerade AP, made den Winkel PAM gleich einem gegebenen Winkel, und 
ſchneide auf AM ein Stüd ab, fo daß AM zu AP in einen gegebenen 
Verhältniſſe ſteht: nun ift der Ort der fo beftimmten Bunfte M eine gerade 
Linie, die gefunden werden fol. > 


Sechstes Kapitel. 


Linien der zweiten Ordnung. 


Eintheilung der Linien der zweiten Ordnung in drei Arten, 


226.. Die allgemeine Gleihung des zweiten Grades 
zwifchen x und y ift folgende: 


Al Ar+Byt+@®+Dy+Ei+F=0. 
Iſt der Coefficient A nicht Null, fo gibt fie, nach y aufgelöst: 
— — 
SMAXMVGB—AοM— DAäMDO- AAF; 


n 7 _—D m 
feßt man zur Abkürzung am b= a, = B? — 4AC, 


p=BD— ?2AE, q =D? — 4AF, fo hat man in einfacherer Form: 
y=aı+b+ nr Vnx?-F2pxtg. 


Die beiden Werthe von y haben einen gemeinfchaftlichen rationalen 
Theil, der durh ax + b ausgevrüdt if. Aber ax + b ift die Ordi⸗ 
nate einer geraden Linie, deren Gleihung y — ax — b ifl: wir wollen 
annehmen, dieſe Linie fei in HH’ (Fig. 84) conftruirt. Wil man die 
Punkte erhalten, welche die Gleichung [A] für irgend eine Abſciſſe AP gibt, 
fo ziehe man zuerft die Ordinate PQ bis zur Geraden HH’, und trage dann 
in ber Richtung von PQ ſowohl oberhalb als unterhalb HH’ Stüde wie 
QM, QN an, die dem entfprechenden Werthe des irrationalen Theils 


Aa 
| 2 Vo®-{?2p-gq 
gleich find. Durch dieſe Eonftruction erhält man offenbar 


% 
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PM = PQ-+0M= ax +b-+,, VaxFäpetg, 


PN=PO—-OQN=a+b— N Von Föpxta, 


Denkt man fich diefe Eonftruction für alle Werthe von x, welche aus 
dem Wurzelwerthe reelle Werthe ergeben, wiederholt, fo erhält man alle 
Punkte der durch die Gleihung [A] dargeftellten Linie. 


227. Die dur die Oleihung.y — ax + b gegebene Gerade 
HH’ hat die Eigenfhaft, daß fle die zwiſchen zwei Punkten der Curve pa⸗ 
rallel mit der Are der y gezogenen Kinien halbirt: ‚man heißt fie deßhalb 
den Durchmeſſer. | 

Zur Abkürzung werde die Größe, die man oberhalb und unterhalb 
von HH’ antragen muß, und die mit Y bezeichnet werben fol, die vom 
Durdhmeffer aus genommene Ordinate genannt: fo daß man 
immer bat: 


I — — 
Y= 2A Vnx?-+-2px-g. 


228. Um die Ausdehnung und die Grenzen der Curve kennen zu 
Iernen, muß man die Ausdehnung und die Grenzen der Werthe von x fuchen, 
welde die vom Durchmeſſer aus genommene Ordinate reell, 
oder zu Null, ober imaginär machen, d. 5. welche die unter dem Wurzels 
zeichen enthaltene Größe poſitiv, oder zu Null, oder negativ machen. Nun 
wird aber in der Algebra bewiefen, dag man in irgend einem Polynom wie 


fx gxm- I pam? Lu, f. w. 


für x immer einen pofltiven und einen negativen Werth finden Eann, fo . 
daß alle größeren pofitiven und negativen Werthe für diefes Polynom 
Werthe von demfelben Vorzeichen mie das erfle Glied ergeben; auch läßt 
fich beweifen, daß, wenn man x bis ind Unendliche wachjen laßt, auch bie 
Werthe des Polynoms felbft bis ind Unendliche wachen. Für die Größe 
nx? — 2px + q ergeben ſich alfo, von gemiffen pofitiven und negativen 
Werthen von x an, bis ind Unendlihe wachfende Werthe mit demfelben 
Vorzeichen wie nx?, und da das Quadrat x? ſtets an und für fich pofitiv 
ift, fo muß diefes VBorzeihen dad vonn, d.h. von B? — 4AC fein. 
Hieraus lafſen fi nun zwei wichtige Folgerungen ableiten. 

Iſt nämlich B? — AAC negativ, fo gibt e8 Werthe für x, über welche 


hinaus die Ordinate Y immer imaginär if, man mag x pofltio oder negativ 


nehmen. Außerdem Tann diefe Ordinate für diejenigen Werthe von x, 
innerhalb melcher Nreell bleibt, nicht unendlich groß werden; alfo ift bie 
Curve, melde die Gleichung [A] dann vorftellen kann, in der Richtung der 
pofttiven und negativen Abfeiffen, ſowohl oberhalb ala unterhalb des Durch⸗ 
meſſers, begrenzt. Diefe Curve führt ven Namen Ellipfe. 


J 


— 
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Iſt B? — 440 poſitiv, fo gibt es poſitive und negative Werthe von 
x, über welche hinaus die Ordinate Y immer reell iſt. Ueberdieß kann 
dieſe Ordinate bis ins Unendlihe wachſen; alfo iſt die durch Die Gleichung 
[A] vorgeftellte Curve in der Richtung der pofitiven und negativen x ſowohl 
oberhalb als unterhalb des Durchmefferd unendlich, oder mit andern 
Worten, fie erſtreckt ſich nach vier verſchiedenen Negionen ins Unendliche ; 
fie Heißt Hyperbel. 


229. Sf BB — 4AC=0, ſo verliert ber Wurzelwerth fein 
erſtes Glied, und man hat bioe 


Vin 


Iſt nun p eine pofltive ordhe fo kann man x pofitiv fo groß nehmen 

als man will, und Y mird reell bleiben und bi8 ind Unendliche wachen ; 
nimnt man aber x negativ, fo ift Y imaginär ober mird e8 werben, fobald 
x eine gewiſſe Größe überfohritten hat: die Curve ift Daher auf der Seite 
der negativen x begrenzt. Das Gegentheil wird flattfinden, wenn p eine 
negative Größe tft. Alſo ift die Curve in diefen beiden Fällen oberhalb 
und unterhalb des Durchmeſſers unendlich; aber ſie iſt auf einer Seite des 
Urfprungs begrenzt, fo daß fie fich nur in zwei Richtungen ins Unendliche 
erſtreckt: man heißt fie Parabel. 
Für den Augenbli wollen wir den Fall übergehen, wo p zugleich 
mit B? — 4AC Null ift, weil dann V. conftant ift und bie gegebene Glei⸗ 
chung feine frumme Linie mehr barftellen kann; wir werben indeß auf dieſen 
befondern Fall zurückkommen. 


230. Die vorangegangenen Eroͤrterungen führen auf drei Arten 


"von @urven der zmeiten Ordnung. Diefe Eintheilung ſcheint zwar zu 


erfordern, daß die Gleichung in Beziehung auf y vom zweiten Grabe fet; 
wir wollen indefien zeigen, daß fie auch die andern Fälle in ſich begreift. 


« 


231. Wenn der Coefficient A Null ift und C nit, fo iſt die 
Gleichung doch in Beziehung auf x vom zweiten Grabe; löst man fie nad 
diefer Beränderlichen “r ‚jo ift 


_B EL 

20 "a0 5c 
Iſt B nicht Null, fo iſt B°y? poſitiv, und bei ähnlichen Folgerungen 
wie oben (Nro. 228), wobei man überall y anftatt x fest, erſteht man, 
baß die Curve vier unendliche Aefte Haben muß, und man fie deßhalb zu 
der Art der Hyyerbeln zählen darf, zu welcher ſie auch ihrer analytiſchen 
Natur nach gehört: denn bie Größe B? — -4AC, bie ſich hier auf B? 
reducirt, ift nothwendig pofltiv. 


1* I v® FRE 2CD)yFRR—IC 
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St B= 0, fo ift y nur noch im erſten Grad unter dem Wurzel- 
zeichen, und man erſieht leicht, daß die durch die Gleichung gegebene Eurve 
zu den Parabeln gerechnet werben muß, wohin fie auch ihr analytifcher 
Charakter verweist: denn B? — 440 iſt gleich Null wegen der Voraus⸗ 
ſetzung A=0 und B=0. 


232. Es kann der Kal vorkommen, daß C zugleich mit A Null 
ift; dann heißt die Gleichung [A] ’ 


Bıy+Dy+-Ex+-F=0, 


welche nur noch ald Gleichung des erften Grads aufgelöst werden kann. 
Man erhält daraus 


F \ 
„—h-r_I0% 
Bxı + D B +2 
x - 
und p 
—Dy—r_707y 


x = 


By-+E B+, 


Der Werth von y zeigt, daß, wenn man x = t © feßt, 

= = wird; nimmt man alfo (Fig. 85) auf der Are der y in der . 
entfprechenden Richtung ein Stüd AB gleich diefer Größe, und zieht durch 
den Punkt B mit Ax die Parallele HH’, fo trifft die Linie der zweiten Ord⸗ 
nung dieſe Parallele ſowohl auf der Seite von BH als BH’ in unendlicher 
Entfernung vom Punfte B; alfo erſtreckt fich diefe Linie in beiden Rich⸗ 
tungen in unbeftimmter Weite, Der Werth von X ergibt, wenn man 


—D 
y-=to md, ı= 55 nimmt man alfo auf der entſprechenden 


Seite vom Urfprung die Abfeiffe AC gleich diefer Größe, und zieht durch 
den Punkt C die KK’ parallel mit Ay, fo trifft die Eurve-Diefe Parallele 
ſowohl oberhalb ala unterhalb in unendlicher Entfernung; alfo erftredt fie 


‚ft auf der Seite von CK und CK’ ins Unendlihe. Die Curve bat daher 


vier unbeftimmte Aeſte, und gehört fomit zu den Hyperbeln. Dabei ift zu 
bemerfen, daß die Größe B? — AAC noch pofltiv ift, da fie ſich auf B? 
reducirt und B nicht Null ift, fonft wäre die gegebene Gleichung nicht mehr 
vom zweiten Grad. 


233. 63 läßt fich nun leicht einfehen, daß man nur drei Arten 
von Eurven der zweiten Ordnung unterfheiden Tann :- 
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1) Die Ellipfen, melde nach allen Richtungen begrenzte Curven 
find, und für die BB — 440 S 0O iſt; 


2) die Hyperbeln, welche Curven aus vier unendlichen Aeſten 
beſtehen, und für welche B? — 4AC > 0 iſt; 


3) die Parabeln, welche aus zwei unenblicen Aeften beftehende 
Gurven find, und für die BE — 440 = 0 fl. 


Da die Bevingung B? — 4AC = 0 Rattfinden muß, damit 
Ay? 4 Bey + Cx? 


ein Quadrat fei, fo kann man fagen: in allen Bällen, wo die 
Gleihung des zweiten Grades eine Parabel vorftellt, 
bilden die drei Glieder des zweiten Grades ein Quadrat; 
auch der umgekehrte Sa ift richtig. 


&3 fol nun jede der drei Arten von Curven befonders unterfucht werden. 


Discaffion der Ellipfe. B? — AAC< O0. 
234. Bet ver Auflöfung der Gleichung [A] ergab ſich Mro. 226) 


y=ax-+b + 5, Yeetpta, 


in welchen Werthen n anftatt B? — 4AC geſetzt if. Im dem vorliegen- 
den Falle ift dieſe Größe negativ; deßhalb wollen wir — 6° anftatt.n 
fegen, dann laſſen fidh die Werthe von y auf folgende Weife fhreiben: 


y=atsti \ —— I 


Angenommen, HH’ (&ig. 86) fei der Durgmefe, beffen Gieichung 
y=ax--bift, und es ſeien die Punkte zu ſuchen, in welchen die Curve 
henfelben trifft. Für dieſe Punkte ift die vom Durchmefler aus genommene 
Date Null; alfo find die Abfeiffen dieſer Punkte durch die Gleichung 
gegeben 


2 
1] 2 r— 3=0. 


Die Wurzeln derfelben feien x’ und x”, und da diefe beiden Wurzeln 
entweder reell und ungleich, ober reell und gleich, oder imaginär fein önnen, 
fo wollen wir dieſe drei Bälle nach einander unterſuchen. 


238. Erſter Fall. Sin x und x’ reelle und ungleiche 


Größen, fo folgt daraus, daß die Curve wirklich zwei auf dem Durchmeſſer 
Analyt. Geometrie. 12 


An 


„Em — — 
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“ Hegenden Punkte hat. Nehmen wir zu leichterer Veranſchaulichung x’ und 


x pofitiv und x’ Heiner ald x” an: wi man nun die auf dem Durchmefler 
liegenden Punfte conftruiren, fo jege man AB— x, AB’ — xy”, ziehe 
durch B und B’ die Geraden CD und C’D’ parallel mit ver Are der y, dann 
beftimmen die Durchſchnittspunkte diefer Linien mit HH’ die Bunfte H und 
H’, in welchen ver Durchmefler die Cure trifft. 


Drüdt man, wie ſchon (Nro. 227) angenommen, die vom Durch⸗ 
mefjer aud genommene Orbinate durch Y aus, fo ift 


-2V 2 2p q 
=. — (x in 


Um dem Gang diefer Orbinate leichter zu folgen, menn man x alle 
möglichen Werthe-beilegt, zerlege man das Polynom unter dem Wurzel« 
zeichen in Sactoren. Dax’ und x” Wurzeln der Gleichung [1] find, fo 
folgt daraus, daß das Polynom x? — z x — F das Product aus den 
Bactoren x — x, x — x’ tft: folglich hat man 


* 


Y= m Va-ı) 7). 


Nun ift klar, daß von A nach B die Abfeiffe x Fleiner iſt als x’ und 
x’; alfo ift der Bactor —x’ negativ, während ber Factor x’ — x pofltiv 
ift; folglich ift Y imaginär; es gibt fomit keinen Punkt der Curve zwifchen 
der Are Ay und der durch den Punkt B gezogenen Parallele CD. 

Bon B nad B’ ift x größer als x’ und Kleiner ald x’’; dann find bie 
Factoren x — x’ und x’ — x pofltiv und folglich Y reell; es entſprechen 
alfo jeder zwifchen diefen Grenzen befindlichen Abfeiffe AP zwei Punkte der 
Ellipfe. 
Ueber B’ hinaus bis ind Unendliche ift x größer ald x’ und als x”; 
alfo ift der Factor x — x’ pofltiv, aber der Factor X’ — x negativ, das 


ber Y imaginär; folglich Hat die Eflipfe über die dur B’ parallel mit Ay 


gezogene Linie C’D’ hinaus keinen Punkt mehr. 

Auf der Seite Ax’ ift die Abfeiffe x negativ; der Factor x — x ifl 
daher negativ, während der Factor x’—x pofltiv iſt; Y tft alfo imaginär 
und die Ellipfe hat feinen Punkt auf der Seite der negativen x. 

Die Ellipje liegt fomit ganz zwiſchen den Parallelen CD und C’D’, 
und da die Werthe von x, für welche W reell ifl, zwiſchen x’ und x’’ liegen, 
und überbieß Y für keinen dieſer Werthe unendlich werden kann, fo folgt 
daraus, daß die Ellipfe nach allen Richtungen begrenzt ift, was wir fchon 
aus Niro. 228 mußten. 

Die Grenzen' der Ellipfe laſſen fi indeffen auch parallel mit dem 
Durchmeſſer genau beftimmen. Die beiden Factoren unter dem Wurzel- 
zeichen geben, wenn fle zufammen abbirt werden, die Summe x’ — x, 


die ſich mit x nicht ändert; folglich wird das Product (x—x’) x” —y) 


Linien der zweiten Ordnung. 179 


am größten, wenn: jever Factor gleich der Hälfte diefer Summe, d. 5.” 
gleih 4x’ — x’) iſt. Man feße alfo | 


"= a"), woraus x - x6G-x) 6), 


und für dieſen Abſciſſenwerth von x iſt Y ein Maximum. Derſelbe ent⸗ 
ſpricht offenbar der Mitte E von BB’; denn es tft 


AE=AB+BE=Y +16" —ı)). 
Der Werth dieſes. Marimums ift 


6 a) 
— 44 


Um. bie entſprechenden Punkte der Curve zu finden, ziehe man EO 

parallel mit den Ordtnaten, und ſchneide auf diefer Linie auf jeber Seite 
"__g - 

des Durchmeſſers OG —= 0G’ = ne ab: fo find G und @’ die 
Punkte, wo fich die Eflipfe am meiteften von HH’ entfernt. Zieht man 
GK und G’K’ parallel mit HH’, fo dienen diefe Linien al8 Grenzen ber 
Eurve, fo daß die vier Geraden CD, C’D’, GK, G’K’ ein Parallelogram 
bilden, das die Curve einfchließt, und deffen Seiten in ihrer Mitte bie 
Curve ſelbſt * berühren. 


— — — — 


Ö . — — 
Y= a V 4 RR) x4(«'—r) 





* Man Tann auch Y unter folgende Form bringen: 


ö 2 2 
F V G c E- )ä 
— 


dann ſieht man ſogleich, daß fein größter Werth x = * iſt. Dieſer 


Werth von x iſt derſelbe wie 4 (x + x): denn bekanntlich iſt in ber 
Gleichung [1] die Summe der SBurgeln gleich dem Coefficienten des zweiten 
Glieds mit dem entgegengefegten Vorzeichen. 


Es feinun EPE=EP = 9, fo it AP= 0 AP=E--0. 


Setzt man diefe Abſciſſen anftatt x, fo erhält man jedesmal für Y den 
gleichen Werth, alfo find für dieſe Abfeiffen die vom Durchmeffer aus ge⸗ 
nommene Ordinaten QM, QN, QM’, Q’N’ gleich groß. Daraus folgt, 
daß die Dreiede OQM und OQ-N‘ congruent find, aljo it MON’ eine in 
O halbirte gerade Linie, d. h. der Punkt O ift der Mittelpunft aller durch 
biefen Punkt in der Ellipfe gezogenen Geraden. Wegen dieſer Cigenſchaft 
wird der Punktt O Mittelpunft genannt. 

Aus der Congruenz derfelben Dreiecke geht hervor, daß die mit HH‘ 
parallele Sehne MM’ durch die Linie GG halbirt wird, und da dieß bei - 
alfen mit.HH’ parallelen Sehnen der Fall ift, fo folgt daraus, daß GG’ 
ein Durchmeffer ifl. Die beiden. Durchmefler HH’ und GG’ haben alfo 
eine ſolche Lage, daß jeder derfelben die mit dem andern Durchmefler pa⸗ 
rallelen Sehnen halbirt: man heißt fie deßhalb conjugirte gufammens 
gehoͤrige) Durchmeffer. 28 
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Gibt man dem Durchmeſſer eine beſondere, beſtimmte Lage, ſegt für 
ö, A, x’ und x’’ numerifche Werthe, und conftruirt die Curve nad hin⸗ 
reichend naheliegenden Punkten, fo erhält man bie in Fig. 86 angezeigte ' 
Form. Dabei ift e8 außer Zweifel, daß fie gegen den Durchmeſſer überall 
hohl fein muß: denn wollte man annehmen, file hätte eine andere Form, 
wie etwa in Big. 87, fo könnte man eine gerade Linie, wie RS ziehen, 
welche fie in mehr als zwei Punkten treffen würbe, was bei einer Linie ber 
zweiten Ordnung (Nro. 199) nicht der Fall ſein kann. 


236. Zweiter Fall. Sind die Wurzeln x’ und x” reell und 
gleich, fo erhält man für die Ordinate Y 


Y= „va ji N y. 


Die einzige Abſciſſe, welche Y reell macht, iſt x — x; alfo reducht 
fich die Ellipſe auf den einzigen Punkt, der x—= x, y ax r b zu 
Coordinaten bat. 


237. Dritter Fall. Sind endlich die Wurzeln x’ und x’ 
imaginär, fo kann dad Polynom nx? + 2px + q unter dem Wurzel- 
zeichen fein Vorzeichen bekanntlich nie ändern, welchen Werth auch x haben 
mag. Berner iſt bewieſen, daß bei hinlänglich großen Werthen für x dieſes 
Polynom Werthe von demfelben Vorzeichen wie das erfle Glied erhalten 
muß. Da nun das erfte Glied immer negativ if, fo muß es auch das 
Polynom fein; alfo ift Y imaginär, und folglich ift fein Punkt vorhanden, 
deſſen Coorbinaten der Gleihung [A] genügen fünnen. Man fagt dann, 
bie Gleichung fei unmöglich, oder au fie flelle eine imaginäre 
Ellipfe vor. 


238. Der Kreis ift ein befonderer Fall der Ellipſe. Um fi da⸗ 
von zu überzeugen, darf man nur beachten, daß die Gleichung der Kreis- 
linie vom zweiten Grade iſt (Nro. 186), und daß die Ellipſen die einzigen 
Curven der zweiten Ordnung ſind, die nach allen Richtungen begrenzt ſind. 
Zwar ſetzt die Gleichung in Nro. 186 rechtwinklige Coordinaten voraus; 
wir haben aber (Nro. 197) geſehen, daß der Grad einer Gleichung zwiſchen 
x und y durch die Veränderung der AUren nicht geändert wird. 


8 


Discuffon der Gpperbe. B? — 4AC >00. 


239. Da bie Größe n oder B? — AAC für den Fall der Gyper- 
bein pofttiv ift, fo feße man 8° fürn; dann find die allgemeinen Werthe 
von y (Nro. 226) folgende: 


_ V⸗ 2p,ı 4 
„=a br, a ur ES a 
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Mir wollen nun 
2p q 
er „ta =0 


ſetzen, und ihre beiden Wurzeln mit x’ und x” bezeichnen; Bann laſſen ſich, 
wie vorhin, drei Källe unterfcheiden, je nachdem fie reell und ungleich, oder 
teell und glei, oder endlich imaginaͤr ſind. 


240. Erſter Fall. Sind die Wurzeln x’ und x” reell und 
ungleich, fo trifft die Curve den durch die Gleichung y — ax + b ge- 
‚gebenen Durchmeſſer in zwei Punkten H und H’ (Big. 88), die den Ab⸗ 
feiffen AB—= x’ und AB’ = x” entfpredhen; wobei x’ und x’ pofltiv 
und x’ < x’ angenommen wird. 


-  Berlegen wir das unter dem Wurzelzeichen befindliche Trinom in Fac⸗ 
imen, fo ergibt fi für die vom Durchmeſſer aus genommene Ordinate 


Y= — (x) a—x”). 


Bon Ana B iſt x pofltiv und Heiner als jede der Wurzeln x’ und x’; 
die Factoren x — x und x — x” find alfo beide negativ und Y ift rel. 
Um zu finden, ob Y wädst oder abnimmt, wenn x wächst, made man 
diefe Factoren pofttiv und ſchreibe 


Y= 55V (X) «’—ı). 


Nun fallt in die Augen, daß, wenn x von O bis x wädhöt, der 
Werth von Y von 2 RR” xx” bis O abnimmt. 


Es fet daher 
— ‚_ [2077 Bu 
IF= IF =, 


fo ift der zwiſchen Ay und BH liegende Theil der Hyperbel durch die Punkte 
- Fund F’ begrenzt, und bat ungefähr die Sorm FH’. . 


Von Benach B' iſt x x und x <xr”’; alfo iſt Y imaginär, und 
ſomit liegt zwiſchen ven Parallelen BH und BHnichts von der Curve. 


Ueber B’- hinaus iſt x größer als x und x’; alſo it Y reell. 
Berner iſt klar, wenn man x wachfen läßt, fo wachſen auch die beiden Fac⸗ 
toren, und haben feine andere Grenze als das Unendlihe. Dadurch wird 
ein Aft ber Curve SH’S’ beftimmt, der ſich oberhalb und unterhalb des 
Durchmeſſers in der Richtung der pofitiven x bis ind Unendliche erſtreckt. 
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Vom Anfangspunft A aus auf der Seite Ay’, wo x negativ ift, fee 
man x = — z, ſo a man 


Y- A Var) 2-47). 


Jeder pofitive Werth von z beftimmt bier einen reellen Werth von Y, 
und wenn z unendlich groß wird, fo wächst auch diefe Ordinate bis ins 
Unendliche. 

Man erhält fo zmei Bögen der Hyperbel, FR und FR, die ſich auf 
der Seite der negativen x bis ins Unendliche erftreden,, und zugleich vom . 
Durchmeffer fi immer mehr entfernen. 

Gibt man dem Dutrchmeffer eine beflimmte Lage und fegt für 6, A, x’ 
und x’ numerifche Werthe, fo Läßt fich vie Curve nach Punkten conftruiren, 
fo daß fle die in der Figur angegebene Form bat. 


.. 241. Zweiter Fall. Sind die Wurjeln x und x’ einander 
gleich, fo find die Werthe von y gene: 
y=x+tb+ — 


5 = (x—x’). | 

Sie beſtimmen zmei Geraden FO und FO (Sig. 89), bie fih auf 
dem Durchmeffer im Punkte O, deſſen Abfeiffe x’ ift, ſchneiden; denn feßt 
man x — x, fo reduciren ſich die Ordinaten der beiden Geraden auf 


y=aıYy-b. 


242. Dritter Fall. Wenn x’ und x” imaginär find, fo trifft 
die Hyperbel den Durchmeffer nicht. Da aber das Trinom 6°’x?-+-2px+t-q 
immer poſitiv bleiben muß, fo gibt jeder Werth von x einen reellen Werth 
für Y, alfo zwei Punkte der Hyperbel, von denen der eine oberhalb, der 
andere unterhalb des Durchmeffers liegt. Die Curve beſteht daher wieder 
aus zwei unendlichen Aeſten, die aber durch den Durchmefjer getrennt find; 
jeder diefer Aefte ift gegen den Durchmeffer conver, und hat die in Fig. 90 
dargeftellte Form. 


- Will man die Punkte beſtimmen, wo bie Hyperbel ihrem Durchmeffer 
am nächften Fommt, fo bringe man den Werth von Y zuerft unter fol- 


gende Form: 
= VG + 5) +@-! FL 


Ferner beachte man, daß die Größe (2 *— 5) poſitiv fein muß; 


‚ denn fonft würden ſich, wenn die Größe unter dem Wurzelgeichen gleich Null 
gefegt würde, für x reelle Werthe ergeben, mas gegen bie Borausfegung 


5 
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N 


iſt. Nach dieſer Bemerkung muß Y ein Minimum fein, wenn das 


. Quadrat (x 4 33 ) zu Null wird, was blos der Fall ift, wenn 


= — - 
geſetzt wird. 


Der Minimumsmwerth von Y ift dann 


- IV p? 
IBRVIA— 


Man nehme daher die Abſciſſe AE gleich dem Werthe von x, ziehe 
EO parallel mit den Ordinaten, trage dann auf jeder Seite des Durch⸗ 
meſſers die Abftände OG und OG’ gleih dem Werthe von Y an; fo find 
G und G’ die Punkte, wo die Aefte der Huperbel dem Durchmefler am 
nächſten kommen. * | 


248. Wir Haben (Nro. 231) gefehen, daß, wenn A Null ift, 
aber B und C nicht, die Gleichung [A] Curven gibt, welche unter die Hy⸗ 
perbein zu rechnen find. Nach dem, was dort bemerkt wurde, kann man 
bie Gleichung nach x auflöfen, und eine der vorigen ähnliche Discufflon ein⸗ 
fihlagen, ohne etwas zu ändern, ald x in yund yinx. Da aber das 
Duadrat von y fehlt, fo tft die Gleichung [A] in Beziehung auf y nur 
noch vom erften Grad, und es feheint natürlich, fie nach diefer Veränder⸗ 
lichen aufzulöfen. Wir wollen nun diefen neuen Weg einfchlagen. 


Die zu conftruirende Gleichung iſt dann 


[B] By co®+-Dy+EKk+F=0, 
oder: , 
Bx-+Dy+ OR Ex + F=0, 
woraus | 
— (x? — Ex — F 


I= Ted 


Führt man die Diviſton aus, und bezeichnet die beiden erften Glieder 
des Duotienten mit rx und s, und den Reſt der Diviſion, der die Ver⸗ 
änderliche x nicht enthält, mit t, fo.ergibt ſich für vorigen Werth 


. t 
FREI 


“+ Mittelft ähnlicher Folgerungen wie in der Anm. Seite 179 laͤßt fich beweifen, 

dag in ben Fig. 88 und 90 der Punkt O ein Mittelpunkt, bie Linie 

- ehe an Omeffer ift, und HH’ und GG zwei conjugirte Durchs 
merjer find. _ | 


u . 


⏑ —— 


’ — —757— 
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Conſtruiren wir zuerſt die Gerade, deren Gleichung y = rx —+ 5 iſt, 
und nehmen an, es fei biefe HH’ (Fig. 91). Nun muß man offenbar, 


t 
Br D zz dargeſtellten Ab⸗ 


ſtände in der Richtung der Ordinaten dieſer Geraden antragen, aber nicht 
ober» und unterhalb HH’, ſondern blos oberhalb, wenn dieſe Größe poſitiv, 
und unterhalb HH’, wenn fie negativ if. Denn es ift Flar, daß man im 
erſten Fall dieſe Größe der Ordinate der Geraden hinzufügen, und im zweiten 
dieſelbe von ihr wegnehmen muß. 





um die Punkte der Curve zu erhalten, die durch 


Setzen wir der Abkürzung wegen 


wobei B, D und t als poſitive Größen angenommen ſeien, und unterſuchen, 
welchen Gang die Werthe von Y nehmen, wenn man x alle möglide 
Werthe beilegt. 


Iſt x 0, ſo iſt v — —— nimmt man alſo auf Ay über HH’ ein 


Stück GC gleich diefem Werthe,“ fo iſt C ein Punkt der Curve. Läßt man’ 
x pofitiv bis ind Unendliche wachen, fo bleibt V pofttig, nimmt aber bis 
auf Null ab. Dieß zeigt an, daß die Eure vom Punkte C an fidh der 
Geraden HH’ immer mehr nähert, ohne daß fi für dieſe Annäherung eine 
Grenze angeben läßt, und man erhält fo einen unendlichen Bogen wie CR. 


Um die Subftitution negativer Werthe auf die der pofltiven zurück⸗ 
zuführen, fege man x— — 2, fill . 


| —B 
v 


- Stier wird der Nenner D — Bz Null und V unendlich groß, wenn 
man z — n macht; trägt man alfo diefen Werth auf der Seite der nega⸗ 


tiven x von A nah K an, und zieht LKL’ parallel mit Ay, fo trifft die 
Gerade LKL’ mit der Curve nicht zufammen, oder wenigftend erft in unend⸗ 


licher Weite. Legt man z Werthe bei, die von O bis AK wachſen, fo 


bleibt V immer poſitiv und wächst von CG bis ins Unendliche: dadurch 
wird ein neuer hyperbolifcher Bogen CR’ beflimmt, ver gleichfam bie Der: 
längerung des Bogend CR ift, und der ſich der Linie KL in dem Maße 
beftändig nähert, als er fi) von der Geraden HH’ entfernt, ohne daß ſich 
für diefe Annäherung eine Grenze beftimmen Tieße. 

Gibt man z einen Werth AE > AK, fo wird V negativ; alfo Itegt 
ber Punkt F, der dieſer Abfeiffe entfpricht, unterhalb ver Linie HH’. Läßt 
man z von AE bis AK abnehmen, fo wächst V negativ von DF an bi8 
ins Unendliche, und laßt man z von AE bis ind Unendliche wachlen, fo 
nimmt V bis auf Null ab, wobei e8 immer negativ bleibt. 
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Alfo gibt e8 auf jeder Seite des Punktes F zwei unbegrenzte hyper⸗ 
boliſche Bögen, FS’ und FS, von denen fi der eine in unbeftimmte Weite 
der Geraden KL’, der andere der Geraden GH’ nähert. 


Die Geraden HH’ und LL’, welche durch die beiden Gleichungen 


yznrnHts und ı=—: 
gegeben find, Eommen der Hyperbel unendlich nahe, ohne je mit ihr zu= 
fammen zu’ treffen: wegen diefer merkwürdigen Eigenſchaft haben fie den 
Namen Afymptoten erhalten. 

Der Schenkel OH ift Aſymptote des Bogens CR, und OH’ Aſymptote 
des Bogens FS; ebenſo find die Linien OL und OL’ Aſymptoten der Bögen 
CR’ und FS’. u 
| Es wurde im Vorigen angenommen, daß, wenn man bie angezeigte 
Divifion in dem aus der Gleichung [B] abgeleiteten Werthe von y vor⸗ 
nimmt, der Neft t niht Null fei. Nehmen wir nun t = O an, fo iſt 


— oa —E—F=(r4 5) Br -+D). > 
Folglich läßt ſich die Gleichung [B] aus) fo ſchreiben: 


| (Bx -D)y— (rs) BD =0, 
ober auch auf folgende, Weiſe: 


B+Dy—n—9)=0; 


dieſer Gleichung wird offenbar genügt, indem man entweder 


Bx+D=0 fett, woraus x — — 5, 


ober au 
| y — rx — s — O, woraus y — rXx—-Ps. 


Daraus folgt, daß die Gleichung [B] im vorliegenden Fall zwei 
Gerade vorſtellt, von denen die eine mit der Are der y parallel iſt. 

Aus der eben geführten Discuffion geht hervor, daß für den Fall, 
wo in der Gleichung das Quadrat y?, aber nicht das Rechteck xy fehlt, 
diefelbe entweder eine Hyperbel vorſtellt, welche zwei Aſymptoten hat, von 
denen die eine mit der Are der y parallel iſt, oder zwei Gerade, von denen 
die eine mit biefer Ure parallel Yauft. 


an. Biürde in der Gleichung x?, und nicht y? fehlen, fo müßte 
fie offenbar entweder eine Hyperbel ergeben, die eine mit der Are der x 
parallele Aſymptote hätte, oder auch zwei Gerade, von denen eine mit dieſer 
Are parallel wäre. 
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2NS. Wenn die beiden Quadrate zugleih fehlen, fo muß bie 
Gleichung des zweiten Grads eine Huperbel, die zwei beziehungsmeife mit 
ben beiden Aren parallele Aſymptoten hat, oder auch zwei mit diefen Aren 
parallele Geraden esgeben. Dieß lapt ſich wirklich aus der Gleichung 


Bıy+-Dy+Eı +F=0 
ableiten, indem man bie Folgerungen in Nro. 243 darauf anwenbet. 


Afymptoten der Hyperbel überhaupt. 


246. Denn ein Curvenaſt unendlich ift, fo heißt eine Gerade, bie 
bemfelben unendlich nahe kommt, obne ihn je zu treffen, Afymptote. 
Nach diefer Erklärung laffen ſich die Afumptoten Teicht beftimmen. Cauchy 
bat diefe Unterfuhung in feinen Lecons d’Analyse auf folgende WBeife 
geführt. 


. &8 fei CR (Fig. 92) ein Curvenaft, und GH feine Afymptote, die 
hier mit der Are Ay nicht parallel fei, und MP, NP feien beliebige, ver 
nämlichen Abſciſſe AP entfprechende Ordinaten diefer Linien. Nun muß 
die Entfernung MN für fehr große Werthe von x fehr Hein, und fogar zu 
Null werben, wenn x unendlih groß wird; ift alfo die Gleichung der 
Afomptote 


y=exı-+Jd, 


fo muß ſich aus der Gleichung der Eurve ein Werth für y ableiten Iafien, 
deffen Differenz mit cx — d zu Null wird, wenn x unendlich groß if. 
Diefer Werth läßt fich daher unter Die Form 


y-atd-tV 
bringen, wo V eine Bunction von x ift, bie für 
= 0 oder x — 0 


zu Null wird, je nachdem ber betreffende Curvenaſt auf der Seite der poſi⸗ 

tiven oder negativen x liegt. Aus dieſer Gleichung ergibt ſich 

y_d+V 
x [4 


x d=y—cer —V. 


cc = 


| d-V. 
Iſt x unendlich groß, fo werden die Größen V und un zu Null; 


man erhält alfo c, wenn man fucht, was alddann aus dem Verhältniß ! 


ber Ordinate der Curve zu ihrer Abſciſſe wird, und nachdem man c beftimmt 
hat, ergibt ſich d, wenn man ſucht, was aus der Größe y—cx bei einem 
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ebenfall® unenvli großen Werth von x wird. If nun c und d bekannt, 


fo ift die Gleihung der Afumpfote y—= cr — d. 


Laffen fich auf diefe Weile mehrere Soſteme von reellen und enblichen 
Werthen für c und d beflimmen, fo muß au die Curve mehrere unendliche 
Aeſte enthalten, die Aſomptoten haben, welche mit den Orbinaten nicht 
parallel find. Für x — —+ 0 erhält man Aſomptoten für unendliche 
Aeſte auf der Seite der pofitiven x, und für x = — 00 erhält man bie 
für unendliche Aefte in ver Richtung der negativen x. 


247. Um feine Aſymptote zu übergeben, muß man auch nod vie 
mit den Ordinaten parallel Laufenden fucdhen, und hiebei ift nur zu beachten, 
daß fie fih aus endlichen Wertben von x, melde die Orbinate ber Curve 
unendlich machen, ergeben. 


Würde man übrigens in dem eben Vorgekommenen überall x in y und 
yin x verwandeln, fo würde man alle mit den Abfciffen nicht parallelen 
Afsmptoten erhalten; fo daß fih daraus alle ſchon bekannten, nebft den 
mit den Ordinaten parallelen Aſymptoten, die allein noch zu finden find, 
ergeben mürben. 


QAS. Wenden mir die vorigen Negeln auf die Hyperbel an. Für 
diefe Curve find die allgemeinen Werthe von y (Nro. 239) 


1 — — — 
yaatb+5, Vo 2pr+gq, . 
ll — — — 
y= ax bb. Vor? + 2pı + 4. 

Angenommen, e3 handle ſich von der in Fig. 88 dargeftellten Hyper⸗ 
bel; je nachdem man x bi8 — oO oder bis — wachſen läßt, beftimmt 
ber erfie Werth von y ben Bogen H’S ober HR, und der zweite Werth 
von y den Bogen H’S’ ober HR’. 


Um die Afymptote des erften Bogens H’S zu erhalten, muß man 
zuerft das Verhältniß von yzu x nehmen, und ben Werth viefed Verhält⸗ 
niffes für — + © na Nun iſt 


Yoardıt 2p , q 
at. +, "++ 
und wenn x = — 00 gemacht wird, fo ergibt ſich 


c (als Grenze von ) ⸗a43 u 


Nachdem c gefunden, muß man, um d zu erhalten, bie Grenze von 
y— ex juden; man bat nun 
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_ 1 —— — 6 
y-a=aua+b+,V@®t2atg— (a4 57): 


= IH vRRFR FI 0); 


es ift jedoch nicht abzufehen, was aus biefer Größe wird, wenn x pofitiv 
His ind Unendliche wächst; denn die in den Klammern befindlichen pofltiven 
und negativen Glieder werben zugleich unendlich. Um dieſer Schwierigkeit 
auszuweichen, nehme man zu einer bekannten Umformung Zufludt, aus 
welcher fich ergibt 


(VER 2pıtg — — 5x) (V 87? 2pı tg + 6) 


ma=br 23A(V 8a F2pr faq + 6x) 
nr et 
72 (V 5% 2pı - &x) 
2p +4 
EZ | 


| al e+R4H 2 +44) 


Unter dieſer Form fieht man leicht, daß, wenn x —= + 0 geſetzt 
wird, man 


d (als Grenze von y— cr) =b-+- —— AT 
erhält. 


Sept man nun in der @leihung y=cx-+-d für c und d ihre Werthe, 
fo erhält man für die Afomptote des Bogens H’S 


- 6 
[1] | lt) tb+ 3 


Um die Afymptote des Bogens HR’ zu finden, beachte man, daß dieſer 
Bogen durch den zweiten Werth von y gegeben iſt, indem man hier x bis 
— {0 (Abt; fe bieſen Fall iſt 


aa +2 -— F VER? 2pıtg. 


Man verwandle x in — z, und feße dam z = — 0, fo 
ergibt fi i 
"=ı— —— 

b A 


za, ta r-7+5 
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für — o hat alfo c denfelben Werth, wie im vorigen Tall, naͤmlich 
y _,..8 

e (als Grenze von 2) =a+,, 


Ebenſo findet man J 
1 — — Ö 
y-ı=aı-+b— 35 Y S°--2px tg — (a+ 3%) x 
s " . \ 1 | 
a Si 


= A (VRR —2p2+q — 82); 


und Inden man dieſelbe Umformung wie vorhin vornimmt, und wieder 
z— + © macht, erhält man au benfelben Werth für d, wie für. 
ben erften Bogen, nämlich Ä 


en = PD. 
d (als Grenze von y— ex) =b + yY 
Daraus folgt, daß die Aſymptoten der beiden Bögen auf derfelben 
geraden Linie liegen, welche durch die Gleichung [1] gegeben iſt. 
Dur ganz ähnliche Folgerungen findet man, daß bie Afymptoten der 


beiden andern Bögen ebenfalls auf einer geraben Linie liegen, beren Glei⸗ 
chung folgende iſt: 


5. | 
RM ‚„=a-z)itrb3G 


Die Gleichungen [1] und [2] lafſen fi auch ſo ſchreiben: 
a 


y=a+b— 36 4 ho, 
oder auch, wenn man ſie in einer einigen darftellt, auf folgende Weiſe: 
[3] yaatb+z(&+2), 


welche Form noch deutlicher zeigt, wie die Aſymptoten unmittelbar aus den 
allgemeinen, die Orbinate der Hyperbel ausdrückenden Werthen fi ableiten 
Iaffen. Denn wenn man in biefen Werthen nur die weränderlichen Glieder 


Sx2-1-2pxbeibehäft, dad Quadrat zuötx-t2prt- 5; ergänzt, und die Wur⸗ 
zei dieſes Quadrats auszicht, fo bekommt man genau bie Gleichung [3]. 
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ZADB. Die beiden Afymptoten fehneiben fi auf dem Durchmeſſer 
der Hyperbel: denn die Orbinaten biefer drei Geraden merden gleich, 
wenn man 
pP, 

6? 

Diefer Werth ift derfelbe, welcher Y (Nro. 242) bei Fig. 90 zum 
Minimum madt; die Afymptoten gehen alfo durch den Punkt O. Geht 
man zu Nro. 240 zurüd, worauf fi Fig. 88 bezieht, und zieht aus der 
_ Mitte von HH’ die Ordinate OE, fo iſt 

AE — AB + 4BB’ — y +3(' — It”); 
x’ und x’ find aber die Wurzeln der Gleichung 


2 
x2 4 * x+ 4 =0(; 
alfo ift die Summe x’ — x” gleich dem Coefficienten von x mit entgegen- 
gefeßtem Vorzeichen; fomit 
AE=IK« HN) = — + 


Diefer Werth beweist, daß für den Kal in Nro. 240 die Aſymptoten 
der Hyperbel durch die Mitte O von HH’ gehen. 

Nachdem fo der Punkt, wo die Aſymptoten den Durchmeffer ſchneiden, 
befannt ift, feße man zur völligen Beftimmung berfelben in ihren Glei⸗ 
Hungen x = 0, dann iſt 


„pr, 
bl: 


Man trage daher auf der Are der y (Big. 88 und 90) oberhalb und 
unterhalb des Durchmeffers bie Abſtände IT und IT’ gleich Art an, und 
ziehe die Geraden OT, oT, fo find diefe die Aſymptoten. 


x +,=0 feßt, woraus = — 


250. Wenn in der allgemeinen Gleichung deö zweiten Grads ber 
Eoefficent von y? nicht Null ift, fo enthalten die Werthe von y auch fein x 
als Divifor: fle können alfo nur dur) einen unendlichen Werth von x 
unendlich werden; folglich gibt es Dann Feine mit den Ordinaten parallele 
Afymptote (Nro. 247). 


. A = 0, fo ift die Gleichung 
By Cxꝰ +Dy+Ex+-F=0; 
woraus man, wie in Nro. 243, einen a für y erhält von der Form - 


8 


ySntstgrp 


u 


« 
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Mittelft der allgemeinen Methode ließe fich wohl eine den y nicht pa= 
rallele Afymptote, die dur die Gleichung y — rx + s dargeſtellt ift, 
finden; es gibt aber eine andere Aſymptote, bie den y parallel ift, und die 
man nach dem in Nro. 247 Bemerkten erhält, wenn ein endlicher Werth 
von x vorhanden ift, der y unendlih macht. Nun hat der endliche Werth 


ı= — = biefe Eigenſchaft; es gibt alfo eine den y parallele Aſymptote, 


melche eben diefen Werth zur Abfeiffe Hat. Diefe Refultate flimmen mit 
denen in Niro. 243 überein. 

Man hätte die legte Alymptote auch auf dem allgemeinen Wege 
mittelft der Verwandlung vonx in y und y in x erhalten önnen. Näherer 
Erklärungen mird es hiebei wohl nicht bedürfen. 


⁊ 


Discuſſton der Parabel. B— 4AC = 0. 


251. Iſt B?— 4AC=0, fo erhält man für die vom Durch⸗ 
meſſer aus genommene Orbinate 


1 — — 
Y= 5a V?pı+q. 


Sind nun p und q pofitiv, fo gibt jeder pofitive Werth von x einen 
reellen Werth für Y, und wenn x von Null ins Unendlihe wächst, fo 


wächst Y von V4 bis ind Unendlide. Daraus folgt, daß, wenn man 


auf der Are Ay (Big. 9) F=IF = v2 oberhalb und unterhalb des 
Durchmeſſers anträgt, fo muß die Parabel durch die Punfte F und F’ 
geben, und fie hat auf der Seite ‚der pofitiven x zwei unendliche Bögen, 
wie FS und F'S’. Um die auf der Seite der negativen x liegenden Punkte 
zu erhalten, mache man x—= — z, fo ergibt fi 


4 _ V q 
Y=-avVo—p=ıN 2p Fr) 


Nun muß offenbar, wenn z von O bi8 25 wächsſst, Y reel 


fein und bis auf Null abnehmen; wenn aber z größer wird, fo ift Y ima⸗ 





ginär. Man trage alfo AB= Er auf der Seite Ax’ an, und ziehe pa= 


rallel mit Ay die Gerade BC, welche den Durchmeffer in C trifft, fo endigt 
ſich die Barabel auf der Seite der negativen. x in einem Bogen wie FCF’. Die 
Parabel-hat fomit nur einen einzigen aus zwei Schenfeln beſtehenden Aſt 
SCS’, welche ſich in der Nichtung der pofttiven Abſciſſen ind Unenbliche 
erſtrecken, indem fte fich immer mehr vom Durchmefler entfernen, und dabei 
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gegen den Durchmeſſer hohl ſind, da eine Gerade die Curve in nicht mebr 
als zwei Punkten (Nro. 199) treffen kann. 

Iſt p poſitiv und q Null, fo hat die Parabel die Lage RIR’; und 
wenn p poſitiv und q negativ ift, fo Bat fe die Lage TDT’. 


252. Iſt p negativ, fo nimmt die Curve eine umgelehrte Lage an, 
d. 5. fie erſtreckt fih in der Richtung der negativen x ins Unendliche. Die 
Figur 94 zeigt Die Lage derſelben, je nachdem q pofltiv, oder Null, oder 
negativ iſt. 


253. Wenn endlih p = 0 ift, fo ift 
_ va 
2A’ 
was zwei mit bem Durchmeſſer parallele und von demſelben gleich entfernte 
Geraden ergibt, vorausgefeht jedoch, daß q pofttiv iſt. Diefe Geraden 
fallen mit dem Durchmeffer zufammen, wenn q = 0 iſt. Sie find ima- 
ginär, ober mit andern Worten, bie Gleichung iſt unmöglih, wenn q 
negativ iſt. 


254. Iſt ANull, und B ebenfalls Null, fo erhält man aus der 
allgemeinen Gleichung [A] folgende: 
GC? Dy Ex 0, 
welche auch noch zu dem Fall der Parabeln gehört (Nro. 231). Löst man 
fie nach x auf, fo ift 


E ii — — — 
ı=— Et AV =achy-FRr=ICH, 
Nimmt man nur den ratlonellen Theil x = _ fo erhält man 


die Gleichung eines mit der Are ber y parallelen Durchmeffers. Im Uebri⸗ 
gen laſſen fich die vorhergehenden Folgerungen auch bier anwenden, wenn 
man nur überall x für y und y für x ſetzt. 


Die Gleichung vn fih au y rt ; dann ergibt ſich 
ye-;@+7ıto). | 
welcher Werth leicht zu discutiren ift. 


255. Da fi die Parabel ins Unendliche erſtreckt, fo entſteht bie 
Frage, ob fie Afymptoten habe. Fürs erfte hat fie feine, die mit den 
Orbinaten parallel iſt; denn für dieſe Curve iſt 


ySatbtuviere 


./ 
im — — — „ D ——— — 
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und es fällt in die Augen, daß Fein endlicher Werth von x diefe Werthe 
von y unendlich machen fann, was der Fall fein müßte, wenn fie mit ben. 
Ordinaten parallele Afymptoten hätte (Nro. 147). 


Um zweitens zu finden, ob fie Aſymptoten Habe, die mit den Ordi⸗ 
naten nicht parallel find, wenden wir die allgemeine Methode von Nitro. 246 
an. Nun ift 


7 4 
I=a+; #37 tw 


und wenn x — — oO gemacht wird, ſo ergibt fih die Grenze von = 2. 


Diefer Wertb muß in der Gleihung der Afymptote der Goefficient von x 
fein, und er zeigt, daß, wenn bie Parabel wirtlic Aſymptoten hat, ſie mit 
dem Durchmeſſer parallel find. 


Nun hat man 
1 — — — 
y-a=b+,, V?ptg; 


alfo ift die Grenze von y— ax — + ©. Diefe Grenze tft die Ordi⸗ 
nate des Punktes, wo die Afymptote die Are ber y trifft. Um daher bie 
Aſymptoten ver Parabel zu erhalten, müßte man mit dem Durchmeffer 
Parallelen ziehen, die vom Anfangspunft unendlich weit entfernt find, mas 
fo viel Heißt, als dieſe Curve habe gar Feine Aſymptoten. 


Anwendung der vorhergehenden Discuſſtonen auf Bahlenbeifpiele, 


256. Beifpiele, in welden B— 4AC < 0 ift. 
Beifpiell (dig. 95). yr—IıyHHHIr?—4y441—6=0. 


Vergleichen wir diefe Gleichung mit der allgemeinen [A], fo findet 
fih B? — 4AC = — 4; wenn fie alfo eine Curve vorftellt, fo kann 
diefe nur eine Ellipfe fein (Nro. 233). Es Könnte jedoch der Full fein, 
daß fie nur einen Punkt darſtellte (Nro..236), oder felbft, daß fle unmög- 
U wäre (Nro. 237). Um zu wiflen, welcher von dieſen drei Fällen 
ſtattfindet, löſe man ſie nach y auf, fo erhalt man 


y-hk+2?+V—- 2-3: + 10; 


dann feße man — x? — 3x — 10, woraus x — 2 und x— — 5. 
Da dieſe Wurzein reell und ungleich find, fo folgt (Nro. — 
die Curve wirklich eine Ellipſe iſt, die zum Durchmeſſer die Gerade mit der 


Gleichung y—= 4x + 2 Hat, und dieſen Durchmeſſer in „re Punkten 
Analyt. Geometrie. 
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fepneidet, deren Abfeiffen + 2 und — 5 find. Macht man in ber Glei- 
hung des Durchmeſſers x = 0, fo ifl-y — 2, und feht man y — 0, 
fit x= — 8. Man trage daher auf ven Coordinaten⸗Axen 


Al— 2 und AP —'8 


an, und ziehe durch I und I eine Gerade, fo ift dieſe der Durchmeffer. 
Ferner trage man AB = 2 und AB’ — 5 auf der Abfeiffenare an, und 
ziehe durch B und B’ Parallelen mit Ay, welche diefen Durchmefjer in H 
‚und H’ fchneiden; fo find Dieß die Punkte, wo die Curve den Durchmeffer 
ſelbſt ſchneidet. 

Die Größe unter dem Wurzelzeichen läßt ſich in — (x — 2) (x-H+5) 
oder in (2—x) (x-4+5) zerlegen ; indem wir nun unter Y wieber die vom 
Durchmeſſer auß genommene Ordinate verflehen, ift 


Y=-vVva@-»0+#5). 


Bon A His B ift die Abſciſſe x pofltiv und Heiner als 2; alfo ift Y 
reel. Die Abfeiffe x = 0 gibt Y= V10, und für x—=2 ift Y=0. 
Nimmt man alfo IF = IF = 10, fo Hat man einen Bogen der Ellipfe, 
FHF’. Ueber ven Punkt B Hinaus ift die Abfeiffe x größer als 2 und Y 
wird imaginär; folglich erſtreckt fich Die Ellipſe nicht über Die Linie BH. 


Alm die auf der negativen Abſciſſenare liegenden Punkte zu erhalten, 
mache man = — 2; dann iſt 
=v?+96— 2); 


und es fällt in die Augen, daß innerhalb AB’, wo z’Eleiner als 5, Y reell 
ift; aber über B’ Hinaus, wo z größer als 5 ift, wird Y imaginär. 


Daraud ergibt fih ein zweiter Bogen FH’F’, ver ſich nicht über bie Gerade 


B’H’ erſtreckt, und die Curve vollendet. 

Wollte man die Punkte beftimmen, wo fie die Are Ax fchneidet, fo 
würde man in der. gegebenen Sleihung y — O ſetzen; dann hätte man 
7” +42 —6=0, woraus fih die Abfeiffen der gefuchten Punkte 
ergeben. Ä 
Um bie Grenze der Ellipſe parallel mit dem Durchmeffer HH’ zu finden, 
beachte man (Nro. 235), daß die Summe der in dem Ausdrude von Y 
enthaltenen Bactoren gleich 7 tft, alfo iſt das Maximum dieſes Ausdrucks 


Y=v4x3=43, 
und ber entsprechende Werth für x ergibt fih, wenn 
2? —x=2 geſetzt wrd, worusx— — 3. 


Dieß ift die Abfeifje der Mitte E von BB’; fomit erhält man die ge= . 


» Iwan Grenzen, wenn man auf der mit den Ordinaten parallelen EO ober⸗ 
halb und unterhalb des Durchmeſſers die Entfernungen OG = 0G’ — 
anträgt, und dann GK und G’K’ parallel mit dem Durchmefler zieht. Löst 


+ 
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man die Gleichung der Curve nad x auf, fo findet man einen andern Durch⸗ 
mefjer und andere Grenzen. 


Beifpiel lH (Big. 96). y°+2ay + 5 — 40, 


Aus dieſer Gleichung erhält man 
y=—-ı+2Vı=-?=—ı+2?2Vıdn. 


Unter dem Wurgelzeihen bat x? das. Vorzeichen —, und fegt man 
x—xX—0, fo findet man x = 0, und x = 1; alfo flellt die Blei» 
hung eine Eilipfe vor. 
| Die Gleichung des. Durchmefferd iſt y= — x; fomit theilt er den 
Winkel xAy’ in zmei gleiche Theile. - Die Abfeifien x —. und AB = 1 
beftimmen die Punkte A und H, wo: die. Ellipfe den Durchmefjer ſchneidet. 

Bon x —=0 bis x —= 1 if der Wurzelwerth reell; über den Punft 
B hinaus ift er imaginär; für die negativen Abſciſſen iſt er auch imaginär. 
Alfo liegt die Ellipfe zwifchen ven Parallelen Ay und BH. 

Wird in der Gleihung y—O gefegt, fo findet fih 0 und x—=#, 
welche Werthe die Punkte ergeben, wo bie Curve bie Axe ber x trifft. 


Der Werth von x, welcher den Wurzelwerth zum Maximum macht, 


iſt x— 4; dieſes Marimum iſt daher 23V I x 4 —= 1, wodvurch bie 
Grenzen auf jeder Seite des Durchmeſſers beftimmt werden. 


Beiſpiel HI Big. 9%). yPP—2xy+Exr?—2y— 28H 416=0. 
Hieraus erhält man 
y=ı-+1+v,-5r+30x—-45; 
und indem man —5x?-+-30x—45—= 0 fett, findet man beide Wurzeln 
gleih 3. Da indeflen der Goefficient von x? negativ ift, fo folgt daraus, 
daß. die gegebene Gleichung blos einen Punkt darftellt (Nro. 236); denn 
bie Werthe von y laſſen ſich auch fo jehreiben : 
y=ı+1+0-3) V-5; 
folglich Können fle offenbar nur für die einzige Abſciſſe x — 3 reell fein, 
welcher y = 4 entſpricht. 

Inn dieſem Falle ift die gegebene Gleichung die Summe zweier Quabrate; 
denn e8 ift klar, daß fle vorerft auf folgende Form gebracht werben kann: 
y—3—1—4—3) V=8] 57-1403) V=5] = 0; 
oder au, wenn man beachtet, daß bie Linke Gleichungsſeite das Product 

aus der Summe und Differenz zweier Größen iſt, auf 


. 97-1)? +5 6-3) = 0, 
13 * 
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In dieſer Form ficht man wohl, daß ihr nur genügt werben Kann, 
wenn man zugleich jedes ber beiden Quadrate gleich Null feßt, was x—3 
und y=4 gibt, wie oben. 


— 


Beiſpiel IV. y? — xy + 21? — 2y+3=0. 
Hier iſt y-ıt1+V8R Fı 2; 


nun feße man — ?? + ?2r — ?=0, woraus = 1 ty 1, nd 
da diefe Wurzeln imaginär find, fo fehließen wir, daß bie gegebene Glei- 
Hung unmöglich iſt (Nro. 237). Um diefes Refultat an der Gleichung 
ſelbſt anfchaulich zu machen, beachte man vorerft, daß 


—r-%3—2 = — (1-1 1) @&—I4V N =— a—1)’—1 
tft und daher die gegebene Gleichung auf folgende führt: 
[y—ı—1—-V -a-—1°1] I ——14+V 0-01] = 0, 


oder auf 
g-—-1? + a1? +1=0; 


welche Gleichung offenbar unmöglich ift; denn die Summe ber drei Qua⸗ 
drate, von welchen eines eine conftante Größe ift, kann nie zu Null’ were 
den, welchen reellen Werth man auch x geben mag. 


Beifpiel V (Big. 99). „PH —4y+22=0. 


Man nehme an, die Aren feien rechtwinklig. Addirt man 4 zu den 
Gliedern y? — 4y, fo erhält man das Quadrat von (y—2), und addirt 
man 1 zu x? 2x, fo bat man das Quadrat von (x +1); addirt man 
alfo auf beiden Seiten ver Gleihung 4 + 1 oder 5, fo hat man | 


G-P+a+1)=5. 


Die erfte Seite dieſer Gleichung drückt das Quadrat des Abſtandes eines 
beliebigen Punktes M der Curve von dem Punkte O aus, deffen Coordinaten 
x — 1 un y=2 find (Nro. 219). Diefer Abftand tft alfo für 
alle Punkte der Cuͤrve gleih 5; folglich ift dieſe Curve eine Kreislinie, 
die O zum Mittelpunkt und \Y5 zum Halbmeffer hat. Der Abftand AO 
ift der Halbmefler diefer Kreislinie ; denn das Dreied AOE gibt 


A0 = VAR FOR = VIit4 = VB. 


Es iſt überhaupt bemerkenswerth, wenn eine Gleichung des zweiten 
Grades, die das Rechteck xy nicht enthält, und in melcher die Quadrate 
x? und y? denfelben Goefficienten haben, auf rechtwinkligen Axen conftruirt 
werben ſoll, jo Tann dieſe Gleichung jedesmal wie die vorige behandelt 
werden, und fie flellt einen Kreis, oder einen Punkt vor, ober fie iſt un« 
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möglich, je nachdem bie zweite Gleichungeſeite, nach Ergänzung der Qua⸗ 
drate poſitio, Null oder negativ iſt. 


237. Beiſpiele, in welchen B? — 4AC >0 iſt. 
Beifpiell (Big. 99). yP-Hxy—2r?—2y—2x-+3=0. 
Diefe Gleichung gt — — ati EV Hı— 2 
Man eonftruire zuerſt den Durchmeffer mittelft feiner Gleichung 
y=—-H + 1, 
dann jege man 
22? ı=0, woraus x —++ af; 


da nun diefe Wurzeln reell und ungleich find, und überdieß der Eoef- 
firtent von x? unter dem Wurzelzeichen poſitiv ift, fo weiß man gewiß, daß 
die gegebene Gleihung eine Hyperbel ift, die ben Durchmeſſer ſchneidet 
(Nro. 240). 

Nimmt man AP.— J auf der Seite der negativen x und trägt auf 
jeder Seite des Punktes E ein Stüd gleich 4/76 an, fo erhält man bie 
beiden Punkte B und B’, welche die vorigen Werthe von x zu Abfeifien 
haben, und zieht man durch hiefe Bunkte Parallelen mit der Are Ay, fo 
find die Durchſchnittspunkte H und H’ der Hyperbel und des Durchmeflerd 
beftimmt., 

Der erfte Werth von x ift poſttiv, der andere negativ ; man bezeichne 
den einen mit x’, den andern mit — x”, dann erhält man für die vom 
Durchmeffer aus genommene Ordinate, 


Y= VR4ı 2 = VI IH = q\ V a) at"). 


Bon A na B ift x poſitiv und Feiner ala'x’, alfo ift Y Imaginär. 
Vieber B hinaus, wo x von x’ an biß ins Uinendliche wächst, ift Y reell 
und wächst von Null an bis ins Unendliche, wodurch der Aft RHR’ ver 
Syperbel beftimmt wird. 


= Es ſei 1 —2, ſo iſt 
Y=-3V (@+7) a—ı"). 


Sp lange 2 zwiſchen Null und x’’ fteht, ift Y imaginär; nimmt aber 
z von z—= x’ an bidz = © zu, fo wird Y reell und mächst ſelbſt von 
Null His ind Unendlihe, was den zweiten Aft SH’S’ gibt. 

Um die Afymptoten diefer Hyperbel zu erhalten, muß man nad ber 
am Ende von Nr. 248 gegebenen Regel das Binom Ix + 4 nehmen, 
deſſen Quadrat wieder die beiden erſten Glieder 2x? — x, bie in ben 
Werthen von y unter dent Wurzelzeichen enthalten find, ergibt, und bie 
Gleichungen der Aſymptoten find dann 


y--u+i1irßı+H. 
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Diefe Geraden ſchneiden fi auf dem Durchmeſſer im Punkte O, für 
welchen x— — 3 ift. Um für jebe derfelben einen weiten Bunt zu 
erhalten, made man x — 0, fo reducirt fi der Theil 3x —+ 4, welcher 
das Vorzeichen + hat, ‚uf; 5 Man nehme daher auf jeder Seite des 
Durchmeſſers IT — und ziehe die KK’ durch die Punkte O und 
T, un LI’ durch O0 und 74 ſo ſind dieſe Linien die Aſymptoten der 
Shpabel. 


Beiſpiel ll GSig. 1000. yP—2xy— 2y—2r—4 = 0. 
Hier ift u nu 
y=ı+1+ Vx+rat5. 
Sept man x? + 4x + 5 — 0, fo findet man imagindre Wurzeln; 


überdieß hat x? das Vorzeichen — im Radifanden ; alfo ftellt die Gleichung 
eine Hyperbel vor, melde ben Durchmeſſer nicht trifft (Nro. 242). 


Es fet HH’ der Durchmeſſer; nun iſt die vom Durchmeffer aus ges 
nommene Ordinate 


Y=-V 4145 — V 2)246, 


und ſte muß offenbar ein Minimum fen, wenn x — — 2 if, 
woraus Y— 1 fih ergibt. Man nehme alfo AE—= 2, ziehe die Or- 
binate EO des Durchmefferd und trage auf ihr OG = OE = 1 am, fo 
find G und E die Punkte der Hyperbel, melche dem Durchmeffer am nächften 
fommen: und wenn man daher EK und GK’ parallel mit HH’ zieht, fo 
liegt Die Curve ganz außerhalb diefer Parallelen. 

Die Größe Y mahst von x — — 2 bi x — 0, und von x — 0 
bis xu— —0; ebenſo wähät ſie von x — — 2 bis = — wm. 
Alſo entfernen ſich die beiden Aeſte der Hyperbel von den Punkten E und 
G aus rechts und links immer weiter vom Durchmefler. 

Macht man x —= 0, foift Y= Y5, wodurch man die Punkte F 
und F’ erhält, mo bie Gurve die Are der y fihneidet; und feßt man in ber 
gegebenen Gleichung y — 0, fo it x = — 2, was als Durchſchnitts⸗ 
Bunt der Curve mit der Are ber x den einzigen, fchon gefundenen Punkt 

gibt. 


Was die Aſymptoten betrifft, ſo ſind ihre Gleichungen 
y=ı+t+1tr0@-+2) 


y-zı 3, wWwy=—1. 


Die erfte beflimmt die Gerade UU’, welche die beiden Aren trifft, und 
‚bie zweite gibt eine mit der Are der x Parallele VV’. Es ließ ſich übrigens 
bei näherer Betrachtung ber gegebenen Gleichung vorausfehen, daß‘ bie 
Hyperbel eine mit der Are der x parallele Aſymptote habe, da das Quadrat 
biefer Beränberlichen nicht in der Gleichung vorkommt (Nro. 244). 


oder au 


Linien der zweiten Ordnung. 199 - 
Beiſptel Il. y — y— yta=0 
Woraus y-ı+r1trVYr-a-t1; 
ſetzt man x? — ?2r 1 0, fo erhält man zwei gleiche Wurzeln 
gleih 1. Alſo hat man ftatt einer Hyperbel zwei ſich ſchneidende Geraden 
(Nro. 241) mit den Gleichungen 
y=%, md y=2. 


Die gegebene Gleichung läßt ſich daher in zwei rationale Factoren 
zerlegen, und alſo ſchreiben: 


y— 2%) y-2)=0; 
unter biefer Form ſieht. man leicht ein, warum ſie zwei gerade Linien vorſtellt 


Beiſpiel IV (Big. 101). x 2 _2ıy—2ıtiy—1 =0. 


Da y? fehlt, fo bezieht ſich diefe Gleichung auf den in Nro. 243 bes 
handelten Fall. Sucht man zuerſt den Werth für y, und führt die Diviſion 
aus, fo erhält man 

.„_xr —ıx—1_, 1 
y-! 2x — 4 =I1 7,0 _—, 


Eonftruiren wir bie Gerade HH’, deren Gleihung y— 4x if, 

und jeßen 
— 1 \ 
2 (2x) 

Für 0 tft nun V=1; alfo muß man-oberhalb und unterhalb der 
Geraden HH’ die Entfernung AC — 4 antragen. Läßt man x von O 
bis 2 wachſen, fo wächst V pofltiv bis ins Unenbliche ; nimmt man daher 
AB = 2 und zieht durch den Punkt B mit der Are der y die Parallele LL’, 
ſo erhält man für die Curve einen unendlichen Schenkel CR, deſſen Aſymp⸗ 
tote OL ift. 


Iſt x größer als 2, fo ſchreiben wir V auf folgende Weife: 
. 1 
2 a2) 
Hier wächst offenbar, wenn man bie Abfeiffe bis x = 2 abnehmen 
läßt, V-bl8 — ©, und läßt manx bis ind Unendliche wachfen, fo nimmt 


Vbis Null ab; alfo hat die Curve einen Aft, mie TT, deſſen Aſymptoten 
OL’ und OH ſind. 


Setzen we x — — 2, fo ift . 
1 


— 


V= 
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Diefe Größe bleibt poſitiv und nimmt ab von V4bis V— I 
wenn z von O bis ind Unendlihe wächst: daraus ergibt fih der unend⸗ 
liche Schenkel CR’, der die Verlängerung von ER ift und OH’ zur Aſymp⸗ 
tote bat. 


BeifpielV (Big. 102). x 4-3Xxy+2y+2ı+$ —(. 
Diefe Gleichung gibt | Ä 
en? — 2ır—$ __. 4 
ya gg TuhrE 
und diefer Werth zeigt eine Gerade BC an, welche die beiden Axen ſchneidet. 
Die gegebene Gleichung beſtimmt aber auch eine mit der Are der y parallele 
Gerade DE; denn daraus, daß die Diviflon volfftändig ausgeführt werben 
Eonnte, folgt, daß 3x + 2 ein Factor der Gleichung ift; alfo wird ihr 
genügt, indem man 3x — 2 =0 vr x— — 4% feht, was eine mit 
den Orbinaten parallele Gerade ergibt. oo 


Beiſpiel VI (Big. 103). xy+2y+31—2 = 0 
Hieraus ergibt ſich 
ix +? | 8 
Aue 2777 ul But zo 
eine Yeicht vorzunehmende Discufflon beftimmt eine Hyperbel, mie die Figur 


anzeigt, mit ihren zwei Aſymptoten HH’ und KK’, vie mit den Aren pas 
rallel find un y—= — 3, x — — 2 zu Öleihungen haben. 





258, Beifpiete, in welchen B? — 1AC— 0 if. 

Beifpiel I (Big. 104). a ae Eu de —(. 

Diefe Gleichung gibt — 
y=—ı—2+ViHi; 


und da der Wurzelwerth die erfte Potenz von x ohne x? enthält, fo muß 
fle eine Parabel vorftellen (Nro. 251). Der Durchmeffer iſt durch die 
Gleichung y — — x — 2 gegeben; er trifft die Axen in zwei Punkten 
I un V’, in den Abftänden AI=?2, und AU —=2. 


Laßt man x von Null bis ins Unendliche pofitiv wachſen, ſo bleibt 


der Wurzelwerth V xt 1 reell und wächst. yon ber Einheit an ind Unend⸗ 
lihe. Dadurch find die Schenkel FS und Ps’ beftimmt, welche die Are 
ber y in den Punkten F und F’, die mit FE = IF — 1 conſtruirt 
wurden, fihneiden. 





Wenn x negativ bis zur Einheit wächst, fo nimmt V/ xt 155 Null 
ab; nimmt man aljo AB — 1 und zieht BC parallel mit Ay, fo ſchneibet 
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dieſe Parallele den Durchmefler im Punkte C, wo die beiden Schenkel der. 

Parabel zufammentreffen. Ueber BC hinaus geben fie nicht ; denn bie nega⸗ 

tiven Abſciſſen, welche > 1 find, machen ven Wurzelwerth imaginär. 

| Die Parabel fehneidet die Are der x nicht; denn ſetzt man in der ges 
- gebenen. Gleichung y — 0, fo. \ x y 32 — 3 = 0, woraus man 


imaginäre Werthe hält, x =. — v; 
Beiſpiel II (Fig. 105). yore =(. 
Hieraus ergibt ſich y=-=—-ı+2+V-x; 
dann hat die Barabel und ihr Durchmeffer eine Lage, wie in ber Figur. 


Beiſpiel IM (Big. 106). 2—3x-H2y-H = 0. 


Diefe Gleichung läßt fich zwar nach y auflöſen; man kann ſie aber 
auch, wie in den vorigen Beiſpielen behandeln, indem man burchiveg x in 
yund y in x verwandelt: fo erhält man ben Durchmefier HH’ und die 
Parabel SCS’. 


Beifpiel IV. y m teyr pay = —=(0. 
Man Hat y=ı—-i1i+yYi= 142; 
das heißt y-ı+-l1lwwy=x—)3. 


Diefe Werthe beſtimmen zwei parallele Linien. In diefem Fall befteht 
bie erfte Seite der Gleichung aus dem Product zweier Factoren 


9-21 ud y—xı- 3). 


Beiſpiel V. y Lay ya = 0. 


Da diefe Gleihung für y zwei gleiche Werthe x--1 gibt, fo ift die 
erfte Seite derfelben das Quadrat von (y—x— 1), und ſie beftimmt nur 
eine einzige Gerade, die „—= x —- 1 zur Gleihung hat. 


Beifpiet VI. y+2sy-Ar+yFitH1 = 0. 
Hier iſt y-—-ı-— 4 +V— J 
und ba diefe Werthe imaginär find, fo folgt daraus, Haß die Gleichung 


unmöglid) iſt. Wirklich laͤßt fie fih auf (y-Ert4)2 43 — — 0 bringen, 
und in n biefer Form erfieht man ſogleich/ u fte unmöglid tft. 


Siebentes Kapitel. > 


Vereinfachung der allgemeinen Gleichung d des zweiten 
Grades. 


Wegſchaffung der Glieder des erflen Grads. | 


259. Um die Eigenfhaften ver Curven des zweiten Grads Yeichter 
zu erkennen, ift es zweckmaͤßig, ihre Gleichung möglichft einfach auszudrücken, 
und das zur Ausführung diefer Nebuction angewandte Verfahren verbient 
eine forgfältige Beachtung. Es befteht darin, daß man das Coorbdinaten- 
‚ Syftem ändert, ohne vorher für die Größen, welche zur Beftimmung ber 
neuen Axenlage dienen, irgend einen befondern Werth anzunehmen. Da⸗ 
durch bringt man in die umgeformte Gleichung unbeftimmte Größen, bie 
man nachher dazu verwendet, um einige‘ Glieder biefer Gleichung weg⸗ 


zufchaffen. 


Die allgemeinfte Umformung wäre, den Urfprung und. die Richtung 

der Axen zugleich zu ändern; es kommt jedoch auf dasfelbe hinaus, wenn 

man diefe Aenderungen nach einander. vornimmt. Auf diefe Weiſe ſtellt 

ſich der jeder Verwandlung eigenthümliche Einfluß beffer Heraus, und bie 
Rechnung wird weniger verwidelt. 


260. 3 jet nun die allgemeine Gleichung 
A] o Ay+By+@@®+Dy+E+F=0, 


und man wolle andere, ben vorigen parallele Aren nehmen, bie aber durch 
irgend einen Urfprung gehen. Zu diefem Ende feße man in [A] 


“ ı=Y-+a y=y-+b, 
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wo a und b die Coordinaten diefes Urſprungs, und x’, y’ die neuen ver⸗ 
änberlichen Coordinaten find. Durch diefe Subftitution wird die Gleichung 
in folgende umgeformt: 


[BJ Ay?+Bxy’+Cx'?+D’y-+E’x’+F = 0, 
in welcher der Abkürzung wegen 
D’=2Ap+Ba4+D, E=2Ca-+Bb-H-E, 


F=Ab?+-Bab-+Ca?+-Dh-+Ea-HF 
gefeßt wurde. 


Beachten wir die Zufammenfegung der umgeformten Gleihung [B]: 
1) die Coefficienten der Glieder des zweiten Grades haben ih nicht ver- 
ändert. 2) Die Coefficienten D’ und E’ von y’ und x’ erhält man, indem 
man aus der erfien Seite der urſprünglichen Gleichung [A] die nad y. und 
nach x abgeleitete Polynome bildet, und darin für x und y die Coordinaten 
a und b des neuen Urfprungs febt. 3) Der conftante Theil F’ ergibt ſich 
endlich, wenn man in dev erften Seite ber Gleichung [A] a und b fürx 
und y ſetzt. 

Kehren wir nun zur Gleichung [B] zurück und benützen die Unbeftimmt- 
heit von a und b, um die Glieder des erſten Grades megzufchaffen. 


Man fete deßhalb 
[1] 2Ab+Ba+D=0, ?%Ca+-Bb+E= 0; 
fo ergeben fich aus diefen Gleichungen folgende Werthe für a und b: 
2AE —- BD 2CD — BE » 


B? _ 44C’ b vA © 


Für die Ellipfen oder Hyperbeln ift der Nenner B? PAAC nit 
Nun (Nro. 233): Diefe Werthe find alfo weder unendlich Proß noch un 
beflimmt , verfegt man daher den Anfangspunft in den Al fie beftimmten 
Punkt, fo verliert die Gleichung [B] wirklich die mit x’ Anb y’ behafteten 
Glieder. Diefer Punkt ift der einzige, dem biefe Cigenfchaft zufommt;* 
denn die Gleichungen [1] laſſen Feine zmei Auflöfungen zu. 


Für die Parabeln ift diefe Vereinfahung unmöglich; denn e8 iſt dann“ 
B? — 4AC=0, 
und die Werthe für a und b werden unendlich). 


Iſt aber ferner einer der Zähler, 3. 2. 2AE — BD, zugleih Null 
mit B? — 4AC, fo machen diefe beiden Borausfegungen auch den andern 
Zähler zu Null, und die Werthe von a und b merben unbeftimmt. Dann 
weiß man, daß die Gleichungen [1] in einander fallen, oder was dasſelbe 
ift, die dadurch dargeftellten Geraden bilden nur eine einzige; fomit 
gibt es unendlich viele Anfangspunfte, die alle auf biefer Linie liegen, und 


204 IT. Analytifihe Geometrie in der Cbene. 


durch welche die Geber des erſten Grades weggeſchafft werden können. 
Dann ſtellt auch die Gleichung [A] Feine Curve mehr vor; denn die allge⸗ 
meinen aus ihr abgeleiteten Werthe von y find 
__—Bx—D + 1 : 
y„= 7, Iz37\ B’— 440)? 7 2(BD--2AE)x-+D°®—4AF, 


und vermöge der doppelten Vorausſetzung 
B? — 4AC = 0 md ?AE—BD—=0,- 


verwandeln fie fich in folgenve: 


BD, 


Diefe Werthe geben aber nur noch zwei parallele Gerade, die in ge⸗ 
wiſſen Fällen ſich auf eine einzige reduciren, ober ſelbſt imaginär werben 
können. 


Somit ſind die Ellipſen und Hyperbeln die einzigen Curven, deren 
Gleichung ſich auf die Form 


[C] Ay? + By HC? +-F=0 
Bringen läßt. u J 


261. Man könnte glauben, wenn der Anfangspunkt und die Rich⸗ 
tung der Aren zugleich geändert würden, fo ließen ſich Die Glieder des erften 
Grads, in Bällen, wo die bloße Aenderung des Urſprungs nicht genügt, 
leicht wegichaffen. Diefer Irrthum läßt fich indeſſen leicht befeitigen. An⸗ 
genommen, ne foldhe Umformung babe wirklich dieſe Vereinfahung be= 
wirft und W Gleichung [E] ergeben. Dan fege für die lebten Aren an» 


dere, die Ku: Urfprung haben wie fie, aber mit den urfprünglichen 







Eoordinatel@& und y parallel find. - Die in der letten Gleichung [C] zu 
fubftituirennen Werthe find von der Form 


ix my’ + ny”, * — mx 4 n'y 4 

"amd ed fallt in die Augen, daß ſich Fein Glied des erſten Grads wieder er- 
„„geben wird Daraus folgt, daß die Glieder des erften Grades gleichfalls 
verſchwunden fein würden, wenn man gleich Anfangs vom erften Urfprung 
zum zweiten übergegangen wäre, ohne die Nichtung der erſten Aren zu 
ändern; fomit bat bie Richtung der Aren keinen Einfluß auf das Ver⸗ 
ſchwinden dieſer Glieder. | 


- 


Wegſchaffung des Rechtes. 


262. In dem Vorhergehenden hatten die Coordinaten der Glei⸗ 
bung [A] eine beliebige Richtung. Nehmen wir in Folgendem an, fle 
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ſeien rechtwinklig; wären fie es nicht, ſo könnte man ſie durch eine einfache 
- Arenumformung in ſolche verwandeln. 
| Nun ſuche man das Product der Coorbinaten wegzufchaffen, indem 
man- neue, ebenfalls rechtwinklige Aren wählt. Der Urjprung braucht 
nicht verändert zu werben; denn wenn biefed Product durch Verſetzung des⸗ 
jelben in irgend einen andern Punkt verſchwindet, fo muß dieſe Verein⸗ 
fahung auch für jeden andern Urfprung flattfinden, wenn nur bei der Vers 
ſetzung der neuen Aren parallel mit fich ſelbſt die Glieder des zweiten Grades 
fich nicht Ändern (Nro. 260), und fomit das Product nicht mehr zum 
Borfchein kommen kann. Man nehme daher die Formeln [4] in Rro. 191, 
weiche Dazu dienen, um von reihtwinfligen Axen zu andern techtwinkligen 
Aren überzugeben, und made darin a=0,b=0, ſo iſt 
x=wWcse—ysina, y=x sine + y cos a; 
und feßt man biefe Werthe in bie Gleichung [A], fo wird fie in folgende 
ungeändert: 
Dj] My'? 4 Rx'y + Na’? + Ry +SsY+F=0, 
in-weldjer M, K, N, R, S die unbeftimmte Größe @ enthalten. ı 
- Damit das mit dem Rechteck xy’ behaftete Glied verſchwinde, muß 
bie Gleichung K = 0 für « einen reellen Werth ergeben. Entwickelt 
man nun die Rechnungen, ſoweit dieß nöthig iſt, um K zu erhalten, fo 


‚findet ſich: 
K=2(A—C) sin« cos à - B (cos? « — sin? œ). 


Unm daher @ zu kennen, tft die aufzulöfende Gleichung 
| 2 (A—C) sin « cos «+ B (cos?« — sin? «) = 0. 


Aus der Trigonometrie (Nro. 29) bat man aber 
2 sin« cos« — sin 2x, cos? & — sin?« = cos 20; 


fomit ergibt fich für bie Gleichung K — 0 
(A— 0) sin 2 + B cos 2a = 0, 
woraus | 
| sin 2a. — tang ir = — B. 
cos ?« A—tC 


Da der Tangente alle Werthe zwiſchen — X und + 00 beigelegt werden 
fünnen, fo folgt daraus, daß 2a immer reell ift. Diefer Bogen kann vier 
Werthe haben: denn da « zwifchen O und 360° enthalten fein muß 
(Nro. 194), fo ift 2x zwifchen O und 360° X 2 enthalten, und ivenn 
wir ‘einen Bogen, der Eleiner ala 180° ift, mit 2«’ bezeichnen, welcher 
der obigen Tangente entfpricht, fo gibt es zwifchen O und 360° < 2 vier 
Bögen, welche biefelbe Tangente enthalten (Nro. 16), nämlich: 


20, 20 + 180%, 20 +2.180%, 20’ +3. 180%; 
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alfo hat auch & vier Werthe 
e, @-+90%, «2.90%, «+3. 90°. 


Die beiden erften beftinnmen zwei Gerade unter einem reiten Winkel, 


und die letzten beflimmen die Verlängerungen derſelben. Offenbar muß, 
wenn eine biefer Geraden zur Are ber.x’ genommen wird, bie andere 
Die der Are y’_fein. Dabei ift nicht zu vergeflen, daß der Urfprung 
nicht verändert wurde, und er irgend eine Lage einnimmt: dann läßt. fi 
fließen, daß eö um jeden Urfprung herum ein Syſtem rechtwinkliger Aren 
gibt, mit weldhen das Rechteck x’y’ verſchwindet, oder die Gleichung ber 
zweiten Orbnung auf die Form " 


[E] ° My? +- NY? + Ry + SY’ -+-F=0 


reducirt wird, und im Allgemeinen gibt e8 nur eine einzige. 


283. Es iſt inbeffen der Fall hier noch befonders zu beachten, 
wo B = 0 und zugleid A = C ift; in diefem Fall läßt ſich die Glei- 
hung [A] fo ſchreiben: 


D _ E_ , F 
YPrr3ytrItrI=d% 


und ſie ftellt dann offenbar einen Kreis vor (Nro. 256, Beilp.V). Dann 
ift auch tang 2x unbeflimmt, oder ‘vielmehr ver Soefftcient K ift ferbft 
Null, und dieß beweist, daß man zmei beliebige rechtwinklige Axen nehmen 
ann, ohne das Rechte aus den Coordinaten in ver Gleihung zu rebuciren. 
Diefe Bolgerung ftimmt mit Nro. 186 überein, mo mir gefehen haben, daß 
die allgemeine, auf rechtwinklige Aren bezogene Gleichung des Kreifes das 
Rechteck xy nicht enthält. 


- 264. Ie nachdem die urfprüngliche Gleichung [A] eine Ellipſe, 
Syperbel oder Parabel vorftellt; ift die Größe B? — 4AC negativ, pofitiv 
oder Null. Nun tft — 4MN die aus der Gleichung [E] erhaltene ana⸗ 
loge Größe; alfo müffen die Coefficienten M und N bei der Ellipfe dasſelbe, 
und bei der Hyperbel verfchiedene Vorzeichen haben. Bei der Parabel muß 
einer diefer Coefficienten Null fein; beide koͤnnen e8 übrigens nicht fein, fonft 
würde die Gleihung [E] nicht mehr zum zweiten Grabe gehören. 


Reduction der allgemeinen Gleichung. 


265. Kommen nur die Ellipfen und Hyperbeln in Betracht, fo 
Tann man zuerft, wie eben erklärt wurde, die Glieder des erſten Grades 
durch Verfegung des Urfprungs (Nro. 260), und dantı durch bie Wahl 
neuer rechtwinkliger Axen das Rechteck ver Beränderlihen (xy) wegfchaffen ; 
ober man kann au, wenn man es vorzieht, zuerft bie Michtung der Aren 
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und dann den Urſprung verändern. Durch dieſes doppelte Verſahren wird 
die Gleichung der Curve jedesmal auf die Form gebracht: 
[F] . M”?’+N®=P, 

wo x und y bie legten Coordinaten bezeichnen. 


‘ 


Bei ber Ellipſe haben M und N dasfelbe Vorzeichen, und wenn 
N . 7 
M = m, M —Pp 
geſetzt wird, fo läßt fich die Gleichung auch ſo ſchreiben: 
”"+mf=p. 


Bei der Hyperbel, wo M und N einander entgegengefeßte Vorzeichen 
haben, jeße man 
N 20 
. .M — — md M — P; 
dann heißt die Gleichun 
y? — - m?x? = p. 


266. Gleichungen von bier Form find für die Parabeln nicht 
anwendbar: denn bie Gleichung für dieſe Curven Tann die beiden Glieder 
bes erften Grads nie verlieren (Nro. 260); man kann aber das Rechteck 
wegjchaffen, und dann verſchwindet fogar auch eines der Quadrate (Nr9.264). 
Angenommen, dieß fei das Quadrat x’?, fo if bie Gleichung der Parabeln 


[G] My?’-+-Ry-+SY+-F=0. 
Man nehme nun neue, mit denen der x’ und y’ parallele Aren, und 
beziehe die Curve darauf; zu dieſem Zweck jege man in ber Gleihung [G] 
x — x’ + a, y’ — y’ +b; 


fo fommt das Rechteck x’’y’’ nicht mehr vor, und durch die Einführung 
zweier unbeftimmten Größen a und b kann man zwei weitere Glieder weg⸗ 


Schaffen. Bei ber Subftitution erhält man 
[H] My”? + 5x" + (2Mb + R)y’ +Mb? +Rb+Sa+F= 0, 


in welcher Gleichung der mit y’’ behaftete und der von den Beränderlichen 
unabhängige Theil die einzigen Glieder find, melde die unbeftimmten 
Größen a und b enthalten. Diefe beiden Theile laſſen ſich wegſchaffen, 
indem man 

2Mb+-R=0, und Mb? -Rb+-Sa-F=0 


jet, woraus 


p— —_R _— Mb — Rn —F 
mm 9-7 s 
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DaM nit Null ift, fo iſt b nicht unendlich groß, und da man an⸗ 

nehmen darf, daß 8 nicht Null iſt, fo iſt auch a nicht unendlich. Denn 
wenn S Null wäre, fo würbe die Gleichung [G] Fein x’ mehr enthalten, 
md wenn man file nah’ y’ auflöfen würde, fo würde fie zwei conflante 


Werthe enthalten; alfo würde die gegebene Gleichung feine krumme Kinte 


mehr vorftellen, und deßhalb kann ber befondere Fall, wo S Null ift, nicht 
ftattfinden. 

Nun tft Bar, wenn der Urfprumg in den Punkt verfeßt wird, der die 
vorigen Werthe für a und b zu Coorbinaten hat, fo verwandelt fi die 
Ießte umgeformte Gleichung [H] in folgende: 


M M"?+S”=0, 
oder auch, wenn man bie Accente wegläßt und — Mm” 2p fest, in 


| y? = 2px 
welches bie Gleichung der Parabel in ihrer einfachſten Form iſt. 


267. Faſſen wir das Vorige zuſammen, ſo erhellt, daß bei pafien- 
der Wahl des Urſprungs und der Nrenrihtung die Ellipſen, Hyperbeln 
und Parabeln ſich durch folgende Gleichungen darſtellen laſſen: 
la] y-tm®—p,. DJ y2-mꝰx —p, [ec] y22px, 


und daß dieſe Gleichungsformen nur für ein einziges Syſtem rechtwinkliger 
Aren (den Fall für den Kreis ausgenommen), ſtattfinden. 


Yom Mittelpunkt nud den Aren. 


-268. Aus dieſen Gleichungen ergeben ſich einige beachtungswerthe 


Eigenſchaften. Erſtens folgt daraus, da [a] und [b] die Glieder des 
erften Grades nicht enthalten, daß der Urfprung ein Mittelpunkt if. 
Wir müffen jedoch die Sache näher erörtern. 

Mittelpunkt einer Curve heißt der Punkt, der alle 
Geraden balbirt, welche durch diefen Punft gehen und 
zweit Bunfte der Curve mit einander verbinden. Aus diefer 
Erklärung ergibt ſich folgender Lehrfag: 

Wenn der Urfprung der Coordinaten im Mittelpunkt 
einer Linie der zweiten Ordnung liegt, fo fommen bie 
Glieder des erſten Grades in der Gleihung dirfer Linie 
nicht vor, und umgekehrt, wenn die Glieder des erften Gra: 
bes in der Gleihung .einer Linie zweiter Ordnung nit 
vorfommen, fo iſt der Usfprung zugleich der Mittelpunkt 
diefer Curve. 


GE 


— en nn A 
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Um dieß zu beweifen, nehme man an, die durch die allgemeine Gleichung 
[A] Ay”? —+Bıy+Cx?+-Dy+-E--F=0 


dargeftellte Curve babe einen Mittelpunft, und derſelbe liege im Urfprung der 
Coordinaten. Nun ift die Gleichung jeder durch dieſen Punkt gezogenen 
Geraden y — ax; um bie Abfeiffen für Die Durchfchnittöpunfte der Geraden 
mit der Curve zu erhalten, muß man in der Gleihung [A] y — ax 
fegen. Dadurch erhält man die Gleichung: 


AR + Ba - 0) xꝰ + WDa+-HDx--F=0, 


deren Wurzeln die gefuchten Abfeifien find. Da nun MN (Big. 107) der 
zwifchen der Eurve enthaltene Theil der Geraden tft, fo muß AN —= AM 
fein; zieht man daher die Ordinaten MP und NQ, fo find die Dreiede 
AMP und ANQ congruent, alfo ift AQ —= AP, d. 5. die dieſe Abfciffen 
ergebende Gleichung hat gleihe Wurzeln mit entgegengefehten Vorzeichen; 
fomit muß Da E = 0 fein. Diefe Gleihung muß aber für jeden 
Werth von a flattfinden; man hat alfo einzgenD—= 0, E = 0; folglich 
dürfen die Glieder des erften Grades nicht in der Gleichung (A) vorkommen. 


Hat man umgefehrtt D= 0 und E= 0, fo enthält die Gleichung, 
welche x ergibt, zmei gleihe Wurzeln mit entgegengefegten Vorzeichen; 
woraus folgt, daß die Dreiecke APM und AQN congruent find, und folg« 
lich jede durch) den Urfprung gehende Sehne MN in demſelben halbirt wird: 
d. h. der Urfprung iſt ein Mittelpunft. 


Damit alfo eine Gurve zweiter Ordnung einen Mittelpunkt erhalte, 
muß man die Aren parallel mit ſich felbft in einen Urfprung verfegen, der die 
Glieder des erften Grades zum Verſchwinden bringt; dann iſt diefer Urfprung 
der Mittelpuntt. Diefelimformung ift aber bei den Barabeln unmöglich, und 
bei den Ellipfen und Hyperbeln (Nro. 260) kann fie nur auf eine Art 
ftattfinden; alfo haben die Ellipfen und Hyperbeln einen einzigen Mittels 
punkt, die Parabeln aber feinen. 


269. Nah der Erklärung in Nro. 227 ift ein Durchmeſſer 
eine Gerade, welcher eine Reihe von parallelen Sehnen halbirtt. Daraus 
folgt, wenn eine der Coordinaten, 3.8. y, beider Gleichung einer Curve 
zweiter Ordnung nur im Quadrat vorkommt, fo iſt die Axe, mit weldher 
die andere Coordinate parallel Jauft, ein Durchmeſſer. Denn es fält in 
die Augen, daß die Werthe von y für jede Abſciſſe einander gleich find und 
entgegengefegte Vorzeichen haben: alfo Halbirt die Are der x die mit ber 
Are der y parallelen Sehnen, und ift fomit ein Durchmeffer. _ 


Steht ein Durchmeffer fenkrecht auf den von ihm halbirten Sehnen, 
fo tft er eine Are der Curve (Hauptdurchneſſer); der in der Eure 
enthaltene Theil derfelben heißt die Länge diefer Are, und ihre Durch⸗ 
ſchnittspunkte mit der Curve beißen Scheitel. 
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-Die Linie, auf welcher in den Gleichungen [a], [bJ, [Le] die Abfcif- 
fen x genommen werden, iſt alfo ein Durdhmeffer und aud eine Cur⸗ 
ven=Are (Hauptdurchmeſſer). Ebenſo ift die Are der y eine Are der 
durch die beiten erflen Gleichungen gegebenen Ellipfe und Hyperbel; .aber 
nicht für Die durch die dritte Gleichung gegebene Parabel, weil bier x im 
erften Grade vorkommt. Wir merben fpäter fehen, daß die bier befprochenen 
Aren die einzigen find, welche bei Curven der zweiten Orbnung vorkommen. 


Entwichlung der Bechnungen, weldhe auf die umgeformten 
Gleichungen [F] und [I] führen. 


270. Wir haben uns bei diefem Kapitel die Aufgabe geftellt, die 
einfachfte Form der Gleihungen für Curven der zmeiten Orbnung zu finden. 
Es war dabei viel wichtiger, die Möglichkeit der Umformungen einzufehen, 
als fle auszuführen; deßhalb wurden die einzelnen Rechnungen, welche bie 
Erreichung des erftrebten Zieled verzögert hätten, vorläufig übergangen:: 
diefe Auslaffung fol nun ergänzt werben. 


Nehmen wir zuerfi an, bie Gleichung | 
[A] Ay”? 4Bxy 4 Cxꝰ +Dy+E-+-F=0 
ſtelle eine Ellipſe oder Hyperbel vor, und entwickeln wir die Rechnungen 
wodurch ſie mit rechtwinkligen Axen auf die Form [F] My? + N? P 


gebracht wird. Die Auflöfung der Aufgabe gefhieht, wie ſchon bemerkt 
(Nro. 265) mittelft zweier Axen⸗Umformungen. 


Erfte Umformung (Mio. 260). Man fchafft die Glieder des 
erften Grades meg, was durch die Verfegung des Urfprungs in den Mittel- 
punft bewirkt wird, und erhält dadurch folgende umgeformte Gleichung: 


[C) ° Ayꝰ +-By+co®+-F=0. 
Die Chefficienten A, B, C find diefelben wie in [A]; die Coordinaten 
des Mittelpunfts find beftimmt durd) die Gleichungen | 
[1] 241b+Ba+-D=0, 2Ca+-Bb-+E= 0; 
und man hat 
F— Abꝰ Bab 4 Caꝰ 4- Db 4 Ea - F. 
Dieſer Werth von F’ läßt ſich vereinfachen; denn wenn man die Glei⸗ 


ungen [1], die erfte mit b, die zweite mit a multiplieirt und beide zu= 
fammen addirt, ſo ift 
2Ab? + 2Bab + 2Ca? + Db--Ea = 0, 
woraus | 
Db + Ea 
‚Ab?—+ Bab + Ca? = — En, 
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alfo 
F—=F-+ a Te . 
Stellt man bier die Werthe für a und b (Nro. 260) mit denen für 
F’ zufammen, fo erhält man die Elemente der erften Umfsrmung, nämlich: 


2AE—BD _ _ 2CD—BE ,_. , Db-+ Ea 
Bao Peroe Fir 


Zweite imformung. Che diefe vorgenommen wird, follte man 
die Coordinaten rechtwinklig machen, wenn fte es nicht ſchon find. "Man 
nehme indefien an, fie feien es ſchon in der Gleichung [C], und ſuche ſo⸗ 
gleich neuesrechtwinklige Aren, wodurch das Product xy verſchwindet, fo 
daß die fich ergebende Gleichung die verlangte Form befomme : 


[FY. My”?—+-N?=P. 
Zu dem Ende feßt man in [EC] x cos & — y sine für x, und 


xsin«-- y cos« für y, und beflimmt & mittelft ver Bedingung, daß 
ber Eoeffictent von xy Null fein muß. - Dadurch ergab fih (Nro. 262) 


—B 
tang 2a = 1_C 
woraus man leicht erhält Nro. 25 
1 _ A—cC 
cos Au = — — * —_————, 
v1-tang??« VB? (A—C)? 


sin 2x = 008 2« tang?2a — — —— —B 
| VB’-(A—C)? 


In diefen Werthen hat ber Wurzelwerth das Vorzeichen +, meil 
man jede der neuen Aren als Abfeiffen- Are nehmen kann; um jedoch alle 
Zweideutigkeit zu vermeiden, füge man dem Wurzelmerth überall das poſi⸗ 
tive Vorzeichen bei, oder was dasſelbe ift, man gebe sin 2a das entgegen⸗ 
geſetzte Vorzeichen von B. ” 


Nun bereiine man die Coefficienten M, N, P; hier erhält man 
durch die Subftitution der Formeln xcos a —y sin @ und x sin a+ycos« 
in der Gleichung [C] ſogleich | 

M=A cos®®«—Bsin« cos« + C sin?’ « 
N=Asin«-+Bsin« cos« + Ccos? « 
P=—F; 
bieraus ergibt fih ald Summe M + N und als Differenz M — N 
14* - 
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M+N=A+C, 
M — N = (A—C) (cos? « — sin? «) — 2B sin « cos « 
— (A—C) cos ?2& — B sin ?2« 
_ _B?+A—0)? 
 VR+A-0: | 
woraus man leicht die Werthe von M und N erhält; fügt man bie von 


tang 2« und P Hinzu, fo hat man alle Elemente der zweiten Umformung, 
nämlich: 





—= VB’+A— 0); 


—B 
tang Ze = 1 


M=}A+0+3VB+A-0? 
N=3#(A-++C) — 4 VB?+(A—C)? 
P=—F; 
wobei nicht zu vergeflen ift, daß sin 20 das entgegengefegte Vorzeichen 
von B hat. 


271. Nehmen wir jest an, die Gleichung [A] ftele eine Parabel 
vor, und man wolle fie mit Beibehaltung der rechtwinkligen Coordinaten 
auf die Form (DD My? + Sx = 0 bringen. In diefem Falle fhafft man 
zuerft das Rechteck mittelft der Veränderung der Arenrichtung wegen, und 
verfegt dann den Urfprung. 


Erfie Umformung. Sie führt (Mro. 266). auf die Gleichung 
[G] My’ +Ry+Sı+F=0. 

Die urfprünglichen Aren werden rechtwinklig angensinmen, und die 
neuen find e8 auch; der Winkel @, ver ihre Lage beftimmt, ift durch die= 
felbe Bormel wie in Nro. 270 gegeben. Auch für M und N hat man bie- 
jelben Bormeln; da aber bei der Parabel B? — 4AC ift, fo werben fle 
bedeutend einfacher. 

Erftens it VBA C)? — + (A + C). In Betreff des Vor- 
zeichen + tft zu bemerken, daß man A in der Gleichung [A] immer pofltiv 
nehmen kann, dann ijt wegen der Gleihung B? — 4M40 auch C pofltiv; 
nimmt man alſo den Wurzelwerth immer poſitiv, fo tft 


VBRFA-CO?—-A+C. 
Folglich erhält man . 





og. _ A—C 
tang mm gr cos “=ıro 
M=A+6, N=0. 


[4 


MN 


, — B 
‘sin 2& = 


A+ 
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Man flieht, mie e8 zu erwarten fand, daß mit dem Verſchwinden 
des Rechtecks auch eines der Quadrate (Nro. 264) verſchwindet. 
Um ferner Rund S zu berechnen, feßt man in (A) x cos«—.y sin« 
für x, und xsin«@ + ycos« füry, fo ift 
RD cos « — E sin æ-, S=Dsin«-+Ecosa. 


Aber nah (Nro. 31) iſt 


V age 
2 A-+C 
und 
| sin 2« —B , 
RT sa 2VCALO 
alfo ift 


n —MCE—BDD ,;__2CD—BE 
2VcA+g 2VCA-+ GC 
Es wurbe hier sin « pofltiv genommen, weil man die Seite der 


pofitiven x fo wählen kann, daß & < 180° wird. Was cos a betrifft, 
fo Hat diefe Größe das entgegengefegte Vorzeichen von B. 


Zweite Umformung. Mittelft diefer tft noch der Urfprung zu 
verfegen. Dan nehme für x und yin[G] x — a und y + b; dann fege 
man den Coefficienten von y und den conftanten Theil gleih Null, fo ift 

2Mb+R=0, M®’+Rb+-Sa+F=0, 
worauß. 
—R _ R? — 4MF 
aM ’ ..4MS 

Die Eoefflcienten von y? und x bleiben diefelben wie in [G], fo daß 
man als legte Umformung erhält 


[T] My? +S&x=0. 


b= 


Achtes Rapitel. 
Yom Areiſe. 


— — mn 


Verſchiedene Sormeln für die Gleichung des Kreiſes. 


272. Seht man in der Gleichung [a] Nro. 267, 
.m=eilmp=R)‘, 
jo iſt 
[1 P+2—R, 
welche Gleichung ſchon in Nro. 186 gefunden wurde und ausdrückt, daß 
in dieſem befondern Kal alle Punkte der Curve eine conftante Entfernung, 
die gleich Rift, vom Urfprung haben; dieſe Gurve iſt alfo eine Kreislinie. 


Hieraus würde man erfehen, wenn man es nicht fehon wüßte (Nro. 238), 
daß diefe Kinie ein befonderer Ball der Elipfe ift. 


278. Die allgemeinfte Gleichung des’ Kreifed für rechtwinflige 
Coordinaten iſt (Mro. 186) 
[2] a4 MR; 
fie gißt die Gleichung [1] wieder, wenn man « = 0 und B = 0 madt. 
WIN man denlirfprung an den Endpunkt eines Dutchmeffers verfeßen, 
und biefen Durchmeffer als Axe der x (Fig. 108) annehmen, fo muß man 
«=R, 8=0 maden; dann erhält man flatt der Gleihung [2] - 
(x — R)? + y? = R?, oder was dasfelbe tft 
[8] y?—= 2Rx — x”. 
Macht man blos 8 = 0, fo liegt der Mittelpunkt auf der Are der x 
(Big. 109), aber die Peripherie geht nicht mehr durch den Urfprung, und 
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macht man blos « — 0, fo liegt der Mittelpunkt auf der Are ber y 
(Fig. 110). Im diefen beiden Lagen find die Gleichungen des Kreifes 


[4] ”+@— o)’=R’, 
[5] + (y—M’=R”. 


274. Wit fchiefen Goordinaten wird die Gleichung des Kreifes 
felten gebraucht. Sie ergibt ſich fogleih, wenn man die Entfernung des 
Mittelpunfts von einem beliebigen Punkte der Curve gleich dem Halbmeſſer 
ſetzt. Diefe Entfernung iſt durch die Formel in Nro. 220 gegeben, fo daß, 
wenn man den Arenmwinfel mit 9, die Coordinaten des Mittelpunfts des 
Kreifed mit & und B, und den Halbmeffer mit r bezeichnet, ſich ergibt: 


| x—- 6 — 09 26—4) ( — 6 09 = tr”. 


275. Wird die Gleichung [2] entwickelt, fo erhält ſte die Form 
+ y® +axt+by+c= 0, 


in welcher das Rechteck xy nicht enthalten iſt, und die Coefficienten von x? 
und y? einander gleich find. Sind diefe Bedingungen (bei ſtets rechtwinf- 
ligen Axen) erfüllt, fo kann die Gleichung feine andere Curve alö eine 
Kreislinie vorftellen. Denn mittelft Divifton durch den Eoefficienten von 
y?, wenn diefer nicht ſchon der Einheit gleich ift, erhält fie die vorige Borm, 
und dann nad Ergänzung der Quadrate die folgende 


G +G+DM’=#+P—c 


dieſe Gleichung iſt aber offenbar die eines Kreiſes, deſſen Mittelpunkt 
— 4a und — 3b zu Coordinaten bat, und deſſen Halbmeſſer gleich 
vi 1 92? +4 1p2 — iſt. Jedoch ſtellt diefe Gleichung nur dann in Wirk- 
ge einen Kreis vor, wenn die Größe La? + 4b? — c voſitiv ift; 
denn ift ſie Null, fo reducirt fich der Kreis auf feinen  Mittelpunft, und iſt 
fie negativ, fo ift die Gleihung unmöglih; was fhon in Nro. 256, 
Beifp. V erörtert wurde. 


276. Iſt eine Gleichung des zweiten Grades zwifchen fehlefen 
Coordinaten, deren Neigung bekannt ift, gegeben, fo fragt es fi, mie 
man findet, ob ſie einen Kreis vorftelle. Zu diefem Zweck entwickle man 
die Gleichung [6] und fchreibe fie fo: 


x? +y?+2xy cos 0 — 2 (a+ß cos 0) x — 2 (P-+a c080) y 
+ 0?+B? + 2aß cos d — r? —= 0. 
Dann fallt fogleih in vie Augen, wenn man bie gegebene Gleichung durch 


den Goefficienten von y? dividirt hat, daß auch der von x? der Einheit, und 
der von xy dem doppelten Coſtnus des Axenwinkels gleich fein muß. 
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Ferner laͤßt fi behaupten, daß jede Gleichung, welche diefen Bebin- 
gungen entfpriht,, feine andere als eine Kreiölinie vorflellen Tann. Denn 
angenommen, diefe Gleichung ſei 


1 0 »*+y+2ycod—ae+by+c=0, 
und um fle mit der des Kreijes identiſch zu machen, habe man 


a+Beos0=— 5, Be eosd=— 2, ++ 2aß cosd—r? — c 
gelebt; fo ergibt fi aus diefen Gleichungen 
bcoso—a PER. acosd—b V 2ab cos⸗ 

BETT 2sin? 0 ’ 4 sin? 0 ? 
alfo machen diefe für «, ß und r gefegten Werthe vie Gleichung [6] mit der 
Gteihung [7] identifh ; und fomit kann diefe letztere keine andere als eine 
Kreiölinie vorſtellen, deren Mittelpunft und Halbmeſſer durch die obigen 
Formeln gegeben find. 

Um den Wittelpunft zu conftruiren, braucht man « und ß nicht ein» 
mal zu berechnen. Es fei (Big. 111) O dieſer Mittelpunkt mit den Coordi⸗ 
naten AB= OC=e«, und AC= OB = $: man fälle OD ſenkrecht 
auf Ax und OE auf Ay, fo ergeben bie rechtwinkligen Dreiecke BOD und 
COE foglid BD 6 cos d, CE=« cos 9; alfo 
a b 
y’ AE=ß+ebosH9 = — ; 

Nimmt man daher in der Gleichung [7] die halben Eoefficienten von 
x und y mit entgegengefeßten Vorzeichen, fo erhält man vie Abflände AD 
und AE, und errichtet man hierauf die Senkrechten DO und EO, fo ergibt 
fi der Mittelpunkt O. 

Iſt der Werth von r Null, fo beſagt die Gleichung [6], daß das 
Quadrat der Entfernung zweier Punfte gleih Null iſt; woraus folgt, daß 
der Kreis auf feinen Mittelpunkt rebucirt tft. Ift r imaginär, fo ift die Glei⸗ 
bung unmöglih. Diefe Bolgerungen ergeben fih au, inbem man bie 
Gleichung [6] zuerft in folgende Form bringt: 


[(x — ©)? + (y—8)?] (cos? 40 + sin? 46) 

—+2(x — a) (y — PB) (cos? 18 — sin? 10) = r?; 
dann unter folgende: m 
[Xx—e) + (y — A]? cos? 49 + [(x—«) — (y—P) ]” sin? 491"; 


da bier bie linfe Seite die Summe zweier Quadrate enthält, fo muß offen- 
bar die Gleichung unmdglih fein, wenn r imaginär ifl, und wenn r 
Null iſt, fo kann ihr nur genügt werden, wenn man jedes Duabrat gleich 
Null ſetzt, wodurch man auf x—= a und y= ß fonmt. 


AD=a-+tBß cosd9= — 


oe 
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Lchrfüge über den Kreis. 


277. Es ſoll nun gezeigt werden, wie die in der Geometrie auf- 
geftellten Lehrfäge über den Kreis durch Rechnung bewiefen werben können. 
Nehmen wir wieder die Gleichung des Kreiſes 


y2 422 Re. 

Sie gibt y= VR; alſo hat ſie (Fig. 112) für jede 
Abfeiffe AP zmei gleiche, entgegengefegte Orpinaten MP und PN. Legt 
man nun, da MN ſenkrecht auf AB fleht, den untern Theil des Kreifes 
auf den obern, indem man benfelben um den Durchmefier BC herum dreht, 


fo muß der Punkt N auf M fallen, und ebenfo fommen alle andern Bunfte 
bes Theils BNC auf den obern Theil BMC zu liegen. Daraus folgt 


1) Ieder Durchmeſſer balbirt den Kreis und die 
Kreislinie. 


2) Wenn der Durhmeffer eine Sehne ſenkrecht ſchnei— 
det, fo Halbirt er Die Sehne und den zugehörigen Bogen. 


27S. An der Figur ift Elar, daß CP=R-x und BP=R—x, 
alfo ift 
CPXxB=(R+DR—„)=R?’— r; . 
aber aus der Gleichung des Kreiſes it MP? = y2 — R? — x?, ſomit 
MP? — CP x BP; 
folglich ift jede aufdem Durchmeſſer ſenkrechte Ordinate die 


mittlereBroportionallinie zwiſchen benbeiben Abfänitten 
deöfelben.. 


279. Zieht man die Sehne CM, und bezeichnet die Coorbinaten 
des Punftes M mit x und y, fo hat man 
C®—=y+@+R®?=y’+x2+2Rx+R% 
Die Gleichung des Kreifes gibt aber x? + y? —= R?, daher 
CM? = ?2R? + 2Rr = ?RR+x); 
nun it BE=2R, und CP =R-+x; alſo ift 
CM? = BCE» CP: 
d.h. die Sehne CM ift die mittlere Broportionale zwi⸗ 
ſchen dem Durchmeſſer BC und feinem Abſchnitt CP. 


280. Zieht man durch den Punkt C, für welchen y — 0 un 


.x= —R ift, und den Punkt M, deſſen Coordinaten wir wieder mit x 
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und y bezeichnen, eine Gerade CM, und bezeichnet die Tangente des Win- 
kels MCx mit a, fo ift 





= J . 
xı-+R 
Zieht man durch denfelben Punkt M und dur den Punkt B, für 


welchen y — O und x—=—-R, die Gerade MB, und bezeichnet die 
Tangente ded Winkel MBx mit a’, fo hat man gleichfalls 


_ W 
AIR 


Multiplicirt man a mit a’ und beachtet, daß y? — R? — x? ifl, 
fo ergibt fi 
, yP_ N — x? 


aa = 2_R— = —_ Rp? — 





—1, 


oder mas dasſelbe ift, - 
“aa +1=0; 


alfo ſtehen (Nro. 221) die Geraden CM und BM ſenkrecht auf einander, 
oder mit andern Worten: jeder Winkel im Halbkreis iſt ein 
rechter. 


281. Leberhaupt find die in demſelben Kreisabjehnitt einbefchrie- 
benen Winkel einander gleih. Um dieß zu bemeifen, nehme man bie 
Sehne DE (Big. 113), welche den betreffenden Kreisabfehnitt abfchneidet, 
zur Are der x, und den ſenkrechten Durchmeffer zur Are der y; nun ift ber 
Kreis durch die Gleihung [5] in Nro. 273 gegeben, und man bat ald 
Gleichung des Kreifes 


u a a a a 
wo 6 den ſenkrechten Abftand des Mittelpunktes O von DE, und c die halbe 
Sehne AD bezeichnet. 


Verbindet man einen beliebigen Punkt M des Bogend DME mit ven 
Punkten E und D, und nennt die Coordinaten des Punktes M wieder x 
und y, und die Tangenten der Winfel MEx und MDx wieder a und a’, fo 
ift offenbar 


a — 





—— — 

xt ec x—c 
a’ 

Da aber tang DME = : een — 2 (Mo. 221), fo ergibt fi, wenn ' 


man a und a’ durch ihre Werthe erfegt: 
y ee — y (x—c) 9 _ Rey 
tang DME — Er Tale 
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Da der Punkt M zum Kreife gehört, fo hat man zwifhen x und y 
(J —- 9 412 * c? + 62; 
hieraus erhält man 2 — ce 42 = und daher 


Dieſer Werth iſt conſtant, d. h. er ändert ſich nicht, wenn der Punkt 

M feine Lage auf der Peripherie ändert. Berner ergibt ſich aus dem recht⸗ 

winfligen Dreieck AOD 
AD c 

tang ADD = et 

alfo find alle indenfelben Kreisabſchnitt einbefchriebenen 

Winkel glei dem halben Mittelp unftöwinfel, ber auf 

demfelben Bogen ftebt. 


282. Wir wollen jet die Lehrſätze über die geraden Linien bemeifen, 
melche ſich in und außer dem Kreife fehneiden. Es fei A (Big. 114) ein 
beliebiger, in der Ebene eines Kreifes Tiegender Punkt. Man ziehe durch 
A und den Mittelpunkt O die Ax, ferner Ay ſenkrecht auf Ax, und nehme 
auf diefen beiden Linien die Abfeiffen und Orbinaten. Bezeichnet man den 
Halbmefjer mit R, und den Abftand AO mit &, fo tft die Gleichung des 


Kreifes (Nro. 273) 
@— 4) 45 * R.. 


Die Gleichung einer beliebigen durch den Punkt A gehenden Geraden 
iſt von der Form 


y=d, 


und wenn man die Gleichung verlangt, melche die Abſciſſen der Punkte M 
und N gibt, wo bie Gerade den Kreis fehneivet, fo fegt man dieſen Werth 
von y in die Gleihung des Kreijed, und erhält 


(x — e)? + 8°? = R?, 
oder, indem man das Quadrat entwidelt, R auf bie linke Seite fchafft, und 
hierauf mit dem Eoefficienten von x? wegdividirt, 
20 a? —R? 
2 _ ___ ——— 
læ] x re tric® 
Bezeichnet man die Coordinaten der Durchſchnittspunkte mit x’, y’ 
und x”, y’, fo ift 
AM? — — x’? + y'?, AN? — — x’’? + y'?; 
dieſe Punkte liegen aber auf der Geraden, alfo in u 
y=-dı, "=&", 


—=(. 
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folglich | 
AM? — (1-45?) x’? und AN? = (1-48) x”?, 
und indem man AM? mit AN? multiplicirt, ergibt ſich 
AM? x AN? = (1 + 899°? x? x”, 
Nun beachte man, daß x’ und x’’ die beiden Wurzeln der Gleichung 


(«) find, und daß in jeder Gleihung des zweiten Grades das Product aus 
den Wurzeln dem lebten Gliede gleich ift: Daraus folgt 


«= — R? 


414 1+ 8 
und daher 
AM? x AN? = (a? — R?)%. 
Hieraus ergibt fh, je nahdem « ) Reoder &æ <R if: 
AM X<AN= — R? over AMXAN=R? — 0. 

Im erften Ball liegt der Punkt außerhalb, im zweiten innerhalb des 
Kreifed; aber das Product AM >< AN enthält in feinem alle 5, und 
dieß beweist, Daß es bei jeder Rage der Secante unverändert bleibt: zieht 
man alfo eine zweite Secante, die den Kreis in M’ und N’ fchneidet, fo ift 
AMXAN=AM X AN. Diefe Gleichung gibt aber 

AM:AM' = AN’:AN; 
zieht man alfovon einem Punkt A außerhalb oder inner- 
halb des Kreifes zwei Geraden, welche den Kreiß f[hnei«- 


x x’ — 


ben, fo fliehen die Abftände zwiſchen dem Punkt A und: 


dem Kreiß auf einer der Geraden in umgefehrter Pro— 
portion mit den entſprechenden Abſtänden auf der andern 
Geraden. 


Dieſer Satz enthält offenbar die beiden folgenden, in der Geometrie 
bewieſenen Lehrſätze: 


Wenn ſich zwei Sehnen im Kreiſe ſhneiden, ſo ſtehen 
die Abſchnitte der einen Sehne in umgekehrter Propor— 
tion mit den Abſchnitten der andern Sehne. 

Zieht man von einem Punkt außerhalb des Kreiſes 
zwei beliebige Secanten nach demſelben, ſo verhalten 
ſich die ganzen Secanten umgekehrt wie ihre äußern 
Abſchnitte. 


Dieſen läßt ſich noch folgender dritte Lehrſatz hinzufügen: 


Zieht man von einem Punkt außerhalb des Kreiſes 
eine Secante und eine Tangente an den Kreis, ſo iſt 
die Tangente die mittlere Proportionale zwiſchen der 
ganzen Secante und ihrem äußern Abſchnitt. 


——— 
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Diefer Sat iſt wirklich nur ein befonderer Fall des vorigen, und läßt 
fi von demfelben ableiten, wenn man annimmt, eine der Secanten drehe - 
fi um den Punkt A, bis die beiden Durchfchnittöpunfte M’ und N’ zuſam⸗ 
menfallen und die Gerade zur Tangente wird. Dann bildet die ganze Se= 
cante und ihr Außerer Abfchnitt nur einen und benſelben, der Tangente 
gleichen Abſtand. 


283. Suchen wir nun auch die Bedingungen für den Durchſchnitt 
und die Berührung der Kreiſe. Um am leichteſten hiezu zu gelangen, nehme 
man die Gerade Ax (Fig. 115), die durch die Mittelpunkte A und B geht, 
zur Are der x, und verfeße den Urfprung der rechtwinkligen Coordinaten 
in den Mittelpunkt A. Bezeichnet man den Abſtand AB mit &, und bie 
beiden Halbmeffer mit R und R’, fo find die Gleichungen der Kreife 


+ P”?=R, ao? + yP”?=R. 


Die Coordinaten jedes, den beiden Kreislinien gemeinſchaftlichen 
Punktes müſſen diefen beiden Gleichungen Genüge Ieiften, und umgekehrt 
gehören zwei Coordinaten, welche diefen Gleichungen genügen, zu einem . 
Punkt, der beiden Kreislinien gemeinfchaftlih if. Betrachtet man daher 
x und y ald zwei Unbekannte und fucht alle Auflöfungen ber beiden ©let« 
Hungen, fo ergeben die reellen Werthe die Durchſchnittspunkte der beiden 
Kreife. 

Zur Auflöfung der beiden Gleihungen entwidle man das Quadrat 
(x — @)?, und ziehe die zweite von der erften ab, dann ergibt fi 


2ax— 0? = R? — R’?, 


woraus man erhält 
a? @—R?. R? — — R? 
—206 


Subſtituirt man dieſen Werth in die erſte Gleichung, ſo erhält man 
die entſprechenden Werthe für y, nämlich 


y= 


Man findet nur zwei Auflöſungen und daraus folgenden bekannten 
Lehrfah: Zwei Kreislinien können, wofern fie nit in 
eine zufammenfallen, niht mehr als zwei Punfte ge- 
meinfhaftlih haben. 

Da die beiden Durchſchnittspunkte eine Abſciſſe AP, aber zwei gleiche 
einander entgegengefeßte Ordinaten MP und NP haben, fo ergibt fi daraus 
der weitere Lehrfag: Wenn fih zwei Kreislinien f[hneiden, fo 
ſteht die Verbindungslinie der Mittelpunfte fenfredt 
aufder Mitte der Sehne, welche die Durchſchnittspunkte 
verbindet. 
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Damit wirklih ein Durchſchnittspunkt ftattfinde, muß in den Werthen 
von y die Größe unter dem Wurzelzeichen pofitiv fein. Um zu erfennen, 
in melden Valle dieſe Bedingung flattfinde, beachte man zuerft, daß dieſe 
Größe eine Differenz zmeier Quadrate ift, und alfo auf folgende Weile 
ausgebrüct werden kann: 


— — 


Jeder Factor iſt ſelbſt wieder eine Differenz zweier Quadrate, und 
läßt ſich daher in zwei weitere zerlegen, fo daß ſich ergibt 


Io 
y=+3,V@+R+R) («+R—R’) (R+R’—e) (e+R’—R). 


Da es immer geftattetift, ven Urfprung in den Mittelpunft des größten 
Kreifed zu verfegen, und bie pofttiven Abfeiffen auf derfelben Seite, mo 
der Mittelpunkt des andern Kreifes liegt, zu nehmen, fo wollen wir & po⸗ 
fitio und R größer oder höchftens fo groß ala R’ annehmen. Dann find 
die beiden erften Factoren poſitiv, und damit y reell fei, müffen die beiden 
andern Factoren entweder beide pofitio, oder beide negativ fein. Man 
muß alfo zugleich haben 


«<R+RMwmR<ae+R, 
oder au) 
a>R+RmR>c-+R: 
die beiden letztern Bebingungen find aber nicht vereinbar; denn nad der 


einen müßte « > R, und nad) der andern & <R fein, was unmöglich 
if. Somit find die Bedingungen für den Durchfchnitt der Kreife 


«<R+R m R<a+R, 


d.h. der Abſtand der Mittelpunfte muß Kleiner fein als 
die Summe der Halbmeffer, und der größere Dalbmefier 
muß Fleiner fein als die Summe aud dem Abftand der 
Mittelpunkte und dem Eleinern Halbmeffer. 

Damit eine Berührung flattfinde, müfjen die beiden Werthe von y 
fih auf einen reduciren, was nicht ſtattfinden kann, wenn die Größe unter 
dem, Wurzelzeichen nicht Null if: die beiden erften Factoren Tönnen aber 
nicht Null werden, alfo muß dieß bei dem dritten ober vierten Vactor ge⸗ 
ſchehen. Es muß alfo 


R+R—e.=0, woraus a=R-+R, 
oder au) 
e—R—R=0, woraus ae=R—R, fein. 


Damit alfo zwei Kreiſe fih berühren, muß die Ent- 
fernung der Mittelpuntte gleih der Summe der Halb- 
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mesfer, oder gleich Ihrer Differenz fein. In beiden Fällen 


findet die Berührung auf der Verbindungslinie der 


Mittelpunfte flatt, und zwar muß im erften all die 
Berührung von außen, im zweiten von innen flatt= 
finden. 

Endlich ift y imaginär und die beiden Kreiälinien haben feinen gemeins 
ſchaftlichen Bunkt mehr, wenn «> R+R, ver uß R>a—+R 
ift; denn bei der einen Vorausſetzung ift nur der dritte Factor negativ, und 
bei der andern nur der vierte. Damit alfo zwei Kreißlinien kei— 
nengemeinfhaftliben Punkt Haben, muß die Entfernung 


. der Mittelpunfte größer fein als die Summe der Halb— 


mesfer, oder der größere Halbmeffer muß größer fein ala 
die Summe aud dem Abftand der Mittelpunfte und dem 
fleinern Halbmeffer. 


Hätte man zugleich R’—= R und « = 0, fo würden die Werthe 


von x und y unter der Form $ erfiheinen, was das Zeichen der Unbeftimnit> 
heit ift; und wirklich find dann alle Punkte bei den Kreislinien, da fte den⸗ 
felben Mittelpunft. und Halbmefler haben, gemeinſchaftlich. 

Mittelft der Rechnung ließen ſich noch viele andere Lehrfäge über den 
Kreis bemeifen; e3 genügt und indefjen, die in den Elementen der Geometrie 
aufgeftellten und häufiger gebrauchten bier wiedergefunden zu haben. ) 


J 


Von der Tangente am Kreiſe und der Normale. 


284. Eine Gerade, die mit der Kretölinie nur einen Punkt ge- 
meinfhaftlih hat, ‚heißt in der Geometrie eine Tangente am Sreife. 


- Aus diefer Erklärung folgt, daß, wenn man durch zwei Punkte M und M’ 


(Big. 116) auf der Kreislinie eine unbegrenzte Secante MS zieht, und ſie 
um den Punkt M dreht, bis der Bunft M’ mit M zufammenfällt, dieſe 
Gerade zur Tangente wird. Diefe Auffafjung liefert ein leichtes Mittel, 
die Tangente an einem gegebenen Punkt der Kreislinie zu beftimmen. 

Es fei S der Durhfehnittöpunft der Abfeiffenare mit der Serante, bie 
durch Die Punkte M und M’ geht: bezeichnet man bie Goordinaten von 
M und M’ mit x’, y’ und x”, y“, fo iſt Mro. 214) 

y’ — y" 
tang Msx = V—_yn | 
da nun diefe beiden Punkte auf der Kreislinte liegen, fo müffen ihre Coordi⸗ 
aaten der Gleihung diefer Curve Genüge Ieiften ; iſt alfo die Gleichung des 
eiſes | 


[1] ”’+-X2=R 
fo bat man 
y® + 1? — R?, y’2 4 x’? — R2. 
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Zieht man die zweite Gleichung von der erften ab, fo iſt 
y’? — y’? + 2 _yıt? — 0, 
ober in anderer Form 
YV-Y)YyHI)+r@ N) Kr") = 0. 
Dann ergibt ſich 
y — y X ty" 








Tr u 

und fomit pe 
x x 

tang MSsx = — . 

8 -y 


Fällt der Punkt M’ mit M zufammn, wo x“ = wy’—=y, 
fo Eommt die Secante MS’ in bie Tage ber Tangente MT; fegt man alfo 
in obigem Ausdruck ’—x und y’=y', fo erhält man bie Tangente des 
Winkels MTx, den die Abſciſſen⸗-Are mit der in dem Punkt M gezogenen 
Tangente bildet. Wird daher die Tangente dieſes Winfels mit a bezeichnet, 
jo ift . 

x’ 
a — — . 
y 


Die Gleichung der Geraden MT tft aber y—.y’ —a x—x); fest 


man bier für a feinen Werth, fo ergibt fich als Gleichung der Tangente an 


den Bunft M 


' 


x 
y-yJ=77 x — x). 


Wird der Nenner y’ weggefhafft und die Multiplication mit x’ aus⸗ 


geführt, fo ergibt fi, indem man zugleich beachtet, daß y’2Lx'?—R2, 
folgende einfachere Gleichung 


mu ytı=R. 


9285. Dan kann fi leihta posteriori vergewiflern, daß bie durch 
diefe Gleichung gegebene Gerade wirklich eine Tangente an dem Kreis ift, 
indem man beweist, daß fle außer dem einzigen Punkte, den fte mit dem 
Kreife gemeinfchaftlih bat, ganz außerhalb desſelben liegt. Dieß läßt fi 
ganz einfach mittelft ber Gleichungen 


yy’ 4 xx’ — R?, y’? 4 x’? — R? 
zeigen, von welchen die eine die der Tangente ift, und die andere ausbrüdt, 


daß der Berührungspunft der Tangente auf der Kreiälinie liegt. Zieht man 
bie doppelte erfte von der zweiten ab, fo erhält man 


y?—2yy a? — 2 — Re, 
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und indem man auf beiden Seiten x? —+- 3° Hinzu abbirt, iſt 
G-+aN’=r +" —R. 


Da die erfte Seite eine Summe zweier Quadrate ift, fo kann 
die Größe y? — x? — R? für feinen Punkt der Tangente negativ wer⸗ 
den; aber x? + y? ift das Quadrat der Entfernung des Urfprungs, der 
zugleich Mittelpunkt des Kreifes ift, von irgend einem Punkte der Tangente; 
alfo iſt diefe Entfernung nicht fleiner als der Halbmeſſer, und ſie wird dem⸗ 
ſelben nur gleich, wenn x—= x und y= y gejeßt wird; ſomit liegen 
alle Punkte der Tangente, den Berührungspunft ausgenommen, außerhalb - 
des Kreifeß. 


286. Nehmen wir und nun vor, die Gleichung der Tangente, 
welche Durch einen gegebenen Punkt anperhalb bes Kreifes geht, zu fuchen. 
Die Coordinaten dieſes Punktes ſeien x ,y und die des gefuchten Be⸗ 
rübrungspunftes x’, y’: kennt man x’ und y, fo bat man als Gleichung 


der Tangente 
y+ı! =R; 


und da bie Tangente durch den gegebenen Punkt geben muß, fo wird dieſer 
Gleichung genügt, Indem man x”, y“ fürx und y feßt, woburh man 
erhält 


-[e} My Re. 

Berner iſt die Bedingung, daß der Berührungspunft auf ber Kreiälinie 
liege, ausgebrüdt durch 
15 Bee Di 22 222 n.. 


Diefe zwei Gleichungen bienen zur Beftimmung von x’, y’. Aus [e] 
erhält man 
_ R? — x’’y’ 
— tn 
Subflituirt man diefen Werth in [8], fo erhält man die Gleichung 
x? (X? 4 y’2) — 2R%’Y’ R R— o, 
und diefe gibt nach x’ aufgelöst 
kR + Ry’ VAT tr, 
x’? + y'? 
ſetzt man diefe Werthe für x’, fo ergeben fich die entſprechenden Werthe vony’: 
R?y ” Rx’ Vi? I. y „2 "2__1 R? 
Y_ Ey re NEE. 
+y 
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Liegt der gegebene Punkt außerhalb des Kreifes, fo tft x’’2-4-y”’2>R?; 
alfo find dann die Werthe von x’ und y’ reell und ergeben zwei Tangenten. 
Liegt der gegebene Punkt auf der Beripherie, fo ift x’? + y’?— R®, 
und bie Werthe von x’, ſowie bie von y’, rebuciren fi auf einen einzigen; 
es findet alſo nur eine einzige Tangente flatt. “Befindet fich enblich ber 
Punkt innerhalb, fo it x’? + y”’?<R?, die Werthe von x’ und y’ find 
imaginär und es läßt fich Feine Tangente mehr an den Kreis ziehen. 


287. Die Conftruction ver Werthe von x’ und y’ iſt ziemlich ver⸗ 
wicelt und bietet nichts Bemerkenswerthes dar. Nimmt man aber bie 
beiden Gleihungen [x] und [8] wieder vor: 


y'y + x’’y’ — R?, y’? + x’? — R?, 


und betrachtet nad) einander in jeder die Coordinaten x’ und y’ als Unbe⸗ 
beftimmte, jo erhält man die Gleichungen zweier geometrifchen Derter, melde 
bie Berührungäpunfte enthalten. Die zweite Gleichung iſt die des gegebenen 
Kreifes ſelbſt, und die erſte iſt Die einer Teicht zu conftrutrenden Geraden ; 
denn feßt man nad einander y’ — 0 und x = 0, fo erhält man bie 
Abftände des Urfprungs von den Punkten, wo diefe Gerade die Axen fchneibet, 
nämli (Big. 117) | 
R? R? 


May, AUS 

Diefe Ausdrücke laſſen ſich leicht mittelft dritter Proportionalen con⸗ 

ſtruiren; dadurch find die Punkte T und F’ beftimmt, alſo auch die Gerade 

TT, deren Durchſchnittspunkte mit der Kreißlinie die Berührungspunfte 
M und M’ geben. | 


288. Ueberhaupt, wenn eine Aufgabe anf zmei Gleichungen zwi⸗ 
fehen den Goordinaten x und y eines unbekannten Punktes führt, fo gibt 
jede einzelne dieſer Gleichungen einen geometrifhen Ort, auf welchem diefer 
Punkt liegt; folglich erhält man durch die Eonftruction der beiden geome⸗ 
trifchen Oerter zwei Linien, deren Durchfchnittspunfte die der Aufgabe ger 
nügenden Punkte beftimmen. 

Diefe Linien find indefjen felten leicht zu conftruiren, und dann fucht 
man andere, welche dieſe Bedingung erfüllen. Addirt man nun bie beiden 
Gleichungen, oder zieht fie von einander ab, oder verbindet fie auf irgend 
eine andere Weife, fo wird daraus wieder eine Gleichung abgeleitet, welcher 
diefelben Werthe für x und y, wie ven beiden erften entfprechen; alſo muß 
der geometrifche Ort diefer Gleichung auch den gefuchten Punkt enthalten. 
Der ganze Kunſtgriff befteht daher darin, daß man durch pafjende Verbin- 
dungen leicht zu conftruirende Linien, gewöhnlich Gerade und Kreife, zu 
erhalten ſucht. 


289. So einfach die oben (Nro. 287) gegebene Gonftruction zur 


Auffindung der Berührungspunfte ift, fo ift fie es doch weniger ald bie 
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geometrifche. Die letztere laͤßt ſich aber Teicht aus den eben angeftellten allge⸗ 
meinen Betrachtungen ableiten. Nehmen wir noch einmal die Gleihungen 


y’ ' Y-+ X! — — R?, y? + x’? — R?, 


in welchen x’ und y die unbekannten Coorbinaten des Berührungspunftes 
ſind. Zieht man bie erfte von der zweiten ab, fo ergibt ſich 


y — Y’y + x? _ "0. 
Mittelſt Ergänzung der Quadrate Vapt fi die Gleichung auch fo 


fohreiben: 
y 4° + @ — N y" + Rp”; 


und indem man ſie mit der allgemeinen Gleihung bes Kreifes (Nro. 273) 
vergleicht, erſieht man, daß fie felbft eine Kreislinie darftelt, deren Mit⸗ 
telpunkt 4x’, 4y”’ zu Coorbinaten hat, und deren Halbmeſſer 


ift. Nimmtman nunan, N (fig. 117) fei der gegebene Punkt, durch welchen 
die Tangenten zu ziehen find, und zieht AN, die inO halbirt wird, fo müflen 
offenbar, wenn x’ und y’ die Goorbinaten des Punktes N find, 4x” und 
4y’’ die des Punktes O, und AO — V4y’?-+4x”? fein; alfo muß ber 
neue Kreis, defien Peripherie die gefuchten Bunte enthält, mitt AN als 
Durehmeffer beſchrieben werben; und dieß ift die befannte geometrifche 
Gonftruction. 

Die Refultate dieſer Eonftruction flimmen mit den aus den Werthen 
von x’ und y’ gezogenen Folgerungen vollfommen überein. Denn offenbar 
muß in allen Fallen, wo der Punkt N außerhalb des gegebenen Kreifes 
liegt, die auf AN befchriebene Kreislinie den erften in zwei Punkten fchneiven; 
liegt der Punkt N auf der Kreislinie (Big. 118), fo fallen dieſe beiden 
Punkte in einen einzigen, nämlich in N felbft, zufammen; liegt aber. N inner= 
halb des gegebenen Kreifes (Big. 119), fo if fein Durchfchnitt mehr möge 
lich, denn dann befindet ſich der zweite Kreis innerhalb des erften. 


290. Der Beth AT = za Bꝛ Mo. 287), welcher ven Punkt T, 


wo bie Linie TT’ (Fig 117) die Abfeiffen-Are ſchneidet, beftimmt, gibt zu 
einer wichtigen Bolgerung Anlaß. Da er.die Ordinate y’’ des Punktes N 
nicht enthält, fo folgt daraus, daß der Punkt T fi it ändern Tann, 
wenn auch N feine Lage verändert, wofern diefer nur auf der mit Ax fenf- 
rechten NL bleibt; denn in diefem Falle behält x’”’ immer denfelben Werth. 
Daraus ergibt fih folgender Lehrfag, dem bei allen Linien der zweiten 
Orbnung ein ähnlicher entfpriht: Zieht man von jedem Punkte 
einer gegebenen Geraden zwei Tangentenaneinen Kreiß, 
undverbindetjebie beiden Berührungspunkte, fofhneinen \ 
ſich dieſe Verbindungslinien alle in einem Punkte. } 
15 * / 


f 
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Damit AT fi ändere, muß auch x’ varliren; daraus ergibt ſich der 
folgende umgekehrte Lehrfag: Zieht man durch einen inder Ebene 
eines Kreifes liegenden Punkt mehrere Secanten an 
dbiefen Kreis, und durch die Punkte, mo jede Secante die 
Kreislinie trifft, zwei Tangenten, fo iſt der Ort der 
Durchſchnittspunkte je zwei biefer Zangenten eine gerade 
Linie. 


2391. Kine durch den Berührungspunkt ſenkrecht auf die Tangente 
gezogene Gerade heißt Normale. Sind die Coorbinaten dieſes Punktes 
x und y’, fo tft die Gleihung der Normale von der Form 


y-y=«(ü—r); 
megen ihrer fenfrechten Lage zur Tangente iſt aber (Nro. 221) 
| ‚__1_Yy 


a 
alfo ift die Gleichung der Normale an ven Kreis 
-y=! «@—r), 

ober reducirt, 
y=%x 


Diefe Linie geht durch den Urfprung, der hier Mittelpunkt des Kreifes 
ift, und man findet fo wieder Die befannte Eigenfchaft, daß die. Tangente 
auf dem an den Berührungdpunft gezogenen Salbmeffer 


ſenkrecht ſteht. 





Meuntes Rapitel. 


Yon der Ellipfe. 


Die Ellipſe auf ihren Mittelpunkt und ihre Aren bezogen. 


292. Wir haben oben (Nro. 267) geſehen, daß es ein einziges 
rechtwinkliges Coordinaten⸗Syſtem gibt, für welches die Gleichung der 
Ellipſe die Form erhält 


[e] ”+ma?—p. 


Iſt p negativ, fo tft die Gleichung unmöglich, da die erfte Seite nicht 
negativ werden kann, welchen reellen Werth man auch für x und y feßen 
ma. IStp=0, fo ftellt die Gleichung blos den Urfprung vor; denn 
bie erfte Seite kann nur zu Null werben, wenn man zugleih x = 0 und 
— 0 ſetzt. Damit alfo die Gleihung wirklich eine Ellipſe vorftelle, 
muß p eine pofltive Größe fein. Es fol daher p durch b? erfet werben, 
dann bat man ald Gleichung der Ellipſe: 


y? + m?r? — b2. 


293. Die Form biefer Gleichung zeigt ſchon beim bloßen Anblick, 
daß der Urfprung der Coorbinaten im Mittelpunkt der Ellipfe liegt; denn 
fie enthält feine Ausdrücke des erften Grades (Nro. 268). Sie zeigt eben« 
- falls, daß die AbfeiffenAre und Orbinaten-Are Durchmeſſer und zugleich 
Aren der Curve find (Nro. 269); denn da dieſe Gleichung für jede Abfciffe 
. AP ($ig. 120) zwei gleiche entgegengeſetzte Orbinaten, und ebenfo für 
jede Ordinate AQ zwei gleiche entgegengefeßte Abfeiffen gibt, fo folgt 
daraus, daß jede der GoordinateneAren auf den mit der andern Axe pa⸗ 
rallelen Sehnen ſenkrecht ſteht und dieſelben halbirt. Wir werben fpäter 
(Nero. 337) fehen, daß die Ellipſe Feine andern Aren als dieſe bat. 


% 
A —— DL LI. 
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29A. Um die Längen biefer Aren, d. 5. den von ber Ellipſe 
eingeſchloſſenen heil derſelben zu finden, mache man in der Gleichung 
diefer Curve nach einander y—= 0 und x = (0. Aus 


y=0 ergibt fich = +, und xı=0gßbty—=+b; 


daher nehme man auf der Abſciſſen⸗Axe AB = AC = = und auf ber 


Ordinaten⸗ Are AD —"AE = b, fo find die Abſtände BC und DE bie 
Längen der Aren. 


‘ 


| Die größere diefer Langen heißt große ober erfte Are, und bie 
andere Fleine ober zweite Are. Die Punkte B, C, D, E heißen die 


Scheitel der Ellipfe; indefien werden befonders die Endpunkte der großen 
Are jo genannt. 


295. Drüden wir AB durch a auß, fo ift 


b b 
— a, Woraud m = -- 
m a 

Setzt man diefen Werth für m in der Gleichung le], und fchafft den Nenner 
a? weg, fo ift 


[e] a?y? 4 b?x? — a22. 


Diefe Steigung der Ellipſe wird am häufigften gebraudt. Da hier 
der Mittelpunft als Urfprung genommen ift, und die beiden Aren ber 
Ellipfe zugleich die Eoorbinaten-Aren find, fo fagt man, die Ellipfe 
fei auf ihren Mittelpunft und ihre Aren bezogen. 


296. Will man ven Urfprung in den Scheitel C verfeben, fo muß 


man in der Gleihung le] x in x — a verwandeln; dann ergibt ſich nach 
einander 


a?y? + b? (x — a)? — a?b?, 
a?y? + bh’? — Yab?x + a?b? — a?b?, 
2 
le] . y= n (2ax — x?). 


297. 3ftb = a, fo verwandeln fih Gleichungen [e] und [e’] in 
P+r=at, y’— 2a — 23, 


und dann ftellen fie einen Kreid vor; alfo ift der t Kreig eine Ellipſe mit 
gleichen Axen. 
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298. Die Gleichung [e] gibt 
+? av a — x? 


und es fällt in die Augen, Fi wenn x von Null an bis a voſitiv wächst, 
die beiden Werthe von y reell find und von b an bis auf Null abneh⸗ 

men; wird aber x größer ald a, fo find diefe Werthe imaginär: alfo hat 
die Ellipfe auf der Seite AB (Fig. 120) einen Bogen von der Form DBE. 
Durch die Veränderung des Vorzeichens von x ändern fich die Werthe von 
ynidt; daher hat die Ellipfe auf der Seite AC diefelbe Form, wie auf der 
von AB. Hiebei ift zu bemerken, daß fie in jedem ihrer Punkte ihre con=, 
cave Seite dem Mittelpunft wufebrt; fonft könnte fle von einer Geraden in 
mehr als zwei Punkten geſchnitten werben, was bei Linien der zweiten Ord⸗ 
nung nie ber Fall iſt (Nro. 199). 


299. Es fein MP und PN zmei derfelben Abfeifie AP entfpredhenbe 


Orbinaten; nun find die Winkel MPA und NPA rechte, weil die Aren 
rechtwinklig find, und PM tft gleih PN; dreht man alfo den untern Theil 
der Ellipfe um BC, bis er auf den obern fallt, fo fält ber Punkt N auf 
M, und ebenfo fallen alle Punkte des Bogens BNC auf den Bogen BMC; 
alfo decken fich diefe Bögen. Dasfelbe läßt fich von den Bögen DBE und 
DCE Sagen, da jede Ordinate AQ zwei gleichen entgegengefegten Abfeiffen 
entfpricht: folglih wird die Ellipfe von jeder ihrer Aren 
balbirt... 


300. - Aus dem Dreieck AMP mai fi 
M=VvVx+y -Vr4la 7?) — —— 


Da man die Abſciſſen immer auf der großen Are nehmen kann, fo 
läßt fih, ohne der Allgemeinheit der Nefultate Eintrag zu tbun, a > b 
annehmen. Nun ift flar, wenn man dem Punkt M alle möglichen Lagen 
zwifchen D und B gibt, und x von Null bis a wächst, fo muß MA von 
DA =b bis BA = a wachſen; zieht man alfo-in der Ellipfe 
zwiihen der Curve und ihrem Mittelpunft. Gerade oder 
Halbmeffer, fo ift ver-Eleinfte Halbmeffer gleich der hal— 
ben Fleinen Ure, und der größte Salbmeffer gleich der 
balben großen Are. 

Stb= a ſo it MA = a, d. h. die Halbmeſſer find gleich, woraus 
wieder der Kreis zu erfennen iſt. 


301. Nimmt man an, x und y ſtellen die Coordinaten eines bes 
fondern Punktes M * der Ellipſe “ fo gibt die Gleichung [e] 


y2* 2 a —ır’) = (a1) (ax). 
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Nun iſt y=M,a—ı=PB, a+xr=PC, alfo 
2 
MP? — "7% PB>CRC. 
Für einen andern Punkt M’ Hat man ebenfo 
2 
MP3— 7, x PB x PC, 
alſo 
MP? PBPC. 
MP P’BXP’C’ 
ſomit verhalten ſich die Quadrate der auf einer Axe der 


Ellipſe ſenkrechten Ordinaten wie die Producte aus den 
entſprechenden Abſchnitten dieſer Axe. 


302. Für alle auf der Ellipſe liegenden Punkte muß 
a?y? + b%x? — a?b? — 0 
fein. Betrachtet man einen außerhalb derfelben liegenden Punkt K, und zieht 


die Gerade AK, fo ſchneidet diefe Linie die Ellipfe in einem Punkte, beffen 
Eoortinaten fleiner find als die von K; für den Punkt K ift alfo 


a?y? + b?’x? — a?b? > 0. | 
Auf diefelbe Weife ergibt ſich für einen innerhalb liegenden Bunte x 
a?y? + b?r? — ab? < 0. 
Man bat alfo immer 
a?y? + b?x? — a?b? — 0 für einen Punkt auf der Ellipſe. 
a?y? 4 b?x? — a?b? > 0 für einen Punkt außerhalb derfelben. 
a?y? + b?x? — a?b? < 0 für einen Punkt innerhalb derfelben. 
Um’ daher zu finden, ob ein Punkt auf der Ellipfe, oder außerhalb 


oder innerhalb verfelben liegt, braucht man nur zu miffen, ob bie Größe 
a?y? + b’x? — ab? Null, oder pofltiv oder negatto iſt. 


Confiruction der Ellipſe mittel ihrer Aren. 
303. Die Gleichung [e] der Ellipfe gibt 


a_P 2 
J = m. — xD. 


Befhreibt man auf der Arte BC (Big. 121) als Durchmeffer einen 
Kreis, fo ift feine Gleichung 


- 


ſo viele Punkte, als man will. 
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wenn man baher bie Ordinaten PN und PM, die auf der Ellipfe und 


dem Kreife derſelben Abfeiffe entfprechen, mit y und Y bezeichnet, fo tft 


überhaupt 
y-;V Bez, 


Nehmen wir des einfachern Ausdrucks wegen an, BC.oder 2a fei die 
große Are; fo ergibt fich daraus, daß die aufdergroßen Are jent- 
rechten Ordinaten der Ellipfe zudenentfpredhenden Ordi— 
naten des auf Diefer Are als Durchmeſſer befhriebenen 
Kreifes in dem conftanten Verhältniffe der kleinen Are 


zur großen fliehen. 


304. Erfte Eonftruction. Darnach Yäßt fi die Ellipfe 
eonftruiren, indem man bie Ordinaten des Kreifes nach dem Verhältniß 
von b zu a abnehmen läßt. Man beſchreibt nämlich auf der großen Are 
BC, und ebenfo auf der Kleinen DE einen Kreis. Sft nun PM eine Ordi⸗ 
nate des erſten Kreifes, fo ziehe man ven Halbmeſſer AM, der den zweiten 
in G fihneitet, hierauf GN parallel mit AP, bis fie PM in N trifft, fo ift 
N ein Punkt der Ellipfe. Denn wegen der Parallelen iſt 

PN AG _b 
PM AM a 
welches gerade der Orbinatenmerth der Ellipfe ift, die der Ordinate PM 
des Kreifes entfpriht. Durch Wiederholung dieſes Verfahrens erhält man 


woraus PN — . x PM, 


303: Zweite Conſtruction. Bon einem beliebigen Punkte 
F aus (ig. 122), der auf einer der Aren, 3. B. auf der Are gleich 2b 


i liegt, befchreibe man mit einem Halbmeſſer gleich der Summe a — b der 


beiden halben Aren einen Kreisbogen, der die andere Are in E ſchneidet; 
nun ziehe man FE und made FM = a, fo liegt der Punkt M auf der 
Ellipſe. Denn zieht man von M aus MR und MP parallel mit beiden 
Axen, fo ift in dem Dreieck MRF 


FR = VFM’—MR?—= Va? — x?, 
und megen ber ähnlichen Dreiecke MRF und EMP ift ferner 
MP : FR— ME: FM te y:V@— 2 —b:a, 
alſo 
rer; 
folglich Meein Punkt auf der Ellipſe. 
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Es ift Klar, daß EF en Lineal von der Länge a — b fein kann, auf 
welchem man einen Punkt M bezeichnet, fo daß MF = a ifl. Bewwegt 
man nun bdiefed Lineal im Winkel xAy,-fo daß der Punkt E immer auf 
der Linie Ax und F auf yA ſich bemegt, fo befchreibt der Punkt M ein 
Viertel der verlangten Ellipfe, und man erhält die andern Theile verfelben, 
indem man das Lineal ebenfo in den andern Winkeln herum bewegt. 


306. Dritte Conftruction. Bon einem beliebigen auf der 
kleinen Are liegenden Punkte F (Fig. 123) befchreibe man mitt einem Halb⸗ 
mefjer gleich der Differenz a — b der halben Aren einen Kreisbogen, der 
die Are BC in E ſchneidet, ziehe durch E und F die FEM, und made 
FM = AB=a; fo gehört der Punkt M zur Ellipſe. 

Denn zieht man parallel mit BC die Linie FR, welche die Verlängerung 
ber Ordinate MP in R trifft, fo ift in dem rechtwinkligen Dreieck FMR 
MR — Va? —_ 22, und aus den Ähnlichen Dreieden MEP und MFR 
ergibt fih MP: MR — ME MF ober y: Va? »?—b:a, alfo 


— — eV a? — x?; 
folglich gehört der Punkt M zur Ellipſe. 


FM Eann ein Lineal von ber Länge a fein, auf welchem fi ein Punkt 
E befindet, fo daß EM = b iſt. Bewegt man die Linie EM zuerft im 
Winkel xAy und dann in den drei andern, fo erhält man alle Theile der 
verlangten Ellipſe. . 





Won den Brennpunkten und Birectricen (BRichtungslinien). 


307. Sudt man die Entfernung eines beltebigen Punftes von 
einem Punkte der Ellipſe und drückt diefe Entfernung ald Function der 
Abſciſſe aus, fo ergibt fich eine ziemlich verwickelte Formel, in welcher biefe 
Abfeifl e mit Wurzelwertben behaftet if. Diefe Formel läßt ſich aber auf 
eine ganz einfache rationale Function reduciren, wenn man den Punkt, von 
melchem aus die Entfernung zu beſtimmen iſt, in gewiſſe Lagen bringt, und 
bie deßhalb näher beachtet zu werben verbienen. Die zu löſende Aufgabe ift 
daher folgende: 

Die Punkte zu beftimmen, deren Entfernung von 
einem beliebigen Punkt der auf ihre Aren bezogenen 
Ellipfe durch eine rationale Function der Abfciffe dieſes 
Punktes ausgedrüdt werden Tann. Diele Bunfte heißen Die 
Brennpunfte der Ellipfe. 

Man nehme einen beliebigen Bunft G (Big. 124) in der Ebene der 
Ellipſe an, bezeichne feine Coordinaten mit x’ und y’, bie eines beliebigen 


j 


[4 
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Rn 0. 


Punktes M der Curve mit x und y, und dem Abſtand GM mit 5, fo ift 
überhaupt 


"=a— NN, 
oder nach Entwidelung ver Quadrate 
6? — x? — Ixx’ + x’? + y? — 2yy 4 
Da der Punkt M auf der Ellipfe liegt, fo hat man zwijchen x und y 


bie Gleichung a?y? + 52x? — a?b?, woraus man erhält 


25,2 
ln 


feßen wir dieſen Werth in bie Gleichung für 8%, fo ergibt ſich nad gefchehe- 

aer Nebuction . 

a?—b? b?x? 
2 


x? — 2Yı 4 tray — — — 


Damit 5 eine rationale Function von x ſei, muß um fo mehr 6? eine 
ſolche fein, was nur der Fall fein Fan, wenn der Wurzelwerth verſchwindet; 
dieſer Wurzelwerth verſchwindet aber nur, wenn y-= — 0 if: alfo muß 
der Punkt G, um ein Brennpunkt der Ellipſe zu fein, auf der Nbfeiffen- 
Are liegen. 


- für y—=0if 
z 2 _ Ash +-x?, 


und das einzige Mittel, um 6 in x rational auszubrüden, ift, die Unbe— 
flimmte x’ fo zu nehmen, daß die zweite Seite ein vollfommenes Quadrat 
werde. Deßhalb muß 

Zw — 4x’? 


+79 (5 
fein, aus welcher Gleichung man F geſchehener Reduction erhält 
 — + Va? — b?, 


Diefe Werthe find nur reell, fo lange a > b ift, d. 5. die Abfciffen 
müfjen auf der großen Are und nicht auf der Eleinen genommen werden. 
Angenommen, dieß fei gefchehen, fo erhalten wir zwei Brennpunfte F 
und F’, die auf ver großen Are, zu beiden Seiten des Mittelpunftes und 
von diefem gleich weit um Vt_p entfernt liegen. 

Diefe Brennpunkte laffen fich Veicht conftruiren, indem man vom End⸗ 
punftD der Eleinen Axe 2b mit einem Salbmeffer gleich a einen Kreisbogen 
befchreibt, der die große Are BC ſchneidet. Denn es feien F und F’ bie 
nach diefer Eonfiruction gefundenen Punkte, fo ift AF—AF—V a?—b?. 

Der Abftand FF’ heißt die Excentricität der Ellipſe. 





2 — 


6° — 
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308. Suchen wir nun die Werthe der Abftände FM und FM, 
welche gewöhnlich Radien⸗Vectoren genannt werben. Um FM zu 
erhalten, müfjen wir in dem legten Ausdruck für 5° anftatt x’ feinen poſi⸗ 


tiven Werth + Va? — b? feßen, und um FM zu erhalten, muß für 
x fein negativer Werth — Va a®—b? genommen werben. Segen wir zu 
größerer re Va?_—_b?— c, woraus et fo ergibt fi 


FM? — T — 2ex +2? FM= z + 2cx -+a?, 








ober ‚ wenn man bie Duabratwurzeln nimmt 
— _.ı 'M— eæJ. 
‚FM=+(a -T) FM=+(ı+-) 


Es dürfen hier nur die pofttiven Werthe genommen werben: da nun 
für alle Punkte der Ellipſex <a, und au ce <a tft, fo gelten fir 
FM und FM nur die erften Werthe, nämlich 


— — * M — Sr, 
M=a— 7, FM a+— 


309. Addirt man diefe Ausdrücke, fo ergibt ſich 
FM -+FM= 2; 


daher der wichtige Lehrſatz: Die Summe ber an einen beliebigen 
Punft der Ellipfe gezogenen Radien-Vectoren iſt con= 
ffant und‘ gleich der großen Are. 


310. Es fet N (Big. 125) ein Punkt außerhalb der Ellipſe, von 
welchem aus NF und NF’ gezogen find; der Punft, wo NF’ die Ellipfe 
ſchneidet, heiße M; man ziehe MF. Nun iſt FN+-FN > FM-FM; 
dba aber FM -- FM = 2a, fo tft FN-+ FN > 2a. 

Für einen innerhalb Itegenden Punkt N’ hat man nad der Figur 
FN —- FN<FM-+FM; alſo FN’-+-FN’ < 2a. 

Je nachdem daher ein Punkt auf der Ellipfe, oder außerhalb, oder 
innerhalb berfelben liegt, ift die Summe der an diefen Punkt gezogenen 
Radien⸗Vectoren fo groß, oder größer, ober Fleiner, als die große Are. 


811. Das Vorftehende gewährt ein fehr einfaches Mittel, beliebig 
viele Punkte einer Ellipſe zu finden, oder fie fogar in einer fletigen Be⸗ 
wegung zu befchreiben, wenn man die große Are BC und ihre Brennpunfte 
F und F’ (Sig. 125) Eennt. 

Man nimmt auf BC eine beliebige Länge BK, beſchreibt vom Brenn- 
punkt F aus mit dem Halbmeffer BE einen Kreisbogen, ebenfo vom Brenn 
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punkt C aus mit dem Halbmeſſer CK; fo gehört der Punkt M, wo fi 
die Bögen fehneiden, zur Ellipfe; denn es it FU + FM — BC. 

. Die Kreisbögen können gleih über und unter der Are befchrieben 
werden, wodurch man bei jeder Operation zwei Punkte erhält, und wieder⸗ 
holt man diefe Operation mit derſelben Zirkelöffnung vom andern Brenn⸗ 
punkt aus, ſo erhält man deren vier. 

Soll die Ellipſe ſehr groß ſein, wenn ſie z. B. auf dem Felde zu con⸗ 
ſtruiren wäre, fo befeftigt man die Endpunfte einer Schnur, beren Länge 
glaͤch der großen Are ift, in den Brennpunkten und fpannt fie mittelft eines 
Stiftes an; diefen führt man unter fortwährender Spannung ber Schnur 
“herum, fo wird die Curve durch ein vollſtändiges Herumziehen des Stiftes 


beſchrieben. 


312. Befaſſen wir und num mit der directen Löſung der Aufgabe: 
Eine Curve zu finden, beiwelderdie Summe ber Entfer- 
nungen jedes ihrer Bunfte von zwei feſten Punkten con⸗ 
ſtant und gleich 2a fei. 


Dan ziehe durch die zwei feften Punkte F un F (Big. 124) die 
Gerade xy’, und auf die Mitte A von FF’ vie Senkrechte yy’. Nun ſei M 
ein Bunft der Curve; man fälle Die Senkrechte MP aufx’x, und made 
PM’ = PM: fo muß au M’ ein Punkt der Eurve fein, denn es iſt 


FM FM =FM+FM= 2a; 
alfo wird die Curve von der Linie x’x ſymmetriſch getheilt. Dasfelbe läßt 


fih von ber Linie y’y nachweifen; deßwegen wählt man x’x und y’y zu 
EoordinatensAren. Dieß vorausgefeht, Tann man, dpa FM+F'M=2a, 


FM=ad—z, FM=a-tz 


feßen, wo z eine veränderliche Größe iſt. Bezeichnet man den Abftand 
AF mit ce, und die Coordinaten AP und MP mit x und y, fo geben bie 
rechtwinkligen Dreiecke MFP und MF’P 


P+c—-P=(a—n]) 
P+e+MP=artn, 


- aus welchen Gleichungen z zu eliminiren ifl. Sieht man bie erfte von ber 
zweiten ab, fo ergibt fi 


cx 
4cx — 4az, woraus z = 7 


Setzt man dieſen Werth in eine der Gleichungen, ſo erhält man "na 
geſchehener Reduction als‘ Gleichung der gefuchten Curve 


a2y 2 + (a? — c® x? — 9? (a? — ce), 
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Aus der Aufgabe felbft gebt hervor, daß FM + FM > FF, 
alſo 2a > 2c, folglich a? — c? eine poſttive Größe iſt. Vergleicht 
man dieſe Gleichung mit der der Ellipſe, 

a?y? ——- b?x? — a®b?, = 
fo fält in die Augen, daß beide Gleihungen und fomit auch die Dadurch 
dargeftellten Curven identiſch fein müflen, ſobald 
a? — c? — bBꝛe, 


woraus b= Va? — c®; alfo ift die gefuchte Eurve eine Ellipſe, deren 
große Are — 2a, und deren Feine Are — 2Va Te⸗ iſt. 


313. Die Gleichung a — ec? — b? gibt auch 
c—= Va? —b?; 
nimmt man daher BC als die große Are einer Ellipfe an, und fehneidet auf 
BC vom Mittelpunkt aus AF—= AF’ — Va?—D? ab, fo ift nothwendig 
für jeden Punkt der Elipfe FM + FM —= 2a, welches die in Nro. 309 


gefundene Eigenſchaft der Ellipfe ift, und zur Definition der Brennpunkte 
dienen könnte, wenn bieß nicht ſchon auf andere Weiſe geſhehen wäre. 


‚Sept man in a—z und atz für z feinen Werth —, fo findet ſich 
wieder 





FM=a——, FM=a-+.- 


Diefe Ausprüde find rationale Functionen der Abſciſſe x, und dieſe 
Eigenfchaft haben wir als bie gebräuchlichfte zur Definition ber Brennpunfte 
angenommen. ' 


S1A. Jeder Brennpunkt theilt die große Are in zwei beziehungs- 
weife gleiche Abſchnitte a + Va — p2 und a — Va? — D?, deren 
Rechteck dem Quadrat der halben Eleinen Are (b?) gleich ift: nach dieſer 
ſehr einfachen Eigenſchaft werden die Brennpunkte in der Abhandlung von 
Apollonius erklärt. 








313. Den beiden Brennpunkten entfprechen folgende zmei beach⸗ 
tungöwerthe Linien, die man Richtungslinien oder Directricen 


heißt. 
Für den Abſtand bes Drennpunfted f von einem 1 Bellefigen Punkte 


M der Ellipſe fanden wir MF =a— — \_ (> - — 2) 
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c’ 


| | 2 
Nimmt man nun (Big. 126) AH = um errichtet die Senkrechten 
: 2 
HL auf AB und MR auf HL, ſo iſt MR — — x, alfo 


MF = x MR; 
folglich . 

MR _c 

MR a 


2 
Trägt man auf der andern Seite vom Mittelpunft AH’ — AH = - 
an, und zieht die Senfrechte H'L’ auf AB und MR’ auf HL’, fo ift 


MR— ts; 
=, +3 
da aber ' ’ 
— x _1g% 
F=ar a =:(G +2) 
fo tft auch 
MF _e., 
"MR a 


Die Senkrechten HL und HL’ heißen die Directricen ber 
Ellipſe, und. die vorſtehenden fte beſtimmenden Eigenfhaften laſſen ſich alfo 
ausbsüfen: Die Abftände irgend eines Punktes der Ellipfe 
von einem ber Brennpunkte und von der dbiefem Brenn» 
punkte nächſtliegenden Directrir verhalten fih wie die 
Ercentrieität zur großen Axe. Dabei tft zu bemerfen, daß nad 
der Gonftruction AH x c = a? iſt, d. 5. die halbe große Are AB 
ift die mittlere Proportionale zwifhen AF und AH. 


316. Nehmen wir uns nun vor, die Gurve direct zu ſuchen, 
auf welcher die Abfände jede8 Punktes von einem gege- 
benen Bunft und von einer gegebenen Linie in einem con⸗ 
ſtanten Verhältniſſe m:n ſtehen. 
| Es fei F’ (ig. 126) der gegebene Punkt und H’L’ die gegebene 
Linie; man ziehe H’F’x ſenkrecht auf H’L’, theile FH’ in C fo, daß fi 
verhält FFC: CH’ = m : n; nun gehört der Punkt C offenbar zur Curve, 
und man fann m — FC und n = CH’ annehmen. Nun errihte man 
CY ſenkrecht auf Cx, und nehme die Linien Cx und CY als Coordinaten⸗ 
Aren; fo find, wenn x und y die Coordinaten eines beliebigen Punftes M 
der Curve Bi die Abftände diefes Punktes von F’ und von HL 


MF = Vy}?-+ (x — m)? ud X-1; 
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alfo muß nad der Aufgabe fi verhalten Ä 
V?+@—-m®?:xtn=m:n, 
woraus nach gefehehener Rebuction fich ergibt: 
n?y? + (n?— m?) — 2mm(n+-m)x=0. 
Dieß ift die Gleichung der gefuchten Curve, und ſie zeigt an, daß 


dieſe eine Ellipſe, oder eine Hyperbel, oder eine Parabel iſt, je nachdem 
m<n, oder m>n, oder mn iſt. 


Nehmen wir die erſte Vorausſetzung und ſehen, um die Punkte zu 
finden, wo die Ellipſe die Are Cx ſchneidet, y = 0, fo iſt 
n — m) — ?mmn+-m)x=0, 
woraus ' 
2mn J 


n— m 


Der Wertb x = 0 gibt den fhon bekannten Punkt C, und der an= 
dere Werth beftimmt den Punkt B. Verſetzt man den Anfangspunft in 


die Mitte A von CB, fo muß mnıinx + —— 
hält man die Gleichung 


_ m’n’a--m) 
n2y?2 4 (n? — m?) = — 


xX— 0O und 1 = 








umändern, dann er⸗ 


| Nun ift die Elipfe auf ihren Mittelpunkt und ihre Aren bezogen. 

Die Länge der halben Are AB ift bereits befannt, und feßt man in ber 
vorigen Gleichung x —= O, fo iſt auch die andere halbe Are bekannt. Bes 
zeichnen wir dieſe halben Axen mit a und | b, fo if 


n F mn b-m nm 


n—m n—m 





Bezeichnet man den Abftand bes Mittelyunktes A von ben Brenn- 
punkten mit o, fo tft 


= vd Sn VGL mo? mM’a+m__ m 











n— m? ı-—-m "ın—m 
Es iſt aber 
4 2 
AP -Ac —- cr = U mo. 
| —ım n—m 


alfo ift F’ ein Brennpunkt ver Ellipſe. Much Läßt fich Yeicht einfehen, daß 
die Gerade H’L’ eine der Directricen tft; denn fie befriedigt die Gleichung 
AC? = AF’X AH (Nro. 315). 
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317. Bemerkung 1. Die Definition der Brennpunkte, wie ſie 
in Neo. 307 nah Euler gegeben wurde, ift zwar fehr einfach; fie hat 
jedoch den Fehler, Daß dadurch dieſe Punkte nicht nach einer geometrifchen Eigen- 
fchaft beftimmt werben, und die des Apollonius (Nro. 314) drückt Feine 
Eigenfchaft aus, die hervorragend genug wäre, um babei ftehen zu bleiben. 
Es wäre nun paffender, die Brennpunfte und die Directricen vereint zufuchen, 
indem man fie der vorigen Aufgabe gemäß definirt; dann würde die Analyſe, 
mittelft welcher diefe Aufgabe gelöst wird, zur Beftimmung derfelben dienen. 

Schlägt man diefen Weg ein, fo muß man a und b al8 gegeben betrachten, 
während m und n Unbekannte find, die man aus den Gleichungen [1] ab- 
Ieiten muß. Noch beſſer wird es aber fein, die Abflände AF’ und AH’, 
welche ſich ganz einfach aus den Gleichungen 


AF'— Va?—b? und AF x AH’ — a? 


beftimmen laflen, als Unbekannte anzunehmen. 


318. Bemerkung 2. In Neo. 308 wurde bein Auffuchen 
der Brennpunfte FM = a — —, FM=a-+ — gefunden, und In 


Nro. 315 ließen ſich die beiden Directricen aus der Form biefer Werthe 
leicht ableiten. In diefer Beziehung ift überhaupt zu bemerken, daß es 
genügt, wenn die Entfernung eines feften Punktes von einem beliebigen 
Punkte einer Curve durch eine rationale Function des erften Grades zmifchen 
den Eoordinaten dieſes letztern Punktes ausgedrückt ift, um daraus das 
Vorhandenſein einer beftimmten Geraben_ zu folgern, die fo befchaffen tft, 
daß bie Abftände jedes Punktes der Curve von dem feften Punkte und von 
der Geraden in einem conſtanten Verbältniffe zu einander flehben. Der 
Beweis dieſes Sates und die Beflimmung der Lage ber Geraden wird auf 
folgende Weiſe gegeben: 

.Man bezeichne den Winkel der Uren, die beliebig genommen find, 
mit 0, die Coordinaten der Curve mit x, y, und die beiden betreffenden 
Abftände mit o, e". 

Nach der Borausfegung iſt E eine Bunction, die man in folgende 
Form bringen fann: 


oe=k(y—gx—.h). 
Angenommen, bie Steigung einer der Lage nach unbeſtimmten Ge⸗ 


raden ſei 
y. ⸗ Gx, 4- H 
und 
sin 06 
 vı + 67426 00 6 


fo ergibt Nro. 224 für die Senkrechte o’ 


e=K(y— 6x — H). 
Analyt. Geometrie. 16 
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alfo muß nad der Nufgabe fich verhalten 
VyPTfG@-=m) :xt—$n=m:n, 
woraus nad) gefehehener Reduction ſich ergibt: 
n?y? + (n? — m?) ? — 2mm(n+m)ı=0. 
Dieß ift die Gleichung ber geſuchten Curve, und fie zeigt an, daß 


biefe eine Gllipfe, oder eine Hyperbel, ober eine Parabel ift, je nachdem 
m<n, ober m>n, oder m S n iſt. 
Nehmen wir die erſte Vorausſetzung und ſetzen, um die Punkte zu 
finden, wo bie Ellipfe die Are Cx ſchneidet, y= 0, ſo iſt 
(@? — m?) x? — 2m oa +m)x=0, 
woraus 


2m 


x0 mı= 
n 





Der Wertö x = 0 gibt den won bekannten Punkt c, und der an⸗ 
dere Werth Hefe sun man ala nn han Mnbnnaätnt in 


bie Mitte A von 
Hält man die GL 


n?y 


Nun ift d 
Die Länge der I 
vorigen Gleichun 
zeichnen mir dieſe 


[1] a 


Bezeichnet 
punkten mit o, fi 


c=Va—l 


Es iſt aber 
AF = 
alfo ift P’ ein Br 


bie Gerade H’L’ 
A®=AFxX 


Le 
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317. Bemerkung li. Die Definition der Brennpunkte, wie fie 
in Nro. 307 nah Euler gegeben wurde, iſt zwar fehr einfach; fie hat 
jedoch ven Fehler, Daß dadurch dieſe Punkte nicht nach einer geometrifchen Eigens 
ſchaft befiimmt werden, und die bes Apollonius (Nro. 314) drückt feine 
Eigenſchaft aus, die hervorragend genug wäre, um dabei ftehen zu bleiben. 
Es wäre nun paffender, die Brennpunkte und die Directricen vereint zufuchen, 
indem man fie der vorigen Aufgabe gemäß definirt; dann würde die Analyfe, 
mittelft welcher diefe Aufgabe gelöst wird, zur Beſtimmung berfelben dienen. 
Schlägt man diefen Weg ein, fo muß man a und b al8 gegeben betrachten, 
während m und n Unbekannte find, die man aus den Oleihungen [1] ab- 
leiten muß. Noch beffer wirb es aber fein, die Abſtände AF’ und AH’, 
welche fi a einfach aus den Gleichungen 


— Va?—b? und AF’x AH’ — a? 


beftimmen laſſen, als Unbekannte anzunehmen. 


S18S. Bemerkung 2. In Neo. 308 wurde bein Auffuchen 
der Brennpunfte FM a — —, FM=a-+ — gefunden, und In 


Nro. 315 ließen ſich die beiden Directricen aus der Form diefer Werthe 
leicht ableiten. Im diefer Beziehung iſt überhaupt zu bemerfen, daß e8 
genügt, wenn die Entfernung eines feften Punktes von einem beliebigen 
Punkte einer Curve durch eine rationale Bunction des erften Grades zwifchen 
den Coordinaten dieſes letztern Punktes auögebrüdt ift, um daraus das 
Borbandenfein einer beftimmten Geraden_ zu folgern, die fo befchaffen if, 
daß die Abftände jedes Punktes der Curve von dem feften Punkte und von 
der Geraden in einem conſtanten Berbältniffe zu einander flehen. Der 
Beweis dieſes Sabes und die Beſtimmung der Lage ber Geraden wird auf 
folgende Weife gegeben: - 

. Man bezeichne den Winkel der Aren, die beliebig genommen find, 
mit 9, die Coorbinaten der Curve mitx, y, und bie beiben betreffenden 
Abftände mit o, e". 

Nach der Vorausfegung iſt E eine Bunction, die man in folgende 
Form bringen fann: 


e=ky—gxr—h). 
Angenommen, die Gleihung einer der Lage nach unbeſtimmten Ge⸗ 





raden ſei 
=@,-+tH - 
und 
sin 0 
- v1 + 6° 426006 


fo ergibt Nro. 224 für die Senfredhte o’ 


e=K(y—Gx— H). 
Analyt. Geometrie. 16 
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Nun FAN: in die Augen, wenn G=g und H— h gefeßt wird, 
fo ftehen die Abflände o und o’ wirklich in einem conftanten Berhältniß; 
denn es iſt &: =k:K | 


- 


Yan der Tangente und Normale, 


319. Ym für die Tangente eine für alle Curven pafjende Definition, 
auf welche die Rechnung ſich leicht anwenden läßt, zu erhalten, betrachtet 
man biefelbe als eine Secante, bie zuerfi dur zwei Punkte 
der Gurve geht, und fih dann um einen diefer Punkte 
dreht, bis der andere mit biefem zufammenfällt. 

Nah diefer Auffaffungsweife wollen wir nun die Gleihung der 
Tangente an bie Ellipſe fuchen ; die Gleichung diefer iſt 


[e] a?y? + b?x? — a?b?. " 


Es feien x’, y’ und x’ ', y’ die Goordinaten der beiden Punfte auf der 
Curve: zieht man durch diefe Punkte die Secante, und bezeichnet ben 
Winkel, den fie mit der Abſciſſen⸗Axe macht, mit S, fo ift 


' „ 


— 





tang S = — 


Da die beiden Punkte auf der Ellipſe liegen, ſo müſſen ihre Coordi⸗ 
naten der Gleichung dieſer Curve genügen; es iſt daher 


ady’? 1 p2y'? — a?b?, a?y’? + b%x"? — atb?, 

Zieht man die zweite Gleichung von der erften ab, fo ergibt fig: 
a? —* — y 4 ph? (x'? — x’'2) — 0, 

was ſich auch fo fehreiben läßt: B 

a?(y — y”) (y’ + y”) + b? (x — x") (x + ı) = 0; 


‚daraus erhält man 





y’ — y’ — pꝰ (x’ + x") 

Be Ze Ge Te 

folglich hat man Be Ä 
x X ) 
tang S = — —— 
6 aly +”) 


Fällt der zweite Punkt mit dem erften zufammen, fo ift x! — xy 
und y’ — y’, und dann wird die Secante zur Tangente; fegt man alfo 
in dem obigen Ausdruck x” — x und y’ = y, fo erhält man die trigo= 
nometrifche Tangente des Winkels, den bie Anfeiffene Are mit der Tangente 
bildet, welche an die Ellipſe in dem durch die Coordinaten x und y’ ge 





Bu 


- 
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gebenen Punkte gezogen wurde. Bezeichnet man dieſe trigonometriſche 
Tangente mit &, ſo iſt 
b?x’ 
— 55 
Somit iſt die Gleichung der Tangente 
b?x’ , 
yo (x — X), 

oder in anderer Form _ 

&@yy—- b?r'x = a?y'? + b?r’?; 


oder endlich, indem man beachtet, daß a?y’2 4 b?x’? — a?b?, auf in 


folgender: 


ft] ady'y 4 biy'x — aꝰhꝰ. 


Da « nur einen Werth bat, fo kann man durch jeden Punkt der 
Ehipfe auch) nur eine Tangente an dieſe Curve ziehen. 


320. Die bei dem Kreiſe, fo läßt ſich auch hier beweiſen, daß 
die jo beftimmte Gerade ganz außerhalb der Ellipfe liegt. Denn nehmen 
wir no einmal die Gleihungen 


aty'y + b2x'x — a?b?, a®y 12 + 52x’? — a2, 


und ziehen bie doppelte erfte von der zweiten ab, fo läßt fich das Refultat 
in folgende Form bringen: 


aꝰ (yJ — yY”’ +? —- r) = a? 4 b2y2 — a?b?. 


Die Größe a’y? 4 b?x? — a?b? ift alfo für alle Punkte der Ge- 
raben, außer für ven, defien Coordinaten x’, y’ find, beftändig größer als 
Null; folglich liegen alle diefe Punkte, den Berüßrungspuntt ausgenommen, 
außerhalb der Ellipſe (Nro. 302). 


s21. Die oben gefundene Formel 
bi 
a aty) 
zeigt, wenn man durch den Mittelpunkt eine beliebige Gerade zieht, melde 
die Elipfe in M und M’ (Fig. 127) trifft, daß die an diefe beiden Punfte 
gezogenen Tangenten parallel find. Denn beim Uebergange vom Punkte M 
zu M’ wird zwar das Vorzeichen der Coordinaten, aber nicht ihre Größe 
verändert; folglich Eann auch der Werth von « fih nicht ändern. Der 
Parallelismus dieſer Tangenten ergibt fi übrigens unmittelbar aus der 
Symmetrie der Ellipfe in Beziehung auf ihre Aren. . 
16 
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3938. Diefelbe Formel zeigt auch bie Neigung ber Tangente MT’ 
gegen bie Are BC an, wenn der Punft M feine Sage verändert. In B 
weh tan y= 0; alſo if « unendlih und ſomit die 
Tangente ſenkrecht Tauf BC. In D und E iſt x — O und y — — ; 
alſo « = O, und daher die Tangente parallel mit BC. Bei den ‚wifeien- 
liegenden Punkten von B nah D nimmt x’ ab und y’ zu; alfo nimmt « 
negativ ab. Die bemeiät, daß der Winkel MTx ſtumpf ift und immer 
größer wird, bis die Tangente in parallele Rage mit BC kommt. - 


323. Um den Bunft zu erhalten, wo die Tangente die Are BC 
(Big. 16) trifft, fege man y == O in der Gleichung [t], fo gibt diefe 


a? 
x oder AT = 
7 


Da dieſer Werth b nicht enthält, fo bleibt er derſelbe für alle Ellipſen, 
welche die nämliche große Are BC haben; er Eommt daher au dem auf 
dieſer Are als Durchmefler befehriebenen Kreife zu. Wan verlängere deß⸗ 
halb, wo es nöthig iſt, MP bis zur Kreislinie, ziehe Die Tangente NT 
an ben Berührungäpunft N, und ziehe dann MT, fo ift dieß bie Tangente 
an die Ellipfe im Punkte M. 

Diefe Eonftruction ließe fich gleichfalls auf die Eleine Are anwenden; 
denn der Ausdruck für den Abftand AR iſt von a unabhängig. 


324. Der Theil der Abdfeiffen-Are, der zwifchen der Tangente 
und ber Ordinate des Berührungspunftes Tiegt, wie PT, Heißt Sub- 
tangente; man erhält diefe, indem man AP oder x’ von dem für AT 
gefundenen Werthe abzieht; dieß gibt 

a? — y’2 


PT — ö— 
x 
Wollte man die Subtangente auf der kleinen Are ſuchen, ſo würde 
man einen analogen Ausdruck erhalten, nämlich 


p? — y’2 
OR = — 





325. Zieht man durch den Mittelpunkt und den Berührungspunkt 
den Halbmeſſer AM (Fig. 127), fo iſt die Gleichung desſelben y=a’x, 
und wegen der Bedingung, daß er durch den Berührungspunkt gehe, hat 
man y —= ex’, woraus 


« — %, 
und als Gleichung der Tangente (Nro. 319) ergab fid 
b?x’ 


I TT aayr 


en 
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Multiplicirt man nun die beiden Werthe mit einander, ſo iſt 
bh? 
a — — — 


alſo bleibt das Product der Tangenten a und @’ batſelbe, welches auch die 
Lage des Berührungspunktes ſein mag. 


326. Um die geometriſche Tangente des Winkels AMT (Big. 127), 
den der Halbmeſſer und die Tangente bildet, zu erhalten, darf man nur 
in der bekannten Formel (Nro. 221) 


tang AMT = 





1-+ a0’ 
für © und a’ ihre Werthe fegen. Nebucirt man das Nefultat mittelft der 
Gleichung a?y’? + px’? — a?b?, fo ergibt ſich 


AMT — „ar 
Te 

Nun iſt e8 erlaubt, bie Abſciſſen x auf der großen Are zu nehmen, 
fo daß a >b ift; feßt man ferner voraus, der Punkt M liege im Winkel _ 
der pofltiven Coordinaten, fo iſt der vorige Werth negativ, alſo Winkel 
AMT ein ſtumpfer. Sol er ein rechter fein, fo muß tang AMT unend- 
lich groß werben, weßhalb x — O0 ober y’ — 0 fein muß. Aber y’ wird 
nur in den Endpunkten der Are BC, und x’ nur in den Enbpunften der 


Are DE zu Null: alfo find die Endpunfte der Aren die ein=, 


zigen Punkte, wo die Tangente auf dem Halbmeſſer ſenk—⸗ 
recht ſteht. 


327. Suchen wir nun die Gleichung der Tangente, wenn ſie durch 


einen außerhalb der Ellipſe gegebenen Punkt, deſſen Coordinaten x’ und 
y“ seien, geben fol. In dieſem Falle find die Coordinaten des Berüh- 
Tungspunftes x’ und y’ unbefannt, und müſſen fo befehaffen fein, daß ber 
Gleichung der Tangente. 
a?y'y-t+ br’x — a?b? 


Genüge geleiftet wird, wenn man darin x” für x und By für y febt, 
woraus fich folgende erfte Gleichung ergibt 


[1] a?y’y ' 4 bꝛxx = — ga%p?. _ 
Da ferner der Berührungspunft auf der Ellipſe liegt, ſo iſt auch 
[2] ady? + b?r? — a?b?. 


Diefe zwei Gleihungen genügen zur Beftimmung der Unbefannten x’ 
und y’; und wenn fie gefunden find, fo darf man nur ihre Werthe in ber 
Gleihung der Tangente fubftituiren. 


‚ss 
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Entwickelt man aus der Gleichung [1] den Werth für y’ ars Bunction 
von x’, und feßt denfelben in die Gleichung [2], fo erhält man für x’ eine 
Gleichung des zweiten Grades mit zwei Werthen für diefe Unbekannte; ſetzt 
man bierauf dieſe zwei Werthe in die Gleichung [1], ſo findet man die 
entſprechenden Werthe für y’, und zwar erhält man die Formeln 


g? (b?x’’ + y’ V a2y’’2 4 52x’? _ 425?) 


.— 
| a2y’?  p2x’2 
‚_»® (a2y'" T x’ V a2y? + px? e2b?). 
I im * 2 — 


Liegt der gegebene Punkt außerhalb ver Ellipſe, fo iſt die Größe 
a?y’’? + b?x’’? — a?b? pofitiv (Nro. 302), und diefe Werthe find reell 
und ungleich; affo gibt e8 zwei Tangenten. Liegt der gegebene Punft auf 
der Ellipſe, fo iſt die Größe a?y + b?x’’? — a?b? Rull, und man bat 
nur eine einzige Auflöfung,, nam X!" —=x", y=y’; alfo findet nur 
eine einzige Tangente ftatt. Iſt endlich der gegebene Puntt innerhalb, ſo 
tft die Größe aꝰy? + b?x”? — a?b? negativ, x’ und y’ find imaginär; 
folglich läßt fih dann Feine Tangente mehr an den Kreis ziehen. 


328. Suchen wir nun die Gleichung der Normal. Hier iſt zuerft 
zu beachten, daß ſie von der Form 


y-y=«(a—x) 
fein muß. Sie muß aber auch ſenkrecht auf der Tangente ſtehen; alſo iſt 


i1__ady 
Km Top 
bigich erhält man als Gleichung ber Normale 
a?y 
[n] y-y= * a x). 


329. Lim den Punkt S (Big. 129) zu erhalten, wo bie Normale 
die Abſciſſen-Axe fchneivet, muß man in der vorigen Gleihung y — 0 
ſetzen, dann ergibt ſich As als een Werth für x, nämlich 


2 _p®. ;, 
AS—!: „= x. 


⸗ 





Unter der Vorausſetzung, daß BC ſtets die große Are ſei, hat dieſer 
Werth dasſelbe Vorzeichen wie x’, oder mit andern Worten, der Punkt P 
liegt mit S immer auf derfelben Seite des Mittelpunftes. 

Macht man X —= 0, fo-ift AS —= 0, alfo filt S auf A; nimmt 
aber x’ pofltiv zu, fo wächst auch AS, und der Punft S entfernt ſich vom 





OO 
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Mittelpunkt. If endlich x — =a, „e erreicht die Entfernung AS ihr 
Marimum und ift gleich = 





Sekt man diefen Werth * AN, fo iſt der Punkt N eine Grenze, wel⸗ 
her die Normalen in dem Maße näher kommen, als der Punkt M felbſt fi 
B nähert, fo daß man deg PBunftM immer nahe genug anB nehmen Tann, 
damit der Zwifchenraum SN Kleiner als jede gegebene Größe werde. 


330. Zwiſchen der Richtung der an die Ellipfe gezogenen Tangente 
und ber Richtung der an den Berührungspunft gezogenen Radien⸗Vectoren 
findet ein merfwürbiges Verhältniß flatt, das wir nun kennen lernen wollen. 
Die Tangente a der Ellipfe fei RT (ig. 130), und die an den 
Berührungspunft gezogenen Radien⸗Vectoren FM un FM: da bie 
Linie MF durch den Punkt M geht, deſſen Eoorbinaten x’ und y’ find, fo 
ift ihre Gleichung von der Form 


y— y=!a—r) 
‚Seht man AF = Va? — e; fo ift, da fie durch den Brenn- 
punft F gehen muß, — y" = « (Ce — x), woraus 


' 








«-_ — 
c— x 
Für den der Tangente MT zugehörigen Werth von « fanden wir 
_ br 
. ey 
Nun ift aber 
| — 
tang FMT = n — 
ſetzen wir daher für & und a’ ihre Werthe, fo ergibt ſich 
b?y’ y 
— 75 — 
tang FMT — — 7 —— x. 
14 x 


a?y (c— X) 
Führen wir die Rechnungen aus und beachten, daß 
. a2y’? 4 52x’? — a?b?, und a? — b? — c®, 

fo erhält man nad einander 

a?y’? 4 52x’? — pic ab? — bier’ 
tang FMT = a —— (a? —p?) vv — gdy —chy 
__b?(a’—cr) bb? 
— ey (@-er) ey 
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Auf dieſelbe Weiſe würbe man, indem c überall in — c verwandelt 
würde, erhalten 


tang FMT = — > . 


4 

Sonad Haben die Winkel FMT und FMT gleihe Tangenten mit 
entgegengefegten Vorzeichen; fle find daher Supplemente zu einander. Da 
nun Winfel FMT auch ein Supplement des Winkels F’MR ift, fo ift 
FMT —= FMR. Zieht man die Normale MS, und nimmt von den 
rechten Winkeln TMS und RMS vie gleichen Winkel TMF und RMF’ weg, 
fo bleibt FMS — F’MS. 

Alfo bilden die an den Berührungspunft gezogenen 
Radien-Vectoren mit der Tangente auf derfelben Seite 
diefer Linie gleihe Winkel, und die Normale hbalbirt den 
von den Radien-Vectoren unter fih gebildeten Winkel. 


331. Diefe Eigenfhaften gewähren eine fehr einfache Conftruction, 
um durch einen gegebenen Punkt eine Tangente an die Ellipfe zu ziehen. 

Nehmen wir zuerft an, der gegebene Punkt M (Fig. 131) liege auf 
der Ellivyfe. Nun ziehe man die Radien-Vectoren FM und FM, ver- 
längere einen verfelben, z. B. FM um MK = FM, und ziehe FK: fo ift 
die Linie MT, welche fenfredt auf FK fteht, die verlangte Tangente. 
Denn nah der Conftruction ift das Dreieck KFM gleihfchenkiig, und 
Winkel KMT=TMF; es ift aber KMT—= RMF', alfo TMF=RMF'; 
folglih RT die Tangente. 

Man kann fi übrigens überzeugen, daß alle Punkte diefer Geraden, 
außer M, außerhalb der Ellipſe liegen. Denn für jeden andern Punkt, 
3.8. R, wäre FR--RK>FM-- MK; aber FM + MK ift glei 
ber großen Are 2a; alfo liegt der Punkt R außerhalb der Ellipfe (Nro. 310). 


332. Bemerfung. Aus der Gonftruction ift Har, daß der 
Punft O, wo MT die FK ſchneidet, in der Mitte von FK liegt; da ferner 
der Punkt A die F’F halbirt, fo muß AO parallel mit F’K und gleich 4F’K 
fein; nun it FK = 2a, ao AO = a. 

Fällt man daher von den Brennpunkten Senfredte an 
bie Tangenten der Ellipfen, fo ift der Abftand der Fuß— 
punftediefer Senkrechten vondem Mittelpunft der Ellipfe 
conftant und glei der halben großen Are; fo daß der 
geometrifhe Ort aller diefer Punkte eine auf der großen 
Are als Durchmeſſer befhriebene Kreislinie ift. 


333. Nehmen wir nun an, der gegebene Punft T (Fig. 132) 
Viege außerhalb der Ellipſe. Wäre die Aufgabe gelöst, fo würde TM die 
Tangente und M der Berührungspunkt fein, und würde man aus dem 


\ 
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Brennpunkt F’ die FFMK gleich der großen Are 2a, und aus dem Brenn» 


punkt F die FK ziehen, fo wäre die Tangente TM fenkrecht auf der Mitte 


von FK, und TF=TK,; folglich muß der Punkt K im Durchſchnitte zweier 
Kreife liegen, von denen der eine aus F’ mit einem Halbmeffer gleich 2a, 
und der andere aus T mit einen Halbmeſſer gleich dem Abftande TE bejchrie= 
ben wird. . Da nun der Bunft K befannt ift, fo ziehe man F’K und KF, 
dann TR ſenkrecht auf KF: fo iſt dieſe Senkrechte die Tangente an der 
Ellipſe, und der Punft M, wo fte die F’K fcehneidet, der Berührungspunft. 

Denn nad diefer Gonftruction ift TK —= TE, alfo ſteht RT fenfredht 
auf der Mitte von KF, daher MK — MF und fomit FM + MF = 2a,. 
was bereitö beweiſt, daß der Punkt M auf der Ellipfe liegt; ferner if 
Winkel FUT = TMK = RMF, alfo tft TM Tangente. 


334. Da fi zwei Kreife in zwei Punkten föneiben £önnen, fo 
fönnen hier au) zwei Tangenten vorfommen. Dieß ift der all, wenn 
der Punkt T außerhalb ver Ellipfe liegt; wodurch die Bedingungen für den 
Durchſchnitt der Kreife erfüllt find. Denn zieht man FT, fo ift im Dreied 
F'TF die FT < FF’ -+- FT, und um fo mehr FFT<2a--FT; alfo ift 
1) der Abftand der Mittelpunfte Eleiner als die Summe der Halbmeſſer. 
Dasſelbe Dreieck gibt ferner FT < FF FT, und um fo mehr 


FT <2a-+ FT. 


Außerdem ift, da T außerhalb der Ellipfe liegt, 2a <FT-+ FT 
(Nro. 310); folglich ift 2) jeder Halbmeſſer Eleiner als der Abſtand der 
Mittelpunkte FT nebft dem Anvdern Halbmeſſer TF. Somit ſchneiden ſich 
die Kreiſe, und es ergeben ſich zwei Tangenten. 

Läge der Punkt T auf der Ellipſe (Fig. 133), fo wäre der größere 
Halbmefjer 2a gleih dem Abftand der Mittelpunfte FFT nebft dem Heinern 
Halbmefier TF; alfo müßten fi die Kreife von innen berühren, und es 
würde nur eine Tangente ftattfinden. 

Käge der Punft T innerhalb (Fig. 134), fo wäre der größere Halb- 
mefler 2a größer als die Entfernung der Mittelpunkte FT nebft dem andern 
Halbmeſſer TF; einer der Kreife würde alfo ganz innerhalb des andern 
liegen, und ed wäre feine Tangente mehr möglich. 


Von den Durchmeſſern. 


335. Es wurde bereits bemerkt, daß bei den Linien der zweiten 
Orbnung der Durchmeſſer eine Gerade iſt, welche alle mit derfelben Rich⸗ 


"tung parallelen Sehnen halbirt. Auf diefe Definition läßt fi die Rech— 


nung leiht anwenden und daraus die Gleihung eines beliebigen Durch— 
meſſers ableiten. Zu diefem Zweck darf man nur die allgemeine Gleichung 
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einer Sehne nehmen, und darauf den geometrifähen Ort ihrer Mitte unter 
der Borausfegung fuchen, daß fie ſich parallel mit ſich felpft in der Göene 
der Curve binbemegt. 


- 88 feinun Ä r 
y=öd+B 


bie Gleichung einer beliebigen Sehne FG (Fig. 135). Verbindet man fie 
mit der der Ellipſe 

a?y? + b?x? — a?b?, 
fo ergeben ſich leicht die Coorbinaten der Punkte F und G, wo die Gerade 
bie Curve trifft. Durch die Elimination von y erhält man 

26a? (8? — b?) a? 

2 IL 
1 TIL 2292 X ı+ J 0 
in welcher Gleihung die Wurzeln gerade die Abfeiffen AH und AK ver 
Punkte F und G find. Es iſt leicht zu erſehen, daß die Abfeiffe AP des - 
Mittelpunftes I von FG gleih 4 (AH 4 AK) iſt; bezeichnet man aljo 
die Abfeiffe AP mit x, die der Punkte F und G mit x’ und 7’, fo 
erhält man 
" x’ Fr 


Nun ift bekannt, daß in der gemeinen Gleichung des zweiten Grades 
x? + px + q = 0, die Summe der beiden Wurzeln dem Coefficienten 
des zweiten Gliedes mit entgegengeſetztem Vorzeichen gleich iſt; es iſt alſo 


x — 


, _ 268a? 
= 238% 
alfo ift für die Abfeiffe AP 
Bat 
ion un b? _La2g8 


Sept man diefen Werth in die Gleichung der Sehne, fo findet man 
für die entſprechende Ordinate IP, 


2 
‚pm 

Dividirt man nun, um B zu eliminiren, diefe beiden Werthe durch 

einander, fo ift wirklich 
Y_< b? ._—b» 
x a’ ober y= a?s 
Diefe Gleichung enthält noch 5; folglich ftellt fie den geometriſchen 
Ort der Mittelpunfte aller Sehnen vor, für welche 5 conftant ift, d. h. 
aller mit derfelben Richtung parallelen Sehnen. Sie ift daher die Glei⸗ 
bung eines Durchmefiers, und da die durch fie vorgeftellte Gerade dur 


X. 
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Ken Anfangspunkt, der hier der Mittelpunkt der Curve iſt, geht, fo folgt 
daraus, daß alle Durchmeſſer der Ellipfe durch den Mittel⸗ 
punkt geben. - j 

Umgefehrt ift jede durch den Mittelpunft gezogene 
Gerade ein Durchmeſſer: denn läßt man 6 beliebig wachfen, fo 
nimmt in der Gleihung des Durchmefjerd der Coefficient von x felbft alle 
möglichen, pofitiven oder negativen Werthe an. 


336. Zwiſchen der Richtung eines Durchmeſſers und der durch 
denſelben halbirten Sehnen ſindet ein merkwürdiges Verhältniß ſtatt. Es 
ſei wieder 


y=ı+B 
die Gleichung einer beltebigen Sehne, und 

yÄdı | 
bie des entjprechenden Durchmefferd. Nun erhielt man fo eben 

b? | 

en 
hieraus ergibt fich zwifchen den Tangenten 5 und ö de fehr einfache Gleichung 
. pꝰ 
11] 68’ = — a?’ 


mittelft welcher immer eine Tangente aud der andern abgeleitet wegden kann. 


337. Aus diefer Gleihung ergeben ſich mehrere Folgerungen: 


1) Zieht man durch den Endpunkt des Durchmeſſers eine Tangente 
MT an vie Ellipſe (Fig. 135), und bezeichnet die trigonometriſche Tangente 
bes Winkels MTx mit a, fo findet (No. 325) zwiſchen « und 5’ folgende 
Steigung ftatt: 


% EN 


alfo ift «6 — 80’, woraus «—=6. Polglih find die Sehnen, 
welche ein Durchmeſſer Halbirt, mit der durch den End— 
punft dieſes Durchmeſſers gezogenen Tangente parallel. 


" 2 
2) Da das Product 66° conftant und gleih — iR, jo kann es 


nicht gleich — { werden, außer für den Kreiö, wo a— b; alfo find die 
wirflihen Coordinaten-Aren die einzigen Aren der Curve, da 
fein anderer Durchefler auf den Sehnen, die er halbirt, fenkrecht fteht. 


3) Zieht man einen zweiten Durchmeffer, deffen Gleihung y — x 
fei, jo find die von ihm halbirten Schnen mit dem erften parallel: denn 
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ftelt y ⸗ "x —- ß die allgemeine Gleichung biefer Sehnen vor, fo muß 
88 — _— fein; folglih 85° — 88”, woraus 6” = 8’. Haben 


daher zwei Durchmeffer die Gleichungen f 
y — ox, y = Öx, 


und findet bei venfelben die Gleihung [1] flatt, fo halbirt jeder die mit 
dem andern parallelen Sehnen. Wegen diefer Eigenſchaft heißen ſte con- 
jugirte (zufammengehörige, zugeordnete) Durdhmeffer. 


Von den Erganzungs-Schuen. 


338. Diejenigen Schnen, welde von einem Punkte 
der Ellipfe an die Endpunkte eined Durhmeffers gezogen 
werden, beißen Ergänzungs-Sehnen, wie GM nm G’M 
(Fig. 136). 

‚Bezeihänet man die Coordinaten des Punktes G mitx’, y’, fo find 
— x und — y’ die von G’; werben ferner die des Punktes M mit x, y, 
And die trigonometrifchen Tangenten der von den Ergänzungs-Sehnen mit 
ber Are BC gebildeten Winfel MHx und MLx mit y und 7 bezeichnet, fp - 
find die Werthe für y und „’ (Nro. 214) 


Y=Y,  y-IE#J. 





Try ı+ x 
Durch Multiplication von y mit y’ ergibt ſich 
’ Y-Y. 
7 = 2 _y%2 


* 


Da nun die beiden Punkte M und G auf der Ellipſe liegen, fo finden 
zwiſchen x und y, und zwifchen x’ und y’ bie zwei Gleichungen ftatt: 


b? b? 
"’=-7,@—r7). "=; (e—r”) 
a a | 
und indem man fie von einander abzieht, erhält man 
2 
y? — y? = _ (x? — x’2). 
folglich iſt 
| pe 
[1] *— 7ꝛ 


Dieſe Bedingung muß alſo immer erfüllt ſein, wenn zwei Sehnen 
Ergänzungs⸗Sehuen ſind. 
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Umgekehrt müſſen, wenn dieſer Bedingung genügt iſt, zwei Sehnen, 

welche durch die Endpunkte eines Durchmeſſers gehen, oder zwei Sehnen, 

welche von demſelben Punkt der Ellipſe ausgehen, jedesmal Erganzungs- 
Sehnen fein. 

Denn angenommen, fie gehen durh G und G’, und ihr Durchſchnitt 

N falle nicht auf die Ellipſe, fo ſei M der Punkt, wo G’N die Ellipſe 

trifft, und man ziehe MG. Da MG und MG’ Ergänzungs⸗Sehnen find, 


ſo iſt 1. 
‚tang MLx x tang MHx = — 33 


aber nach der Vorausſetzung tft 
| 2 
tang MLx X tang NKx = 5; 


alfo muß tang MHx = tang NKx fein ; folglich fallen NG und MG 
zufammen. 


Nehmen wir nun an, es fei 
| 2 
tang MLx x tang MHx = — 


ſo muß die Linie GAG’ eine gerade fein; denn wäre bieß nicht der Tal, 
und wärez.B. AO die Verlängerung von GA, fo ziehe man MO; dann ift 
j 2 


tang MLx X fang Mix = — En 


fomit erhält man wegen der Vorausſetzung wieder tang MHx=tang MIx, 
d. h. MO fallt mit MG, und AO mit AG zuſammen. 


339. Die Gleihung [1] iſt dadurch merkwürdig, daß ſie zeigt, 
daß das Product yy’ nicht nur conſtant bleibt, wenn man die Richtung 
der durch die Endpunkte eines Durchmeſſers gezogenen Ergänzungs- Sehnen 
ändert, fondern auch dann, wenn diefe Sehnen durch die Endpunkte eines 
neuen. Durchmeffers gehen. Daraus folgt: wenn zwei Ergänzungs— 
Sehnen BN und CN (Big. 137) durch die Endpunkte eines 
Durhmeffers, 3.8. der Are BC, geben, fo find die mit 
dieſen Sehnen Such die Enppuntte irgend eines andern 
Durhmeffers GG gezogenen Parallelen ebenfalls Er- 
gänzung8=- Sehnen dieſes Tegtern Durchmeffers, und dieſe 
neuen Sehnen GM und GM bilden genugfam verlängert, 
diefelben Winkel mit einander, wie bie erften. 


S3A0. Bür die Tangenten a und a’ ber durch die Tangente MT 
(Big. 138) und den Halben Durchmeſſer AM mit der Are BC gebildeten 
Winkel ergab fih Mro. 825) dasſelbe Proburt ‚ wie für 7; alfo ik 
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ac = y'. Daraus folgt: wenn « = y, fo iſt auch «= y, ober 
mit andern Worten: wenn man an ben Berührungspunft ven 
balben Durhmeffer AM, und durch den Endpunkt eineß 
beliebigen Durdhmeffers vie Sehne CN parallel. mi AM, 
bierauf die Ergänzungs⸗Sehne NB zieht, fo ift die 
Tangente MT mit diefer legtern Sehne parallel. 


Mittelft diefer Conftruction findet man die an einen gegebenen Punkt 
der Ellipfe zu ziebende Tangente, und dieſelbe Läßt fich leicht auf den Fall 
anwenden, wo die Tangente mit einer gegebenen Geraden HK parallel fein 
fol; denn man zieht dann BN parallel mit HK unp die 
Ergänzungs:Sehne CN, hierauf den Salbmeffer AM pa- 
rallel mit CN und endlich MT parallel mit BN: fo ift MT 
die geſuchte Tangente. 


3Al. Bür zwei confugirte Durchmeffer, deren Gleichungen 
y-ı, y-6r 


find, wurde (Nro. 337) auch zwiſchen 5 und 8’ diefelbe Gleichung gefunden, 
wie zwifchen > und yY. Daraus folgt noch, daß zwei mit Ergän- 
zungs⸗Sehnen parallele Durchmeſſer immer conjugirte 
find, und daß umgekehrt zwei conjugirte Durchmeſſer 
mit Ergänzungs-Sehnen immer parallel laufen. 

Darnach laſſen ſich zwei conjugirte Durchmeſſer, die einen gegebenen 
Winkel mit einander bilden, auf ſehr einfache Weiſe in einer Ellipſe con— 
firuiren, die ſchon befihrieben, oder deren Mittelpunft bekannt if. Dan 
zieht (Big. 139) einen beliebigen Durchmefler AB, auf welchem man einen 
Kreiöbogen ACB, der den gegebenen Winkel enthält, befchreibt, und zieht 
durch einen ber Bunte, wo diefer Bogen die Ellipſe ſchneidet, die Ergän⸗ 
zungd-Sehnen CA und CB: fo find diefe Sehnen mit den gefuchten Durch⸗ 
meſſern parallel, und indem man durch den Mittelpunkt mit venfelben die 
Parallelen EE’ und FF’ zieht, erhält man diefe Durchmefler. 

In dem an der Figur dargeftellten Fall trifft der den gegebenen Win 
fel enthaltende Bogen ACB die Ellipſe nur in einem Punkte C (die Puntte 
A und B felbft" ausgenommen); aber die Ergänzung ADB dieſes Bogens 
ſchneidet die Ellipfe in. einem meitern Punkte D, wodurch ſich eine zweite 
Löſung der Aufgabe ergibt. Zwar ift der Winkel ADB dem gegebenen 
Winkel nicht gleich, aber er ift offenbar dad Supplement dedfelben. Nun 


“bilden zwei mit den Sehnen AD und BD parallele Durchmefier vier Winkel 


mit einander, von denen zwei dem Winkel ADB, die zwei andern aber dem 
Supplements-Winfel gleich find; folglich genügen auch diefe neuen Durch⸗ 


meſſer der Aufgabe. 


Es ließe fich über diefe Conftruction noch Mehreres fagen, wir be⸗ 
Schränken uns inbefien auf die Bemerkung, daß die auf AB befchriebene 


Kreislinie Teine weitere conjugirte Durchmefler geben Tann; denn ber Kreis 
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und die Ellipſe Finnen nieht mehr als vier Punkte gemeinfchaftlich Haben, 
da ihre Gleichungen, die nach x und y vom zweiten Grade find, zufanımen 
nicht mehr als vier Auflöfungen zulaflen. | 


3412. Im jeder Ellipfe find die Winkel der Ergänzungs-Sehnen 
immer zwifchen gewiſſen Grenzen enthalten, und dasſelbe muß auch bei 
denen.der conjugirten Durchmefler der Kal fein. Um diefe Grenzen ein= 
facher zu beftimmen, wollen wir, was ja (No. 339) geftattet iſt, an⸗ 
nehmen, die Sehnen gehen durch die Endpunfte der Are BE (Fig. 140). 
Nun erhält man leicht 

















— _J __J 
tang MBx — y/ tang Ma=,., 
und fomit | 
3 ._JI 
ungen a ata_ 2 
f y Ereoa 
——— 


Da aber der Punkt M auf der Ellipſe liegt, fo iſt 
a?y? 4 b2x? — a2b?, 


woraus 
2 
La _ey 
„ bh? ’ 
alfo 
— ?2ab? 


tang CMB = @_)9y 

Iſt BC die große Axe, und liegt der Punkt M über diefer Are, fo ift 
ber vorftehende Werth negativ, was beweist, daß der Winkel CMB ftumpf 
iſt. Diefer Werth erreicht, vom Vorzeichen abgefehen, fein Minimum, 
wenn y= b; dann liegt der Punkt M im Endpunkt D der Kleinen Are, 
und die Grgänzungsfehnen find BD und CD. Der flumpfe Winfel CDB 
ift alfo der größte, und fein Supplement BDK der kleinſte Winkel, den 
zwei Ergänzung3-Sehnen machen können. Pür den Winkel CDB ala 
Marimum tft 





— ?ab 
tang CDB = 2a pe’ 


Auf beiden Seiten der Eleinen Are DE gibt e8 zwei PunfteM und N, 
für welche y denfelben Werth Hat; es gibt aljo auch zwei Punkte, an wel 
hen bie von den Ergänzungd-Sehnen gebildeten Winkel CMB und CNB 
einander gleich find. Da es überbieß nur zwei Pimfte gibt, für welche y 
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denfelben Werth hat, fo gibt es auch über BC nur zwei Syfteme von Er— 
gänzungs⸗Sehnen, die unter ſich einen gegebenen Winkel bilden. | 
Es gibt alfo zwei Syſteme conjugirter Durchmeſſer, die fih unter 
einem gegebenen Winkel fehneiden, und nie mehr. 
Diefe zwei Syſteme reduciren ſich in zwei Fällen auf ein einziges: 
1) wenn die Durchmeſſer mit den Sehnen BD und CD parallel ſind; 
2) wenn fte die Aren der Ellipſe ſelbſt find. 


Iſt endlich der gegebene Winkel größer als der flumpfe Winkel BDC, 
ober kleiner als der ſpitzige BDK, fo gibt ed gar Keine conjugirten Durch⸗ 
mefjer mehr. 





3A3. Da die Aren der Ellipſe nichts anderes find, als recht- 
winflige conjüigirte Durchmeſſer, fo befchreibt man bei ihrer Conſtruction, 
wenn ber Mittelpunkt befannt iſt, auf einem beliebigen Durchmeffer einen 
Kreis, zieht von einem der Durchfehnittöpunfte Sehnen an die Endpunfte 
des Durchmeſſers, und Durch den Mittelpunkt Parallelen mit diefen Sehnen: 
fo find diefe Parallelen die verlangten Uren. 

Schon die Symmetrie der Ellipfe in Beziehung auf ihre Aren recht⸗ 
fertigt diefe Conftruction. Denn aus diefer Symmetrie folgt, daß ein aus 
dem Mittelpunft A (Big. 141) mit einem beliebigen Halbmeffer AM be⸗ 
fehriebener Kreis die Curve In vier Punkten ſchneidet, welche je zwei für 
jede Are ſymmetriſch Tiegen, und daß die durch diefe Punkte gebildete Figur 
MNOQP ein Rechte ift, deflen Seiten mit den Axen parallel find; zieht 
man daher durch den Mittelpunkt mit den Seiten, Diefes Rechtecks die Pu- 
ralleien BC und DE, ſo find dieß die Aren der Ellipfe. | 


344. In den vorigen Eonftructionen wurde der Mittelpunft ver 
Ellipfe als befannt angenommen. Bei gegebener Curve ift diefer Punkt 
Yeicht zu finden; man darf nur zwei parallele Sehnen EF und GH (Fig. 142) 
und durch ihre Halbirungspunfte die Gerade PQ ziehen, fo liegt der Mit- 
telpunft A auf der. Mitte diefer Linie; denn PQ ift ein Durchmeffer, und 
jeder Durchmeſſer geht durch den Mittelpunft und wird von dieſem halbirt. 


Die Ellipfe auf ihre conjugirten Durchmeſſer bezogen ꝛc. 


3A5. Die bis jetzt angewandte Gleichung 
fe] ady? 4 b?x? — ab? 
drückt die Ellipſe in Beziehung auf ihren Mittelpunkt und ihre-Aren aus. 


Bericht man biefe Curve auf fehiefe Coordinaten, und behält ihre Gleichung 
dieſelbe Form bei, enthält fie nämlich blos die Quadrate der Variablen 


' 


. —ä—— — —— 5— — —— — 75 —7— — 
* 
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und einen conſtanten Theil, ſo find bie neuen Axen die conjugirten Durch⸗ 


meſſer; denn jeder Werth für eine der Coordinaten ergibt für Die andere 


zwei gleiche Werthe mit entgegengeſetzten Vorzeichen. 

Dieſer Umſtand würde bei einer andern Form der Gleichung nicht 
ſtattfinden; man gelangt alſo won der Gleichung [e] zu der mit conjugirten 
Durchmeflern, indem man mittelft der Transformation der Coordinaten 
alle Axen-Spfteme fucht, für welche Die Gleichung der Ellipſe diefelbe Form, 


beibehält. 


Nehmen wir nun die Formeln (Nro. 190), mittelft welcher man von 
rehtwinfligen Aren auf ſchiefwinklige kommt, und laſſen darin die conftanten 
Glieder weg, ba der Anfangäpunft im Mittelpunkt der Ellipſe liegen muß, 


pi 


x—x Os at y cos, y—x sin «+ y’ sine’, 
Subftituiren wir diefe Werthe in [e], und fegen zur Abkürzung 
A = a? sin? « + b? cos? «, 
B = a? sin?« - b? cos? «, 
C=a?sin« sin« 4b? cos« cos «, 
fo ergibt ſich 
[1] Ay’? + BY’? -4 2Cı’y’ = a?b?. 
Damit diefe Gleihung x’ und y’ nurim Quadrat enthalte, müffen 
wir die unbeftimmten Werthe & und « benügen, um das Rechteck x’y’ 


. wegzufhaffen. Seen wir daher 


[?]  ° &@sinasn« -tb’cosacosd—=0, 
fo redueirt fi Die Gleichung [1] auf folgende: 
[3] Ay’? 4 By’? — a?B. 


3A6. Die Slipfe ift nun wirklich auf conjugirte Durchmeffer 
bezogen. Um die Länge verfelben FG und HK (Big. 143) zu fennen, 
feße man in diefer Gleichung nad, einander y=0, und x0. Be⸗ 
zeichnet man AF mit a’, und AH mit b’, fo iſt 


" —F a N SE 
 B  2ısin®®«-+b?cos?«’ 

a?b? a?b? 
5 N — —_— — —— — ˖ 
15] b A 7 2sin? «' + b? cos? a’ 


| —— 
Setzt man alſo für A und B ihre Werthe * Dar Gr fo verwan= 


delt fih die Gleichung [3] tn 


[e,] a?2y? + br? a 2p2. 
Analyt. Geometrie. 17 
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307. Wird die Gleichung [2] durch a?cos « cos a’ dividirt, 


ſo ergibt ſie 
2 


[6] tang « tang = — 3 


Nun iſt klar, daß, wenn man der Are Ax’ eine beliebige Lage gibt, 
oder mit andern Worten & beftimmt, fi fogleih ein reeller Werth 
für @’ angeben laßt; alfo hat jeder Durchmeſſer feinen con= 
jugirten. Da ferner bie vorige Gleichung diefelbe tft, wie die, welche 
die Richtungen zweier Ergänzungs⸗Sehnen unter fich verbindet (Nro. 338), 
fo muß, wenn die eine diefer Sehnen mit dem erften Durchmeſſer parallel 
ift, die andere Sehne mit dem zmeiten Durchmeffer auch parallel fein. Man 
Tann daher überhaupt fagen, Daß zwei conjugirte-Durdhmeffer 
mit zwei Ergänzungd- Sehnen immer parallel find, und 
daß umgekehrt zwei mit Ergänzungs- Sehnen parallele Dürd- 
mefjer immer auch conjugirte find. Diefe Eigenfhaften find 
ſchon aus Nro. 341 befannt. 0 


SAS. Seht man sin«—= 0 und cos «’ —= 0, wodurch x’ mit 
x, und y’ mit y zufammenfällt, fo wird der Gleichung [2] Genüge ge= 
leiftet; denn die Aren der Ellipfe find conjugirte Durchmeffer. Wir wiſſen 
ſogar, daß fie das einzige Syſtem rechtwinkliger conjugirter Durchmeſſer 
bilden, das die Ellipje (Nro. 337) enthält. Dieß läßt fich Teicht wieder 
darıhun; denn angenommen, fie enthalte noch andere, jo müßte für diefe 
Durchmeſſer « = 90 + « fein, und daher 


sind —=sin ((0’+a)= sin (0’—e)= cos @, 
cos «’ —= cos (90° + .e) = — cos (90° — 4) = — sin e. 
Würde man diefe Werthe in der Gleichung [2] fubflituiren, fo hätte man 
(a? — 9 sin« cos . — 0; 
und da man über die Größen a und b nicht. verfügen Tann, fo laßt fich dieſer 


Gleichung nur genügen, indem man sin « — 0 oder cos a — O0 fegt, 
welche Vorausſetzungen gerade auf die urfprüngliden Asen zurücführen. 


Würde fi) die Ellipfe in einen. Kreid verwandeln, fo wäre a — b, 
und die legte Gleichung von felbft befriepigt, welches aud) der Werth von « 
fein würde. Alſo flehen im Kreife alle conjugirten Durchmeffer ſenkrecht 
auf einander, mährend in der Ellipfe nur die Axen dieſe Eigenfchaft haben. 


319. Für den Fall, daß die zufammengehörigen Durchmeſſer 
gleich fein folten, hätte mm, indem man a’? — b’? ſetzt, 


a sin?« + b? cos? « = a? sin? « + b? cos? «’. 
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Erfegt man cos? & durch 1—sin?z, und cos? «’ durch 1—sin?e, 


. fo verwandelt fich diefe Gleichung Teicht in 


(a? — b?) (sin? — sin? ) = 0, 
woraus folgt oo: > \ 
sin? « = sin? «, cos? « — cos? «, 
tang? «’ — tang? oa, tange’ —= + tang e. 
Nah der Gleichung [6] müflen aber tang« und tang a’ entgegen⸗ 
geſetzte Vorzeichen haben; man muß daher tang « — tang nehmen. 
Dann heißt vie Gleichung [6] > 


2 h? b 
tang” «a = FL woraus tanga—=— - 


Das obere Vorzeichen bezieht ſich auf einen der Durchmeſſer, das 
andere auf den ihm conjugirten. Zieht man nun die Sehnen BD und 
CD (ig. 144) dur die Endpunfte der Aren, ſo ift 


tang DCx — >, tang DBx = — , 


um daher gleiche. conjugirte Durchmeſſer zu erhalten, muß man fen mit 
dieſen Sehnen parallel ziehen. 


Bezieht man die Ellipſe auf dieſe beiden Durchmeffer, fo tft ihre 
Gleichung 
„+? a?, 


welche der des Kreiſes, wenn er auf zwei rechtwinklige Durchmeſſer bezogen 
wird, analog iſt. 


3350. Ueber die conjugirten Durchmeſſer der Ellipſe find hier zwei 
wichtige Lehrſätze anzuführen : 


Lehrfag 1. In der Ellipfe ift das aus zwei conjus 
girten Durhmeffern gebildete Rechteck fo groß, ald das 
Rechteck aus den AUren. _ 


Multiplicirt man die Werthe für a’? und b’? (Nro. 346) mit ein- 

ander, fo ifl 

BZ, 77 VER. x SEE 
atsin?«sin?o’ +b*eos’xcos’e’+a*b *(sin?«’cos’«+cos*a’sin?«) 


Zwiſchen & und a’ hat man aber die Gleihung [2], und wenn man 


| ihre beiden Glieder ind Quadrat erhebt, fo ergibt fie 


asin?« sin?a’ + b*cos?« cos?« — — 20°b°sine sine’ cos« cose’; 
17* 
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alfo erhält man für das Product a’?b’? 


4 * 
a’?b’? — ab 
— — 2a?b?sinasina’cosacosa’ 
ab? a?b? 


— (ind cos« — sina cos «) sin?’ (d — a)’ 
und hieraus folgt 
'a’b’ sin (@’ — «) — ab 


. Nun wird aber der Winkel «’ — « von den confugirten Durch⸗ 
mefiern FG und HK (Big. 145) gebildet; alfo ift in dem-Parallelogramm 
AFLH die Höhe LI = b’ sin (« — e), und fein Flächeninhalt ift glei 

a’b’ sin (® — «). Somit ift diefer Flächeninhalt conftant und gleich 
dem Rechteck ab der halben Aren, was zu beweifen war. 


Lehrſatz II. In der Ellipfe if die Summe der Qua- 
drate der beiden conjugirten Durdhmeffer conflant und 
gleih der Summe der Duadrate der beiden Aren. 


Nehmen wir noch einmal die Gleichungen [2], [4], [5], 


[2] a? sine sine 4 b?cos« cosa’ —= 0, 
[4] a’? — — — 

a? sin? « 4 b? cos? «’ 
[5] b? = eb“ 


a? sin? «’-+ b? cos? «’’ 
und eliminiren daraus die Winkel x und a’, fo verfällt man auf die Glei⸗ 
hung a? + b"? — a? + b?, woburd der Lehrfag bemiefen ift. 


Um diefe Elimination auszuführen, zieht man zuerft aus Glei⸗ 
bung [4] in Verbindung mit sin? «+ cos?« = 1, die Werthe für 
sin? & und cos? «, nämlid) 

b? (a? — a’?) a? (a? — 5b?) 
2. MT) u. 02 /, 

sin’a = 7; ap a 7 a?) 

"Da die Gleichung [5] aus [4] abgeleitet wird, indem man a’ in b’ 
und « in a’ verwandelt, fo leitet man sin? «’ und cos? « aus den 
vorigen Werthen ab, indem man darin a’ in b’ verwandelt. So erhält man 


h2 (a? — b'?) a? (b’? — pP?) 
2— at — 22. 
sın — pa? —_ 9% cos‘ m @— b?) 


Nehmen wir nun die Gleichung [2], fehaffen Das zweite Glied auf die 
rechte Seite, und erheben fie ind Duabrat, fo ergibt fich 


a* sin? & sin? «’ — b* cos? x cos? «. 
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Segen wir für die trigonometriſchen Linien ihre Werthe, fo ergibt ih 
nach einander mittelft leicht bemerfbarer Neductipnen 
”— a?) (a°—b’?) = (a? —b?) (b’?—b?), 
— gta? — 9?b’? — — a’?b? — p’2p? + b#, 
at — b* — a’? (a? —b?) + b’? (a? —b?), 
a? 4 b? — g’? + p’?2, 
welches Mefultat dem vorftehenden Lehrfage entfpricht. 


351. Die drei Gleichungen [2], [4], [5] reichen zur Beftmmung 
der ſechs Größen a,b, a’, b’, «,.«’ hin, wenn drei davon gegeben find; 
fle Eönnen daher zur Auflöfung aller Aufgaben über die conjugirten Durch⸗ 
mefjer dienen. 
Es ift jedoch oft bequemer, anftatt diefer Gleichungen die folgenden, 
welche aus ihnen abgeleitet ſind, zu gebrauchen: 
h? 
tang « tang «' = — RT 


ab’ sin(«@ —e)= ab, 
| a? + b’? — a? + b?. 


352. Nehmen wir noch einmal die Gleichung [e], und laſſen der 
Einfachheit wegen bei x’ und y’ die Accente weg, fo tft 


[e] - aſ2y2 + br? — a’?p’?. 


Da diefe Gleichung durchaus von derfelben Form ift, mie die auf die 
Axen bezogene, fo find auch alle von der Neigung der Ordinaten unabhän- 
gigen Eigenfchaften für die Aren der Ellipfe und für ihre conjugirten Durch⸗ 
mefler gemeinfhaftlih. Dan kann n daher folgende Sätze als bewieſen 
betrachten: 


1) Die Größe a’?y? + b’?x? — a’?b’ 3 iſt Null, oder poſitiv oder 
negativ, je nachdem ein Punkt auf der Ellipſe, oder außerhalb oder inner⸗ 
halb derſelben liegt (Nro. 302). 


2) Die Quadrate ber mit einem Durchmeſſer parallelen Orbinaten 
verhalten fich wie das Product aus ven Abfchnitten, die.fle auf dem con 
jugirten Durchmeſſer bilden (Nro. 301). 


3) Bezeichnet man das Sinus-⸗Verhältniß, das in der Gleichung 
y= ax — $ dem Coefficienten von x. glei ift, mit a; fo erhält man 
(Nero. 319) als Werth von & für die Iangente, weldhe in dem Punft, 

defien Eoorbinaten x’ und y find, an die Ellipfe gezogen wird, 
. b’?x ı 


ae — — ary? 
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und als Gleichung der Tangente erhält man 
a?ꝰyy + b’?r'x = a’?b’?. 
Die Subtangente ift (Nr. 324) 
2 


a? — x 
PT — my 
und man hat immer zwifchen ven Werthen für « und a’, in Beziehung auf 
die Tangente und den an den Berührungspunft gezogenen Durchmeffer die 
merkwürdige Gleichung (Mro. 325) 
| pr? 
a = an | 
4) Iſt y= 6x + s die Gleichung einer beliebigen Sehne, und 
y= dx die eines Durchmeflerd, der alle parallelen Sehnen Halbirt, fo 
bat man die Gleihung (Nro. 336) 
| nr 


— 
9 — — an 


welche auch noch für zwei conjugirte Durchmeſſer, deren Gleichungen 
VJ — 6x und y= dx find (Nro. 337), fo wie auch für zwei Ergän⸗ 
zungs⸗Sehnen gilt, weldhe an die Endpunfte eines beliebigen Durchmefjers 
gezogen werben (Nro. 338). 


3353. Wil nan an die auf zwei conjugirte Durchmeſſer bezogene 
Ellipſe, deren Gleichung 
a’?y? + b’?x? — — a’?h’? 
iſt, Tangenten dur einen außerhalb liegenden Punkt N (Fig. 146), deſſen 


Coordinaten x’ und y“ find, ziehen, fo bat man (Nro. 327) zwiſchen 
den unbekannten Goorbinaten jedes Berührungspunftes bie beiden Gleichungen 


a’?y’? 4 h’?y’? — — a’?p’?, 
a’? y’y' + b/2y’' — a’2h'?, 


Die zmeite zeigt, daß die Gerade, melde der Gleichung 
a’?y’’y’ 4 b’?x’x — g'%p’? 
genügt, durch die Berührungspunfte geht: Um diefe Gerade zu conftruiren, 
mache man nach einander y= 0, x = 0, fo erhält man die Entfernun« 
gen des Anfangapunftes von den Punkten, wo fie die beiden Durchmefler 
ſchneidet, nämlich: 
2 ‚2 
AT = = AR — vr 
Betrachten wir nun eine der Entfernungen, 3. B. AT, fo ſehen wir, 
daß fle y“ nicht ‚enthält: zieht man daher die Gerade NL parallel mit Ay, 
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und aus einem beliebigen andern Punkte diefer Linie zwei Tangenten an 
die Ellipſe, fo ſchneidet die Secante, welche durch die Berührungspunfte 
geht, den Durchmeſſer Ax auch in demfelben Punkte T. Diefer Puntt 
ändert fi nur dann, wenn fi) x’’ ändert. 

Zieht man daher aus jedem Punkte einer gegebenen 
Geraden je zwei Tangenten an die Ellipfe, und verbindet 
die beiden Berührungspunfte, fo treffen alle dadurch 
entftiebenden Secanten in demfelben Punkte auf dem 
Durchmeſſer zufammen, mit deffen conjugirtem bie ge— 
gebene Gerade parallel Tauft. 

Und umgefehrt, wenn man durch einen inder Ebene 
einer Ellipfe gegebenen Punft mehrere Secanten, und 
Durch die Punkte, wo jede Secante die Curve trifft, je 
zwei Tangenten zieht, fo tft der Ort der Durchſchnitts— 
punfte je zwei folder Tangenten eine Gerade, welche mit 
demjenigen Durchmeffer parallel lauft, deſſen conjugir= 
ter dur den gegebenen Punkt geht. 


35A. Die Vebereinflimmung der Gleichungen [e] und [e,] gewährt 
noch ein einfaches Mittel, um eine Ellipfe durch Punkte zu bejehreiben, wenn 
zwei conjugirte Durchmeffer 2a’, 2b’, und der von ihnen gebildete Winkel 
befannt if. Dan befchreibe 3. B. auf dem erften eine Ellipfe, deſſen Axen 
2a und 2b’ find; dann bringe man (Big. 147) die Orbinaten MP, M’P’, 

. ohne ihre Länge zu verändern, in eine dem gegebenen Winkel glein 
Neigung: fo gehören die dadurch gefundenen Punkte N, N, ... der 
Curve an. 


Quadratur der eliyſe. 


358. Beſchreibt man aus dem Mittelpunft. der Ellipſe mit der 
halben Are AB als Halbmeffer (Big. 148) einen Kreis, und bezeichnet AB 
mit a, die darauf ſenkrechte halbe Are AD mit b, und die im nämlichen 
PBunfte P errichteten Ordinaten NP und MP mit y und Y, fo ift nad 


(Nro. 303) = -. Nun fol bewieſen werden, daß der Flächeninhalt 


der Ellipſe und des Kreiſes in demſelben Verhältniſſe zu einander ſteben. 

| Man befchreibe ein beliebiges Vieleck CMM’B in den Kreis, fülle von 
jeden feiner Winfelfpigen Senfrechte auf die Are BE und verbinde die 
Punkte, wo die Senkrechten die Ellipfe fehneiden , fo entfteht dadurch das 
in diefe Curve befchriebene Viele CNN’B. Nun ift in diefem Vieleck ein 
beliebige8 Irapez PNN’P’ glei (PN - P'N) > PP’, und daß ent⸗ 
fprehende Trapez PMM’P’ im Kreife gleich 4 (PM + P'M') > PP’. 
Diefe beiden Trapeze verhalten ſich aljo zu einander wie 


PN -+ P’N’ : PM -# P’M’. 
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Da aber 
PN: PM=PNV:PM=b:a, 


fo iſt 
PN-+-PN:PM-+-PM=b:a. 


Da nun die entfpredhenden Trapeze in dem conflanten Verhältniſſe 
b : a fiehen, fo müſſen auf die Flächen der beiden Vielecke, wie groß auch 
ihre Seitenzahl fein mag, dasſelbe Verhältnig haben. Alſo muß dieſes 
Verhaͤltniß auch für ihre Grenzen ftattfinden; bezeichnet man daher ben 
Flaͤcheninhalt der Ellipſe und des Kreifed mit E und E‘, fo iſt 
E _b 
| E a J 
d. h. die Fläche der Ellipſe verhält ſich zur Fläche des auf einer der Aren 
beſchriebenen Kreiſes, wie die andere Axe zu der erſten. 


Bezeichnen wir das Verhältniß der Kreislinie zum Durchmeſſer mit, | 


fo iſt die Wreiflache za?, und fomit die der Ellipſe 
E = nab; . 


alfo iſt die Fläche der Ellipſe gleich der eines Kreiſes, 
deſſen Halbmeſſer die mittlere Proportionale zwiſchen 
den halben Axen der Ellipſe iſt. 


356. Sind’a’ und b’ zwei conjugirte Halbe Axen, die ven Win- 
fel y bilden, fo tft (nah Nro. 350) ab — a’b’ sin y; alfo ift die Fläche 
der Ellipſe in Function confugirter Durchmeſſer ausgedrückt 

E = na)’ sin y. 


357. Betrachtet man anflatt der ganzen Ellipfe nur ein Segment 
PPNN, das zwifchen zwei auf der Are BC ſenkrechten Ordinaten enthalten 
ift, und fhließt ebenfo wie bei der ganzen Ellipfe, fo findet man, wenn S 
dad Segment der Ellipfe, und S’ das entſprechende Segment des Kreiſes 
bezeichnet, 

SP woraus S = b Ss’, 
Ss’ a. a 

Die Quadratur des erften Segments läßt ſich fomit auf die des zweiten, 

die and der Geometrie befannt ift, zurüdführen. 


358. Angenommen, ed handle fih um ein Segment der Ellipfe, 
das zwiſchen einem beliebigen Durchmefjer BC (Fig. 149) und zwei mit 
feinem zugeorbneten Durchmeſſer parallelen Drbinaten PN -und P’N’ ent» 
halten it. Man befchreibe über BC als Durchmeffer einen Kreis, und in 
dad Segment das Stud NRR’N’ eines Vielecks; ziehe ferner die Ordineten 


En Ze 


—— EEE — 


in Se 


bezeichnet, 
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RS, R'S’.... parallet mit NP, und errichte auf BC die Senkrechten 
PM, SH ...., welche die Punkte M, H... am Kreiſe beftimmen. 
Verbinden wir nun diefe Punkte und vergleichen die fhiefen Trapeze mie 
PSRN mit den entfprechenden rechtwinkligen Trapezen: 

Fällt man SI ſenkrecht auf NP, fo ift die Fläche des ſchiefen Trapezes 
gleih 4 (PN + RS) X SI. Aber im rechtmwinfligen Dreieck SIP iſt 
SI= SPxX sin IPS, alfo ift diefe Fläche gleich 


3 (PN + RS) x SP x sin IPS. 
Die ride des rechtwinkligen Trapezes ift gleich 
M- B) SP; 
folglich iſt das Verhältniß der beiden Trapeze 
(EN + RS) sin IPS. 


"PM-{HS 
Nun a die SGleichung der auf zwei conjugirte Durchmeſſer bezogenen 
Ellipſe y’ = _ Rz) (a? — x2); die des Kreiſes, der auf den Durchmeffer 


BC und einen andern auf diefem fenkrechten Durchmeffer bezogen wird, iſt 
y2 — af? — x? alſo verhält fh PN:PM=RS:HS=b’: 4, 
und vaher, wenn man den Winkel IPS der conjugirten Durchmefler mit ? 


(PN — RS) sin IPS , _» 
PM-{HS zo 


Da nun die entfprechenden Trapeze in einem conftanten Berhältnig 
zu einander ftehen, fo muß das elliptifhe Segment mit dem des Kreiſes 
dasfelbe Verhältniß haben; es ift alte, wenn ſie mit S und S bezeichnet 
werden, 

’ / 
g= 2 sin y, woraus 8 — S’sin y. 

Um die ganze Enipſe zu erhalten, muß man S’ — na’? feßen, wo⸗ 

durch ſich S — na’b’ sin y, wie oben (Nro. 356) eroiht. Ä 
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Die Hyperbel in Beziehung auf ihre Aren. 


359. Durch die Verfegung des Urſprungs in den Mittelpunft er- 
gibt ih (Nro. 267) ein einziges Syſtem rechtwinkliger Goorbinaten, für 
welches die Gleichung der Hyperbel die Form annimmt 

[b] ”—mr?=p: 


Iſt p=0, fo gibt diefe Gleichung y=+tm, und fie ſtellt 
dann zwei Gerade vor. Laffen wir diefen Ball bei Seite, fo find noch bie 
beiden folgenden zu beiragten: 


[1] y° — m%x? — b? 
[2] 7 —- mꝰʒx ⸗ —b, 
je nachdem p pofltiv oder negativ iſt. Indeſſen laßt ſich bie erite Gleichung 


auf die zmeite zurüdführen; denn feßt man darin x für y und y für x, di⸗ 
vidirt alles durch m?, und verändert bie Vorzeichen, fo ergibt ſich 


R 1 y2 _ h?. 
y” m? — m? 


welche Gleichung der zweiten ganz Ähnlich iſt, und fi aus ihr ableiten 
? 

Tieße, wenn in dieſer n für m?, und me für b? gefegt würde. Mithin 

genügt zur Auffindung der Eigenſchaften der Hyperbel die Gleichung [2]. 


360. Die Korn diefer Gleichung meist fogleich darauf hin, daß 
der Urſprung im Mittelpunfte liegt, und daß bie Coordinaten- Iren au 
Aren der Hyperbel find; aber es ift Hier nicht, wie bei der Ellipfe der Tall, 
daß bie beiden Aren die Curve treffen. Denn 


y=0 tt, und So gibty —bV. 
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Alfo wird die Abfeiffen-Are (Big. 150) wieder in zwei Punkten B 
und C geſchnitten, für welche AB— AC= 2 if. Die Ordinaten⸗Axe 


trifft aber die Curve nicht, denn bei x—m0 adann man für y imaginäre 
Werthe. 


Es ſei F a, ſo iſt m — und durch Subſtitution dieſes 


Werthes ändert ſich die Gleichung [2] in 
[h] a?y? — b?r? — — a?b?. 


Die Are BC, welche gleih 2a ift, heißt gemöhnlich erſte Are 
oder reelle Are (au transverfe oder Zwerchaxe), und. obgleich die 
Ordinaten⸗Axe die Hyperbel nicht trifft, fo trägt man doch die Abflände 
AD und AE gleich b darauf an, und beißt gewöhnlich die Ränge DE oder 
2b die zweite Are; die Endpunkte ver erften Are find die Scheitel 
der Hpperbel. 

Um den Anfangspunft in den Scheitel B zu verfeßen, verändert man 
xinx — a, dann kann man der Gleichung der Hyperbel bie Form geben 


B1% }=h Qu+2. 


Iſt a=b, fo verwandeln fih die Gleichungen [h] und [h’] in 
2 — 12 - — 3, und y? — 2ax 1x2, 


und die Hyperbel heißt dann gleichſeitig; ſie iſt unter den gewöhnlichen 
Hyperbeln das, was bei den Ellipſen der Kreis iſt. 


— 361. Bei der Auflöſung der Gleichung [h] erhält man 
=H+ : Vi? a? 





Sp lange x <a, bleibt y imaginär; für = AB=aift y=0; 
wenn x von a bis 4 oO wächst, Hat y zwei reelle Werthe mit entgegen- 
gefegten Vorzeichen und wächst von O bis ind Unenblihe. Die pofitiven 
Werthe von x beflimmen daher einen Curvenaft wie RBS, der fi in der 
Richtung von Ax über und unter diefer Are ſymmetriſch bis ins Unendliche 
erftredt. Die negativen Werthe geben einen ganz ähnlichen Aſt R’CS’ 
auf der andern Seite der Are Ay; denn da x nur fein Vorzeichen ändert, 
fo bleiben die Werthe für y diefelben. Dabei fällt in die Augen, daß die 
beiden Aeſte, welche die Hyperbel bilden, der Orbinaten-Are ihre convere 
Seite zufehren;; fonft könnte man eine Gerade ziehen, welche diefe Curve 
zweiter Ordnung in mehr als zwei Buncten fhneiden würde, was uns 
möglich ift. 
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362. Es jei.MP eine beliebige Ordinate der Hyperbel, fo iſt im 
rechtwinkligen Dreieck AMP 


—— — — 
AM=VE+Y= Yr + n, 3 — a?) \Y® + 2 p2. 


Da die Abfeiffe x His ind Unendlihe machfen kann, fo Tann au) AM 
bis ind Unendliche zunehmen. In der Hyperbel ift aber a der Fleinfte Werth 
von x, dad Minimum von AM ift daher AB= a. Somit ift die 
halbe erſte Are die Lürzefte Linie, die man zwifchen ber 
Hyperbel und ihrem Mittelpunkte ziehen kann. 


363. Die Gleichung [h] gibt 
' 2 Ä b? ur 
?SsW-Na5a—-yatd; 
fry=MP iſt aber x — a=BP,x+ta=C(P, alio 
2 
MP2 =", > BP x CP. 


Für jede andere Ordinate MP würde man eine ähnliche Gleichung 
erhalten; alfo iſt j 
MP? BP Ch: 
Tu eh > 
d.b. die Quadrate der auf der erften Are der Hhperbel 
fenfredten Ordinaten verhalten fi wie die Producte 


-auß den Abftänden von den beiden Endpunften diefer 
Are zu den Fußpunkten der Ordinaten. 


S6A. Für jeden zur Hyperbel gehörigen Punkt muß 
Ä a?y? — br? + ab? = 0 
fein. Betrachtet man einen zwiſchen beiden Aeſten liegenden Punkt N, und 
zieht auf Ay die Senkrechte QN, deren Verlängerung die Hyperbel in M 


trifft, fo muß offenbar die Abfeiffe des Punktes N Eletner fein als die von 
M, während ihre Ordinate diefelbe tft; alfo muß die Größe 


a?y? — b?x? + a?b?, 
welche für den Punkt M Nu tft, für den Punkt N pofltio fein. Eine 


ähnliche Folgerung zeigt, daß fle für einen Punkt N’, der innerhalb eines 
der beiden Aeſte liegt, negativ fein muß. Sonach iſt immer 


a?y? — b’x? + a’b? — 0 auf der Hyperbel. 
a?ꝰy? — b2r? 4 a2b? > 0 außerhalb der Hyperbel. 
a?y? — b?x? 4- a?b? < O0 innerhalb der Hyperbel. 


. ———— — — 


* 
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365. Betrachtet man zuſammen die Gleichungen 
a a2y? 1 52x? — a®b?, a?y? — b?x? — a?b?, 
von denen die eine eine Ellipſe, die andere eine Hyperbel vorftellt, fo erftcht 
man, Daß man zum Mebergang von der erften zur zweiten 
nur b? in — b?, oder b in byV — 1 verwandeln darf. Diefe 
Bemerkung kann oft von Nutzen fein, um die Eigenfchaften der Hyperbeln, 
die einige Analogie mit denen der Ellipfe haben, leichter zu erkennen. 


Pon den Brennpunkten und Virectricen. 


366. Was über die Brennpunkte der ENipfe gefagt worden, läßt 
fih mit fehr wenigen Abänderungen auch auf die Hyperbel anwenden. 
Die Gleichung der Hyperbel heißt 
[b] a?y? — by? — — a%?; 
daher find die Brennpunkte diejenigen Punkte, deren 


Abftand von irgend einem Punkte der Eurve eine ratio— 


nale Bunction der Abſciſſe dieſes Punktes if. 


Es ſeien nun Y, Y' die Coorbinaten eines Brennpunftes, x, y bie 
eined Punktes der Hyperbel, und 5 die Entfernung biefer beiden Punkte, 
jo iſt u | 
=)’ +Y—yY) 

— x? — 2ır + 7? + y? — 2yy’ + y”. 


Da aber „= - Vveza, fo kann 5°, und um fo mehr 8 nicht 


rational in x ausgedrückt werben, wenn nicht 2y’y verſchwindet, weßhalb 
y — 0 gefegt werden muß. Setzt man nun für y? feinen Werth, fo 
verwandelt ſich 5? in 


| 62 — Str x? — 2rx + x? — b?, 
welcher Ausdruck ein volftändiges Quadrat fein muß. Nach dieſer Be⸗ 
dingung muß 
x? — (IE u x) (2 — b%) 
fein, woraus man nach gefchehener Nebuction erhält 
Y= + Va?- + b2, 


Nun hat fich bereits y’ — O ergeben; aljo hat die Hyperbel eben- 
falls zwei Brennpunkte, die auf ihrer erſten Are auf beiden Seiten des 


Mittelpunktes in einer Entfernung — V a? —- b? liegen. 
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Zur Conftruction derfelben errihte man (Fig. 151) im Endpunft 
ber erften Are eine Senkrechte BH gleich der Hälfte b der Zweiten Are, 
ziehe AH und beichreibe aus A ala Mittelpunkt mit dem Halbmeffer AH 
einen Kreis, der bie erfte Are in zwei Punkten F und F'ſchneidet; fo find 
dieſe Punki⸗ die Brennpunkte der Hyperbel. 

Der Abſtand FF’ heißt die Excentricität der Hyperbel. 


367. Um die Radien⸗-Vectoren FM und FM zu erhalten, 
fee man AF—= Va? b?— c, und fubflituire in dem Werth für’ 6? 
für x’ zuerft + c und dann — c: fo ergibt fih, da ce? — b? — af, 


2 e?x? 2 ar? ex? 2 
FM = ar 2a, FM — a r?ate, 





und hieraus ' | 
FM=+(Z — 4), FM=+(7 + a)- 


Die Radien-Bectoren müffen nothwendig pofitiv.fein. Nun ift, fo 
lange der Punkt M uf dem in der Hichtung der poſitiven x befindlichen Aft 


liegt, das Glied - x pofltiv und > a; alfo muß man bie obern Vor⸗ 


zeichen nehmen. Diefes Glied tft aber negativ und ſtets > a, wenn ber 
Punkt M auf dem andern Afte liegt, fomit muß man, damit FM und 
F'M yofitiv werden, die untern Vorzeichen nehmen. 


368. Werden dieſe Entfernungen von einander abgezogen, fo 
ergibt fih FM — FM — 2a für ven erften Afl, und FM—FM = 2a 
für den zweiten; bei der Hyperbel ift alfo die Differenz der 
Radien-Vectoren conftant und glei ver erften Are. 

Für einen außerhalb ver Hyperbel liegenden Punkt N (Fig. 152) ift 
FN—FN< 2a. Denn es fei M der, Durchſchnittspunkt von FN und 
der Curve, fo it FN<FM-HNM; zieht man einerfeitd FN, und 
anderfeitö die ihr gleiche NM +4 MF ab, fo bleibt 

FN—- FN<FM—MF; aber FM — MF = 2a, 
alſo 
FN—FN< 2a. 

Der Punkt N wurde bier rechts von der zweiten Are angenommen; 

wäre er linf3, fo würde FN — F’N fleiner ald 2a fein. 


Für einen Punkt N’ innerhalb eines der Aeſte muß 
Ä FN’ — FN’ > 2a 
fein; denn offenbar ift 
FN <FM-- MN, und FN =FM-- MN, 
alfo ergibt ſich durch Subtraction 
FN —FN’>FM— FM, over FN'— FN > 2a. 
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Je nachdem alfo ein Punkt auf der Hyperbel, oder außerhalb, ober 
innerhalb derſelben liegt, tft die Differenz der Radien-⸗Vectoren entweder‘ 
gleich der erflen Are, oder Eleiner, oder größer als biefelbe. 


369. Es iſt nun leicht, eine Hyperbel zu conftruiren, wenn bie 
erfte Are BC (&ig. 152) und die Brennpunkte F und F’ bekannt find. 
Aus dem Brennpunkt F befchreibe man mit einem beliebigen Halbmeffer 
BK einen Kreis, und aus dem Brennpunft F’ mit CB —+- BK einen andern 
Kreis: fo gehören die Durchſchnittspunkte dieſer Kreiſe zur Hyperbel; denn 
nach der Conſtruction iſt immer FM — FM = BC. 

Die Hyperbel läßt ſich auch in ſtetiger Vewegung beſchreiben. Zu 


dieſem Zweck befeſtige man im Brennpunkt F’ ein Lineal F'M, das ſich um 


dieſen Punkt drehen läßt; im Punkte M und im andern Brennpunkte F 
befeſtige man die Endpunkte eines Fadens MF, der fo lang iſt, daß 
FM — FM der erften Are CB gleich werden; dann fahre man mit einem 
Stift längs des ſich drehenden Lineals bin, fo daß ein Theil des Fadens 
fih an dasfelbe gefpannt anlegt, wodurch der Stift einen Theil der ver- 
langten vopethel beſchreibt. 


370. Nach dem im vorigen Kapitel befolgten Gang wollen wir ung 
nun die Aufgabe ftellen: eine Curve zu finden, bei weldher die 
Differenz der Entfernungen jedes ihrer Bunfte von zwei 
beftinnmten Bunften conſtant und einer gegebenen Linie 
2a gleich fei. 

Die zwei beftimmten Punfte ſeien F und F’ (Fig. 153); man ziehe 
durch dieſelben die Gerade x’x, und errichte in der Mitte von FF’ die Senk⸗ 
rechte yy’. Tiefe Linien ald Aren nehmend, bezeichne man die Coordi— 
naten AP und MP eines beliebigen Punktes der Curve mit x und y, und den 
Abftund FF’ mit ?c. Da nun die Differen; FM — FM glei 2a ift, 
fo fann man FM durch z — a und FM durch z — a vorftellen; dann 
ergibt fich aus den rechtwinkligen Dreieden FFMP und FMP 


2) 2 6- 9% 
G— )—6- 0% 


Zieht man dieſe beiden Gleichungen von einander ab, ſo iſt 


cx 
4a2 — Acx, woraus z = 7 


und indem man biefen Werth in eine ber. beiden Glefhungen feßt, ergibt fich 
a?y? — (ce? — a?) x? = — a? (ce? — a?). 


Nun fait in die Augen, wie zu erwarten ftand, daß die Curve eine 
Hyperbel ift, deren erfte Are 2a, und die zmeite Are VE 2 iſt. 
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371. Ohne in weitere Entwidlungen über die Brennpunkte einzu- 
gehen, möge hier bemerkt werben, daß wie bei der Ellipfe die Brennpuntte 
der Hyperbel ſich auch fehr einfach durch die Eigenfchaft definiren laſſen, daß 
die Rechtecke FFC >< FB und: FB >< FC dem Quadrat b? gleich find. 


372%. Die Syperbel hat auch ihre zwei Directricen. Auf AF 
(%ig. 153) nehme man AH —= d und errichte die Senkrechte HL. Fällt 
man mm von einem bellebigen Puntie der Curve MR ſenkrecht uf HL und 
. zieht MF, fo if 

oa 
MF_ a _x— ac 


Mx—d  &x— cd’‘a’ 








Dieſes Verhältnig muß daher conftant und gleich dem von c: a fein, 
wenn der Punkt H fo gewählt wird, daß cd — a? iſt. Derfelbe Schluß 
ergibt fih, auf welchem Aft der Bunft M aud) liegen mag. Es ift alfo, 
wie bei der Ellipfe, die halbe Are AB bie mittlere Propor— 
tionale zwiſchen AF und AH. 


Iſt AH beflimmt, fo fann man auf AF’ die AH’ —= AH machen 
und die Senkrechte H’L’ errichten, wobei man fogleich einficht, daß ſich bie 
Abſtände MF’ und MR’ für jeden Punkt verhalten wie c : a. 


Nennt man daher die beiden Geraden HL und H’L’ Directricen: 
(Richtungslinien), fo kann man, wie bei der Elipfe fagen, daß die 
Abftände jedes Punktes der Hyperbel von einem der 
Brennpunkte und feiner nabftliegenden Directrice fi 
verhalten, wie die Entfernung der Brennpunkte zur 
erfien Are. 


Bon diefer Eigenfchaft können wir zur Auffuhung des geometriſchen 
Orts, mie er in der Aufgabe Nro. 316 definirt wurde, übergeben; und 
fest man in den Refultaten m > n, fo muß fich, mie wir gefehen, eine 
Hyperbel ergeben. Nimmt man an, F ſei der gegebene Punkt und HL vie 
gegebene Linie, theilt man ferner, wie in Nro. 316 die Entfernung FH 
fo, daß FBB:BH= m:n, und ſetzt m = FB, n = BH, und nimmt 
endlich BF und die in B errichtete Senkrechte BY als Coordinaten⸗Axen, 
ſo erhält man wieder die Gleichung 


n?y? + (n? — m?) x? — ?mm(n—+ m) x —=(. 


Hier iſt aber der Coefficient von x⸗ negativ, dam > n gegeben iſt, 
und man findet, daß die Abfeiffenlinie Bx’ von der Curve in einem Abſtand 


BC — 2mn 
m — n 


* 





geſchnitten wird. 








Von der Zypetbel. nn = 573 


Verſetzt man den Urſprung in die Mitte A von BC, fo verwandelt ſich 
die Gleichung der Hyperbel in 








win mm, 
22? — (m? — nr — — 
n?y? — (m n”)x rg 
die Werthe der halben Nren find - Ä 
r au a m" ; 
m — n m—n 


nun ergibt fich Teicht on 

2 | 2 

a/ 23 ı—_ _ Mm _ Mi — 92 
Va 12⸗ an As AF X AH = a}, 





woraus folgt, daß F ein Brennpunkt und HL eine ber Directricen ber 
Hyperbel ift. 


378, Dem Lefer wird es nun nicht ſchwer fallen, die in Nro. 317 
und 318 über die Brennpunfte der Ellipfe gemachten Bemerkungen auf die 
Hyperbel anzuwenden. 


Yon der Sangente und Normale. 


374. Iſt die Gleichung der Hyperbel 

[h] a?dy? — bꝰxꝰ = — a?b?, 

fo find die Rechnungen, um zur Gleichung der Tangente zu gelangen, die⸗ 
ſelben wie bei der Ellipſe, mit dem einzigen Unterſchied, daß für b? überall 
— b? zu fegen ift; deßwegen find auch, faft bis auf dieſe Abänderung, 
die Reſultate biefelben. Bezeichnet man daher die Coordinaten des Berüh⸗ 
rungspunktes mit x’, y’, und ‚die trigonometrifche Tangente-des Winkels, 
den die Tangente an der Eurve mit ber Abſciſſen⸗Are bildet, mit a, fo iſt 
(Nro. 319) 


b?x’ 

| *— a?y’ l 

und die Gleichung der Tangente iſt 
ft] ayy— brrx = — ab? 


375. Um a posteriori zu zeigen, daß außer dem Berührungs⸗ 
punkte alle Punkte der Tangente außerhalb der Hyperbel liegen, muß man nad 
Nro. 364 bemeifen, daß die Größe a?y? — b?x? + a?b? fir alle Buntte 
der Hyperbel pofttiv if. 


Nun erhält man aus der Gleichung der « Kangente für y ben Werth 
bꝰ (x —- ad), 

y= — — on 
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ſetzt man diefen Werth für y in den Ausprud a?yP — b?r?--a?b?, bringt 
alles unter benfelben Nenner, fest anflatt a?y’? feinen aus ber Steigung 
der Hyperbel fi ergebenden Werth b?xr’? — a°b?, und führt dann einige 
leicht bemerfbare Rechnungen aus, fo erhält man 


a LITT _ para ne 


_ (x’—a?)? + (a°°°—b?r?) (b?r’?— 2%?) 
a?y? 
_b*&— x)? 
Das zweite Glied ift nothwendig pofitiv ; es ift alfo auf der Tangente 
immer a?y?-—b?x?-+a?b?>0, woraus hervorgeht, dab alle Punkte der⸗ 
jeben außerhalb der Curve „ aegen; ; eine Ausnahme findet nur flatt für 


x=r, wofür ay? — b?r? + a?b? — 0 ift, und welcher Werth den 
Berührungspunft wieder gibt. 


376. Aendert man in der Formel 
b?r’ 
am sy 
die Vorzeichen von x’ und Y, fo bleibt der Werth von « berfelbe, und es 
folgt daraus, daß, wenn eine durch den Mittelpunkt der Hyperbel gehende 
Gerade diefe Eume i in zwei Punkten trifft, die an dieſe Punkte gezogenen 


Tangenten parallel find. Dasfelbe folgt auch aus ber Symmetrie ber 
Gurve in Beziehung auf ihre Aren. j 


377. Setzt man in derſelben Sormelxr a und y = 0, fo iſt 
«= X; alfo fteht die Tangente i im Scheitel B (Zig. 154) fenkrecht auf 
ber Are; basfelbe findet auch im Scheitel C ftatt. 

Nehmen wir an,- der ‚Berührungöpunft erhalte alle möglichen Lagen 
im Winfel yAx, fo wird die Abfeiffe x’ und auch y’ wachen; doch läßt 
fi) der Gang der Werthe von & nicht auf ben erften Anblick erkennen. Um 
denfelben Leicht zu finden, m man für x’ feinen aus ber Gleihung ber 


Eurve erhaltenen Werth > -Vy® LBs, y? 7 b?, fo ergibt fi 
y 
„En + b2 IV 14 . 
Nun iſt klar, wenn y’ von Null bis ins poſttiv Unendliche wächst, 
fo nimmt « vom Unendlichen bis auf > ab; alſo neigt fih bie Tangente 
MT immer mehr bis zu diefer Grenze. — 
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Um zu wiflen, was dann aus der Tangente MT wird, ſuchen wir, 
was mit der Entfernung AT geſchieht. Indem wir in der Gleihung [t] 
y=0 ſetzen, ergibt fi 


a? 
AT = _. 
x 
Dieſer Werth nimmt aber ab und nähert ſich Null in dem Maße als 
x’ zunimmt; dabei hat er dasſelbe Vorzeichen wie x’: je mehr ſich alſo der 
Berührungspuntt auf der Hyperbel entfernt, deſto mehr nähert ſich der 
Punkt T dem Mittelpunkt, ohne je auf die andere Seite zu rüden, und er 
fallt mit demfelben erft dann zufammen, wenn man fi den Berührungs- 
punft ins Unendliche hinausgerückt denkt. 
Um an diefer Grenze die Tangente zu conſtruiren, darf man nur aus 
den beiden Aren 2a und 2b das Rechteck HKH’K’ bilden, und die Diago- 
nale HH’ gehörig verlängert ziehen; es N dann nothwendig 


tang HAB = 


Da die Hyperbel in Beziehung auf jede ihrer Aren ſymmetriſch ift, fo ift 
diefe Diagonale auch die Grenze der Tangenten, die man im Scheitelmwinfel 
y’Ax’ an die Eurve ziehen kann. Ebenſo dient die andere Diagonale KK’ 
den Tangenten der beiden andern Theile der Hyperbel als Grenze; und die 
Gleichungen diefer zwei Geraben find 
b 
y=3,% 

In der gleichfeitigen Hyperbel ift b = a; alfa halbiren dann dieſe 

Geraden die Axen⸗Winkel und ſtehen ſenkrecht auf einander. 


378. Zieht man AT von AP oder x’ ab, fo erhält man bie 
Subtangente 
a __ 9% 
PT — _——: 


v 


Es iſt Hier zu beachten, daß die Werthe von AT und PT von ver 
zmeiten Are 2b unabhängig find, und daher für alle auf derſelben großen 
Axe beſchriebenen Hyperbeln fich gleich bleiben müſſen. 


379. Zieht man durch den Mittelpunkt und den Berührungspunkt 
die Gerade AM (Big. 155), fo tft ihre Gleichung von der Form y= a’x, 
und vermöge der Bedingung, daß fie durch den Berührungspunkt gehe, tft 
Yy=«r, woraud 


5 


! 


a = 


8* 


18* 
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Weiter oben (Nro. 374) erhielt man 





br 
a — a?y 
Multiplicirt man diefe Werthe mit einander, fo ift 
b? 
ad — BE 


aljo ift für die Hyperbel, wie bei der Ellipfe, das Product der Tangenten 
& und a’ conftant. 


380. Für die Tangente AMT findet fi | 


a?b? 

tang AMT = @Li9Yy 

In den Endpunften ver erften Are ift y’ Null und dann tang AMT 
unendlich; alſo fleht die Tangente in diefen Punkten ſenkrecht auf ver Ge- 
raden, welche ven Mittelpunft mit dem Berührungspunft verbindet. Dieß 
tft nur in diefen Punkten der Fall; denn für alle andern Punkte ift weder 
y noch x’ Null, alfo auch tang AMT nicht unendlich. 

Entfernt fich der Punkt M im Winfel yAx auf der Cure, fo nehmen 
x und y’ pofitiv zu, und können fogar jede Grenze überfehreiten; alfo 
nimmt tang AMT pyofitiv bis Null ab, und ver Winfel AMT bleibt immer 
ſpitzig und nimmt ebenfald bis Nul ab: d. h. im Unendlichen fallt die 
Tangente MT mit ver Geraden AM, die vom Mittelpunft an den Berüh⸗ 
rungspunft gebt, zufamınen. 


381. Nachdem für die Tangente an die Huperbel in dem Punft, 
defien Goordinaten x’ und y’ find, Nro. 374 die Gleichung 
[t] a?y'y — b’r’x = — a’? 
gefunden wurde, laßt fih nun leicht die einer Tangente finden, welche 
durch einen außerhalb liegenden Punkt geht. Die Coorbinaten dieſes 
Punktes feien x” und y’”’, fo müffen fie der Gleichung [t] genügen, alfo ift 
a2y’’y’ —_ yo — a?b?; 
und da der Berührungspunft auf der Hyperbel liegt, fo ift au 
ady'? — by’? — —_ a9?:. 
welche zwei Gleichungen die Unbekannten x’ und y’ beflimmen. 


Die Werthe diefer Coordinaten enthalten einen Wurzelmertb mit der 
Größe a?y“? — b?x’’? + a®b?, woraus, wie bei der Ellipfe folgt, daß 
man durch einen außerhalb liegenden Punkt zwei Tangenten an die Hyperbel 
ziehen kann, daß diefe Tangenten fich auf eine einzige rebuciren, wenn der 
gegebene Punft auf ver Curve liegt, und daß endlich Feine Tangente mehr 
möglich tft, wenn biefer Punkt innerhalb berfelben Liegt. 
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382. Die Normale im Punkte M (Fig. 155), deſſen Coordinaten 
x und y’ find, ift nichts anderes, ald die auf der Tangente in dieſem 
Punkt errichtete Senkrechte; ihre Gleichung muß daher folgende ſein: 


a?y ' 


[n] | yo, x — x). 


Um den Abftand AS zu erhalten, wo diefe Normale die Abfeifjen- Are 
fehneidet, made man y = 0, fo findet ſich 


2 Ln 
As — * Tex 





Diefer Ausdruck nimmt zugleich mit x’ ab; nähert fich alfo ver Punkt 
M dem Scheitel B, fo nähert ſich S dem Mittelpunft A, und er rüdt nie 
auf die andere Seite, meil AS mit x’ gleiches Vorzeichen hat; gibt man x’ 
feinen Fleinften Wertb x’ — a, fo erreicht auch AS fein Minimum, 
und hieraus folgt, daß ber Fußpunkt der Normale nie einen gewiſſen Punkt 


N überſchreitet, für welchen AN = a + “ 





883. Inder Hyperbel find die Winkel, welde die 
Radien-Vectoren mit der Tangente im Berührungspunfte 
bilden, einander gleich. 
So find in Fig. 156 die Winkel FMT und F'MT einander gleich. 
Da der Beweis derfelbe ift, wie bei der Ellipfe, fo bleibe die Führung des⸗ 
ſelben dem Leſer überlaffen. 


SSH. Wil man mittelft dieſer Eigenſchaft durch einen auf der 
Hyperbel liegenden Punkt M (Big. 157) eine Tangente an dieſe Curve 
ziehen, fo ziehe man die Nadien-Vectoren FM, FM, made auf einem 
derfelben MK = FM, ziehe KF, und fälle MO ſenkrecht auf KF, fo ift 
MO die Tangente. ‚Denn nad) der Conſtruction ift das Dreied MKF gleich⸗ 
ſchenklig und die Senkrechte MO halbirt den Winkel F' MP. 

Man kann ſich übrigens überzeugen, daß alle Punkte dieſer Linie, M 
ausgenommen, wirklich außerhalb der Hyperbel liegen; denn für jeden an⸗ 
bern Bunft, z. B. R, ift RF— RK<FK; aber 
= RK=RF und FK = 2a, 
alfo | ' 

Ä RF — RF< 2a, 
und fomit liegt der Punkt R außerhalb der Syperbel (Neo. 368). 

385. Bemerkung. Da der Punkt O in der Mitte von FK 


und der Mittelpunft A in der Mitte von F’F liegt, fo ift AO parallel FK 
und glei ZFK; nun ift FK= 2a, alo AD =a. 
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Fällt man daher von den Brennpunften ber Hyper— 
bei Senkrechte auf die Tangenten an dieſer Curve, fo iſt 
der Abſtand der Fußpunkte diefer Senkrechten vom Mit— 
telpunft conftant und glei der halben erften Are: fomif 
haben diefe Punkte die auf diefer Are als Durchmeſſer 
befhriebene Kreidlinie zum geometrifhen Drt. 


3S6. Nehmen wir jest an, man molle durch einen außerhalb der 
Hyperbel liegenden Punkt T (Big. 158) eine Tangente an biefelbe ziehen. 
Es fei TR vie gefuchte Tangente und M ver Berührungspunft; zieht man 
die Radien⸗Vectoren FM und FM, jest FK = 2a, und zieht KF, fo 
muß bie Tangente TM auf der Mitte von KF ſenkrecht ftehen, alfo ift 
TK = TF; fomit' ift der Punkt K der Durchſchnittspunkt zweier Kreife, 
von denen ber eine aus dem Brennpunkt F’ mit 2a als Halbmefier, der 
andere von T aus mit TF als Halbmeſſer befhrieben wird. Iſt der Punkt 
K gefunden, fo ziehe man F’K und KF, fülle dann TR fenfreht auf KF: 
fo it TR die Tangente an. die Hyperbel, und der Punkt M, wo fie von 
ber verlängerten FK getroffen wird, ift der Berührungspunft. 

Denn nad der Conftruction ift MK = MF, alfo 


FM—MF=FK= 2; 


folglich Tiegt M auf der Hyperbel. Berner ift Winfel KMT = FMT, 
alfo TR eine Tangente. | 


387. Liegt der Punkt T außerhalb der Hyperbel, fo ſchneiden fi 
die aus den Mittelpunften T und F’ beichriebenen Kreife in zwei Bunften; 
und es läßt ſich bemeifen, daß bie Bedingungen für den Durchſchnitt der 
Kreife dann erfüllt find. 


Denn zieht man F’T, fo ift (Nro. 368) FT — TF< 2a, alfo 
FT<TF- 2a; fomit ift 1) die Entfernung der Mittelpunfte Kleiner, 
ald die Summe: der Halbmeffer der Kreife. Im Dreieck F'TF ift ferner 
FF<FT-H-TF, un um fo mehr 2a< FT + TF; da endlich der 
Punkt T ſtillſchweigend dem Brennpunkt F näher ala pr angenommen 
wurde, if FT<FT, und um ſo mehr FT <FT-+ 2a; alfo if 
2) jeber Halbmeffer Eleiner als die Entfernung der Mittelpunfte nebft dem 
andern Halbmefler. 

Die Kreife ſchneiden fich fomit in zwei Punkten, und ed ergeben fid 
zwei Tangenten an die Öyperbel. Der Beweis läßt fich leicht auch für den 
Val abanvdern, wo T dem Punkt F’ näher als F ift. 

Liegt der gegebene Punkt T auf der Hyperbel (Big. 159), fo ift die 
Entfernung F’T der Mittelpunfte glei der Summe der Halbmeffer ; die 
Kreife berühren fi von außen, und es findet nur eine Tangente ftatt. 

Liegt der Punkt T innerhalb ver Curve (Fig. 160), fo ift die Differenz 
FT — FT größer als die große Are 2a (Nro. 368), und die Entfernung 





aa 
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FT der Mittelpuntte iſt daher größer als die Summe der beiden Halb- 
mefſſer; die Kreife haben alſo feinen gemeinfchaftlißen Punkt mehr, und es 


laͤßt ſich fomit durch den Punkt T Feine Tangente mehr an die Hyperbel ziehen. 


Yon den Durchmeſſern. 


388. Es ſei die Gleichung 

1 * 
die einer beliebigen Geraden, welche die Hyperbel in Fund G (Big. 161) 
ſchneidet. Verbindet man fie mit der der Hyperbel | 
hj a?y2 — b?x? — — a?b?, 
fo finden fi die Coordinaten ver Punfte F und G. Dura Elimination 
von y ergibt ſich 
[2] (828? — b?) x? + 258a?x + (B? + 9) ® = 0, 


ober 2 3 2 | 
| _ _208a? +59) a 
ten ler Sail 

in welcher Gleichung bie — gerade die Abſciſſen AH und AK der 
Punkte F und G find. Die halbe Summe diefer Abfeiffen iſt alfo glei 
dem halben Goefficienten des zweiten Gliedes mit dem entgegengelegten 
Vorzeichen; diefe halbe Summe ift aber die Abfeiffe der Mitte I von ber 
Sehne FG; wird daher dieſe Abſciſſe mit x bezeichnet, pit 


— _0ßa” 
Rp 
Sept m man biefen Werth in [1], fo iſt für die Ordinate IP 
— 8b? 
Aug 


Nehmen wir an, 8 behalte venfelben Werth bei und 8 erhalte alle 
möglichen Werthe, fo muß ſich FG parallel mit ſich ſelbſt fort bewegen, 
und die vorigen Formeln ergeben immer die Coordinaten aus der Mitte diefer 
Sehnen; dividirt man alfo, um 6 zu eliminiren, y durch x, fo ergibt ſich 


_P sy 
I ey 


als Gleihung eined Durchmeſſers. Man flieht Hier, daß, wie bei ber 
Ellipſe, alle-Durhmeffer der Hyperbel durch den Mittel- 
punkt gehen; und da der Goefficient von x alle möglichen Werthe an⸗ 
nehmen Tann, indem man 6 von 4 @ bi — oo abnehmen läßt, fo 
folgt noh, daß alle dur den Mittelpunft gezogenen Ge- 
raden als Durchmeſſer betrachtet werben fönnen. 
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Diefe Folgerung erleidet jedoch zwei Ausnahmen, welche flattfinden, 
wenn mn 5 —= + 2 annimmt. Dann verwandelt fich obige Gleichung in 


b 
y=t+,% | 

woraus fih die fhon (Nro. 377) bemerften Geraden ald Grenzen der 
Tangenten ergeben. Diefe können aber Feine Durchmeſſer fein; denn da 
die betreffenden Werthe von ô die Gleihung [2] auf den erfien Grab brin- 
gen, fo treffen die durch die Gleichung [1] gegebenen Parallelen die Hyper: 
bei nur in einem einzigen Punkt, und e8 gibt daher Feinen entſprechenden 
Durchmeſſer. 


389. Als Gleichung des Durchmeſſers kann man ſetzen 


y G6x. 
Dann muß aber zwiſchen den Tangenten 8 und 5’ die Gleichung 
h? 
— — 
F a?s 
ftattfinden, oder maß dasſelbe ift 
. 2 
6 — 


390. Diefe Gleihung hätte fih aus ber entſprechenden bei der 
Ellipſe (Nro. 336) ableiten laſſen, indem man — b? in b? verwandelt 
hätte, wodurch ſich dann ähnliche Kolgerungen ergeben. 


1) Bezeichnet man die trigonometrifche Tangente des Winkels, den 
die im Endpunft des Durchmefferd gezogene Tangente mit der Abfeiffen-Are 
bildet, mit «, fo findet zwiſchen & und 8’ folgende Gleichung (Mro. 379) 


ftatt: 
2 
Pa 
alfo ift «d’—=88', woraus a6: fomit find die Sehnen, welde 
ein Durhmeffer balbirt, mit der im Endpunft dieſes 
Durchmeſſers gezogenen Tangente parallel. 


| b? . _. 
2) Da das Product 66°’ conftant und gleich 7 iſt, ſo kann es nicht 


gleich — 1 werden; alſo find die wirklichen Coordinaten-Aren die ein— 
zigen Aren ver Hyperbel, da Fein anderer Durchmeffer auf den von 
ihin halbirten Sehnen ſenkrecht ſteht. 


c 


AR EEE u. ME 
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M 2 
3) Die Gleichung 56’ — n, zeigt, menn der durch die Gleichung 


y= ‘x ausgedrückte Durämeffer die Sehnen halbirt, welche mit dem 
Durchmeffer, deffen Gleichung y — 6x ift, parallel laufen, daß au 
umgefehrt der zweite die mit dem erften Durchmeffer parallelen Sehnen 
halbirt. Damit alfo zwei Durhmeffer confugirtefeien, muß 


h? 
66’ — a? 
fein. 


391. Bon zwei conjugirten Durchmeſſern trifft nur einer die 
Hyperbel; denn angenommen, y — 6x ſei die Gleichung: eined Durch⸗ 
meſſers, und man fuche feine Durchſchnittspunkte mit der Curve, fo ergibt 
ſich für die Abſciſſen diefer Bunte 


a2b?: 9» 
N 


Diefe Werthe von x find reell,, wenn man 6 < £ poſitiv oder negas 


tiv nimmt; feßt man aber 6 > 7 ſo werden ſie imaginär. Im erſten 
Falle wi der Durchmefler die Hyperbel, im zmeiten micht. Iſt nun 
0 <> 7 fo muß, wie man aus der Gleichung 66 — = erſieht, o >: _ 


fein ; aſo haben alle Durchmeſſer, welche die Hyperbel fipneiben, ihre con⸗ 
jugirten, welche fle nicht treffen. 


Gonftruirt man nun (Fig. 162) auf den Axen der Curve das Mechted 
HKH’K', fo bilden alle burd) bie Winkel HAK und H’AK’ gezogenen Durd- 
meffer mit der Are BC einen Winkel, deſſen Tangente, vom Vorzeichen 


abgefehen, < jr Din; während bie durch die Winfel HAK’ und HAK ge- 


zogenen Durchmeffer mit BC einen Winkel bilden , deſſen Tangente >- 
iſt: folglich wird die Eurve von den erflen getroffen, von den zweiten nicht. 


392. Indem befondern Balle, wo 6 = :, iſt auch 6 —=- 
dann fallen die beiden conjugirten Durchmeffer mit der Diagonale HH’ zu- 


b 
fammen. Gbenfo wenn 0 = — at taub‘ = — — und die beiden 
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Durchmeſſer fallen dann mit der andern Diagonale KK’ zufammen. Im 
beiden Fällen wirb die Hyperbel erft in unendliher Weite von ben Durch⸗ 
mefjern getroffen. 


Bon den Ergänzungs-Schuen. 


393. Wenn ein Durchmeſſer die Hyperbel trifft, fo heißen die⸗ 
jenigen Sehnen, welde vonden Endpunkten dieſes Durd- 
mefjerd an einen beliebigen Punft ber Curve gezogen 
werden, Ergänzungd- Sehnen. 

Wiederhoit man hier alle bei der Ellipſe gemachten Rechnungen und 
Folgerungen, fo erhält man, wenn GM und G’M (Fig. 163) Ergänzungs- 
Sehnen find, und die Tangenten der Winkel MHx und MLx mit y und / 
bezeichnet werben, 


b? 
=: 


und umgefehrt müffen jedesmal, wenn. diefe Gleichung für zwei Sehnen, 
welche durch die Endpunkte eines Durchmefjerd gehen, ober für zwei Sehnen, 
welche durch denſelben Punkt der Hyperbel gezogen werben, flattfindet, 
biefelben Ergänzungd-Sehnen fein. 

Bei der gleichfeitigen Hyperbel, mo b=a, hat man einfah y —1: 
was bemeidt, daß die von den Erganzungd-Sehnen mit der erften Are . 
gebildeten Winfel Eomplemente zu einander find. 


394. Die vorige Gleichung ergibt ähnliche Folgerungen, wie die 
aus der ihr analogen bei der Ellipfe abgeleiteten. Wir begnügen ung, fie 


anzuführen : 


1) Wenn zwei Sehnen in Beziehung auf einen ge- 
wiffen Durhmeffer Ergänzungs-Sehnen find, fo find 
die durch die Endpunkte jedes andern Durhmeffers mit 
diefen Sehnen gezogenen Parallelen ebenfalls in Be- 
ziehbung auf diefen Durchmeſſer Ergänzungs- Sehnen, 
und dieſe neuen Sehnen bilden diefelben Winkel mit 
einander wie die erften. 


2) Es jei BC (Big. 164) ein belichiger Durchmeſſer, 
der die Hyperbel trifft, .und MT eine Tangente: zieht 
man mit vem halben Durdhmeffer AM die Sehne CN pa= 
rallel und die Ergänzungd=-SehneBN, fo tft die Tangente 
MT varallel mit der Sehne BN. 

Mittelſt dieſer Eigenſchaft kann man an die Hyperbel eine Tangente 
ziehen, die durch einen Punkt dieſer Curve geht, oder mit einer gegebenen 
Geraden HK parallel lauft; jedoch iſt im letztern Falle die Aufgabe nur dann 
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möglih, wenn bie gegebene HK fo beichaffen it, daß eine durch den 
Mittelpunkt mit ihr gezogene Parallele über ben m Grenzen der Tangenten 
(Nr. 377) ſteht. 


3) Zwei mit Ergänzungd=- Sehnen parallele Durch⸗ 
meſſer ſind immer conjugirte, und umgekehrt ſind zwei con⸗ 
jugirte Durchmeſſer mit ihren Ergänzungs-Sehnen immer 
parallel. 

Daraus ergibt ſich eine fehr einfache Gonflruction zur Auffindung 
zmeier conjugirter Durchmeffer, die gegebene Winkel mit einander bilden; 
fie ift in Big. 165 dargeſtellt. 

Es ift jedoch bier nicht, wie bei der Ellipfe, der Ball, daß die gege- 
denen Winfel zwifchen gewiffen Grenzen enthalten fein müffen; denn ber 
fpigige Winkel der Ergänzungs-Sehnen kann jeder Winkel vom rechten bis 
auf Null fein. Dieß fieht man deutlih, wenn man die Tangente des 
Winfeld CMB (Big. 166) fuht. Denn angenommen, BC fei die Are 
gleih 2a, ſo iſt 

2ab? 
(@® +?) y’ 
und es fällt in vie Augen, daß wenn y von Null bis ins Unendliche wächst, 
bie Tangente CMB vom Unendlichen bis auf Null abnimmt. 

Wie fth auf der Hyperbel zwei Punkte M und N uber der Are BC 
befinden , für welche y denfelben Werth Hat, fo gibt e8 auch zwei Syfteme 
conjugirter Durchmeffer, welche mit einander gegebene Winfel bilden, aber 
nicht mehr. 


4) Da die Axen der HGyperbel rechtwinklige conjugirte Durchmeſſer 
ſind, ſo kann man ſie, wie die der Ellipſe, mittelſt einer Conſtruction 
finden, die ſich ebenfalls von der Symmetrie der Hyperbel in Beziehung 
auf ihre Axen ableiten läßt. Siehe Fig. 167. 


5) Der Mittelpunft der Hyperbel wird endlich ebenfalls durch die⸗ 
felbe Gonftruction, wie bei der Ellipfe, gefunden (Sig. 168). 


tang CMB = 


Die Hyperbel in Bezichung auf ihre conjugirten Durchmeſſer. 


395. Aus der Gleichung der auf ihre Aren bezogenen Hyperbei 
[h] a?y? — b?x? — — a?b? 
läßt ſich die Gleichung für die confugirten Durchmeſſer ableiten, indem man 


bie Coordinaten⸗Syſteme aufſucht, für welche die Gleichung dieſer Curve 
die Veräanderlichen nur im Quadrat enthält. 


Dem gemäß ſubſtituire man in [h] die Werthe 
xı=rcsa+tycose, y=xYsn«e-+y sine, 
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und feße zur Abkürzung 

A = a? sin? «® — b? cos? «', 

B= a?sin’« — b? cos?«, 

C= a?sin«-sin«’ —b? cos« cos «', 
fo erhält man die umgeformte Gleichung 


1] Ay? + Bx’? 20— — a2b?; 
bamit ſie num die verlangte Forın habe, muß C — O fein, d. h. ed muß 
[2] a? sin« sin« —b?cos« cos « — 0 
fein, wodurch die Gleichung [1] auf folgende reducirt wird : 
[3] | Ay? + By? — — a?b?., | 
2n?2 2n ? 
en va ma — ab 
‚396. Für y 0 iſt x — B asind«—b?cos?«’ 
und für 
— a42b2 — a42p2 
ı_ 1 1 — — — —— 
0 iſt y = A a?sin?«’—b?cos?«’ 


Diefe Werthe haben verfehienene Vorzeichen; denn die Gleichung [2] gibt 
a? sin? « X a? sin? «’ — b? cos? & X b? cos? «’, 

und wenn a? sin? & Peiner ift als b? cos? «, fo muß offenbar a? sin? a’ 

größer als b? cos? «’ jein und umgekehrt. Eine der neuen Aren trifft alſo 


die Curve, die andere nicht, was fehon aus Niro. 391 bekannt war. 
Nimmt man diejenige, welche die Curve trifft, zur Are der x’, und 


Dezeichnet den in der Hyperbel enthaltenen Theil diefer Are mit 2a’, fo iſt 


— ab? —_ g2p? 
B a? sin? & — b? cos? « 





[4] a? — 


Da die Are der y’ die Curve nicht trifft, ſo bezeichne man den nega= 
tiven Werth von y’? mit — b’?, dann ift 


?2nh ? 2nh 2 
[5] ve a a _ 5 ab 2 2 X 
A a° sin? « — b? cos? « 
a?b? — a?b? 


Seßt man nun für A und B ihre Werthe 


wandelt fich die Gleichung‘ [3] in 
[h,] a’?y’? — px’? — — a’?p’?. 


Der die Curve treffende Durchmeffer, auf melchem die x’ genommen 
werden, beißt erfier Durhmeffer oder Querduarchmeſſer, und 
feine Länge beträgt 2a’; der andere, auf welchem die y’ genommen werben, 
heißt zmeiter Durchmeffer; obgleich dieſer die Hyperbel nicht trifft, 
fo wird doch gemühnlich feine Länge gleich 2b! angenommen. 


ja und — a, fo ver⸗ 


S 


MEN I 
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897. Wird die Gleichung [2] durch a? cos « cos a’ bividirt, 
jo iſt | 
2 


[6] tang « tang «’ = 


woraus bervorgeht, daß, wenn man der Are der x’ eine befondere Tage 
gibt, ober was dasfelbe ift, & beſtimmt, tang « einen reellen Werth ans 
nimmt: alfo Hat jeder Durchmeſſer einen conjugirten. Es 


ift jedoch zu bemerken, daß man nicht tang « — +? fegen darf, denn 
fonft hätte man Feine wahren Durchmeſſer (Rro. 388). Zudem wäre nach 
biefer Borausfegung tang «' — + Fe alfo ‘würde in beiden- Fällen die 


Are der y’. mit der der x’ zufammenfallen, woraus klar hervorgeht, 
daß dieſe Linien Feine conjugirte Durchmeffer mehr fein fönnen. 

Da ferner die Gleichung. [6] derjenigen ahnlich ift, welche die Rich« 
tungen ber Ergänzungs-Sehnen mit einander verbindet (Nro. 393), fo 
folgt daraus, wenn eine der Sehnen mit dem erſten Durchmeſſer parallel 
ift, daß die andere mit dem zweiten Dürchmefjer parallel laufen muß. Man 
verfällt fo wieder auf die fehon bekannten Eigenfhaften (Nro. 294), daß 
zwei conjugirte Durhmeffer mit zwei Ergänzungs-& eh= 
nen parallel laufen, und umgekehrt zwei mit Ergänzungß- 
\ Sehnen parallele Durch meſſer conjugirte find. 

Da in der gleichſeitigen Hyperbel b=a, fo iſt tang « tang W—1; 
alfo find die Winkel & und «’ Complemente zu einander. 


398. Um zu finden, ob außer den beiden Aren noch andere con⸗ 
jugirte Durchmeffer rechtwinklig find, mache man «’ = 90° + «, woraus 
sin « = c0S« und cos « —= — sin «; fo verwandelt ſich die Glei- 
hung [2] in 

Ä (a? — bP) sin æ eos = 0; 
und diefe kann nur Geltung haben, wenn entweder sin « — 0 ober 


ce O ift, welche Vorausfegungen auf die urſprünglichen Axen 
zurückführen. 


399. Wollte man die conjugirten Durchmeſſer der Hyperbel gleich 
haben, fo würde man die Werthe für a’? und b’? einander gleich ſetzen; 
dann wäre 

a? sin? « — b? cos? « = — a? sin? @a’ + b? cos? «, 
und wenn man 1 — sin” « für cos?«, und 1 — sin? a’ für cos? «’ 
ſetzt, fo gibt diefe Gleichung 
2 
[7] sin? « —- sin? ‘= _ _d 


a? b3 
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Erhebt man. die Gleichung [2], nachdem das zweite Glied auf bie 
rechte Seite gefhafft wurde, ind Quadrat, und nimmt biefelben Subfti- 
tutionen vor wie vorhin, fo ergibt fich Teicht 


pe 

a? 4 a? + b2)? 

Zieht man von dem Duabrat der —5 [7] dieſe viermal ab, fo iſt 
(sin? a — sin? «2 —=0, 


[8] sin? « sin? «’ — 


* 


alſo 
sin? ed’ — sin?a, co? —= oe, tang - tang « œ. 
Aus der Gleichung [6] geht aber hervor, daß bie beiden Tangenten 


dasfelbe Vorzeichen haben müſſen; daher ift ang «' = tang a, umd 
fomit gibt bie Gleichung [6] 


- 


tang x —= tang a’ =+: 


Alſo ergeben fich bei der Hyperbel als conjugirte gleiche Durchmeſſer 
zwei in eine einzige vereinigte Gerade, welche die Richtung einer der Dia⸗ 
gonalen des aus den Axen conſtruirten Rechtecks haben. 


AOO. Bei der Hyperbel finden zwei Lehrſaͤtze ſtatt, die denen in 
Nro. 350 ganz analog find, und da fle ſich auf demſelben Wege beweiſen 
laſſen, fo möge ed genügen, fle anzuführen. 


Lehrſatz I. Das aus zwei conjugirten Durchmeſſern 
conſtruirte Parallelogramm iſt fo groß als das Rechteck 
aus den Axen. 


Lehrſas II. Die Differenz der Quadrate. aus conju⸗ 
girten Durdhmeffern ift gleich der Differenz aus den Qua- 
draten der Axen. 


AOI. Aus dem Vorigen folgt, daß in den auf die Hyperbel be⸗ 
züglihen Aufgaben anftatt der Gleihungen [2], [4] und [5], wo dieß 
bequemer erfeheint, Pie daraus abgeleiteten geiest werden können: 

| BR, 
tang & tang a’ = = - 
ab’ sin («’—«) = ab 

a? — pp? — a? — p2. 


Die Tepe zeigt, daß, wenn ab, au a’ — b’ift; alfo find bei 
der gleichfeitigen Hyperbel bie conjugirten Durchmeſſer einander gleich. 
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Diefe Eigenſchaft findet im Kreiſe ftatt; aber bie conjugirten Durchmeſſer 
find Hier rechtwinklig, während fie bei ber gleichjeitigen Hyperbel mit der 
erften Are Winkel bilden, die Complemente zu einander find. 

Bei den gewöhnlichen Hyperbeln, mo a von b verfehieden tft, Tann 
auch a’ nicht gleich b’ fein, und fie enthält eigentlich auch feine gleichen 
conjugirten Durchmefier. ‘ 


402. Läßt man von ben Veraͤnderlichen x’ und y’ die Accente 
weg, fo heißt die Gleichung [h,] 
[fh] a’?y? — b/?x? — — a'2p'?; 
fie tft der auf die Axen bezogenen Gleihung[h] ganz ähnlich ; alfo kommen 
die von der Neigung der Ordinaten unabhängigen Eigenfchaften den Aren 
der Hyperbel und ihren conjugirten Durchmeſſern gemeinſchaftlich zu: 
namlich 
1) die Quadrate der mit dem zweiten Durchmefler parallelen Ordi⸗ 
naten verhalten fich mie die Probucte der Abfchnitte des erfien (Nr. 363). 


2) Ie nachdem ein Punkt auf der Hyperbel, ober außerhalb, oder 
innerhalb derſelben gegeben iſt, iſt die Größe a’?y? — b’?r? 4 a’?’? 
Null, pofitio oder negativ (Nro. 364). | 


3) Bezeichnet man das Verhältnig des Sinus, das in der allgemeinen 
Gleichung der geraden Linie dem Eoefftcienten von x gleich ift, mit «, fo 
era man als Werth von @ in Beziehung auf die Tangente (Nro. 874) 


b’?y’ 
a’ a’?y’ ' 
und bie Gleichung der Tangente iſt wieber 
.a?y'y — br — — a’?h?. 
Für die Grenzen der Tangenten hat man die Gleichung (Nro. 377) 


a = 


* 


ph’ 
yÄt7° 


woraus folgt, daß ſie mit den Diagonalen des Parallelogramms aus den 
eonjugirten Durchmeſſern (Big. 169) zufammenfallen. 


Die Subtangente iſt wieder (Nro. 378) 
y?_ 9” 
PT = ö—— 3; 
und es findet immer zwiſchen den Werthen & und « in Beziehung auf die 
Tangente und den durch ben Berührungepunft gezogenen Durchmeſſer die 
Gleichung ſtatt: 
b’? . 


- '_— 
ur — 73° 
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4) Iſt y — dx +8 die Gleichung einer beliebigen Sehne der Hy⸗ 
perbel, und y — H'x bie bed Durchmeſſers, der die baralleien Sehnen 
halbirt, ſo hat man (Nro. 389) die Gleichung 


b’? 
I _ . 


und diefe Gleichung findet auch noch für zwei conjugirte Durchmeſſer ftatt, 
deren Gleichungen y — 6x und y — ö'x (Nro. 390) ft, ſowie für zwei 
Ergänzungs-Sehnen, die dur die Endpunfte eines beliebigen Durch— 
meffers (Nro. 393) gezogen werden. 


A103. WIN man an die auf zwei confugirte Durchmeffer bezogene 
Hyvperbel durch einen außerhalb liegenden Punkt Tangenten ziehen, und die 
für die Ellipſe (Nro. 353) gemachten Folgerungen wiederholen, fo ergibt 
fih folgender Lehrſatz: 

Wenn manvonjedem Punkt einergegebenen Geraden 
zwei TYangenten an eine Hyperbel zieht, und je die beiden 
Berührungspunfte verbindet, fo fhneiden fih die dadurch 
entftehbenden Secanten alle in einem Punkte, der auf 
dem Durchmeſſer liegt, deſſen confjugirter Durdmeffer 
mit der gegebenen Geraden parallel lauft. 

Und umgekehrt, wenn man durch eineninder Ebene einer 
Hyperbel gegebenen Punkt verfhiedene Secanten, und 
durch die Punkte, wo jede Secante die Curve trifft, zwei 
Tangenten ziebt, fo Liegen die Durchſchnittspunkte von 
je zwei diefer Tangenten auf einer Geraden, die mit dem 
Durdhmeifer, deſſen conjugirter durch den gegebenen 
Punkt gebt, parallel lauft. 


AOA. Die Gleichung [h,] zeigt auch, daß man, um eine Hyperbel 
zu conftruiren, von welcher zwei conjugirte Durchmeſſer bekannt ſind, auf 
dieſen Durchmeſſern als Axen der Curve nur eine andere Hyperbel beſchreiben 
und dann den Ordinaten, ohne ihre Länge zu verändern, die gehörige 
Neigung geben darf. 


Von den Aſymptoten. 


403. &s fei 
a?y? — b%x? — — a?b? 
pie Gleichung einer auf zwei beliebige conjugirte Durchmefler bezogenen 
Hyperbel, fo ift 


=+ . VE. 
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Läßt man das unter dem Wurzelzeichen befindliche Glied — a? uns 
berückſichtigt, ſo erhält man zwei Gerade, welche dargeſtellt ſind durch 
die e Gleichungen 


b 
=+: . y=—.X% 


und diefe Geraden find de Afymptoten der Hyperbel. Dieß geht ſchon aus 


. der am Ende von Nro. 248 gegebenen Regel hervor; ; e8 läßt fich aber au) 


direct ermeifen. 

Betrachten wir der einfachen Anſchauung halber von der Curve und 
der Geraden nur die im Winfel yAx (Fig. 170) liegenden Theile, fo iſt 
die Differenz der einer und derfelben Abfeiffe x entfprechenden Orbinaten 


b — 
MN = a (x - vr). 


Da dei pofltive Theil + x und der negative — Vxr? — a? zugleich 
wachſen und unendfid groß werden, fo läßt ſich nicht unmittelbar erkennen, 
ob die Differenz abnehme. Aber eine befannte und fhon in Nro. 248 
angewend— Umformung gibt 


MN — „a — V x 22) (x + Via? a?) ab 
u a< x + Va ve’ 


und hieraus flieht man Mar, daß, wenn x bis ins Unenbliche wächst, MN 


bis auf Null abnehmen muß. 


Diefelben Folgerungen kann man bei den in den andern Winfeln der Hy⸗ 
perbel enthaltenen heilen der Hyperbel machen, und es ergibt ſich daraus, 
baß bie betreffenden zwei Geraden wirklich Afymptoten ber Hyperbel find. 


A06. Gonftruirt man aus den conjugirten Durchmeffern (Fig. 170) 
ein Parallelogranım HKH’K’, fo find die Gleihungen der Dingonalen 
HH’ und KK‘: 


5 


b 
y-atzı 


alfo falten die Afymptoten der Hyperbel mit den Diago= 
nalen des Parallelogrammd zufammen, daß auß zwei be— 
liebigen confjugirten Durdmeffern conftruirt ff. Aus 
diefer Folgerung und aus Nro. 402 ergibt ſich, daß die Aſymptoten au 
ols Srenzen der Tangenten betrachtet werden Eönnen. 


A407. Die Seiten HK und H’K’, welche durch die Endpunkte des 
erften Durchmefferd geben, find Tangenten der Hyperbel und werben in 
den Punkten B und C Halbirt, fo daß BH= BK=b ift; aljo kann 
man fagen, die zwiſchen den Afymptoten liegende Tangente 
wirdimBerührungspunfte halbirt und iſt dem Durchmeſſer, 
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deſſen conjugirter durch dieſen Punkt geht, gleich und 
parallel. 


Daraus ergibt ſich ein leichtes Verfahren, die Tangente an einen 
Punkt B der Hyperbel zu ziehen, wenn man die Aſymptoten kennt. Denn 
man ziehe BQ mit einer derjelben, 3.8. mit AH, parallel, mahe KQ—=AQ, 
und ziehe Die Gerabe KBH, fo ift dieß die gefuchte Tangente, da wegen ber 
Parallelen BQ und AH auf BH = BK ift. 


Auch läßt fh nun, wenn ein Durchmeffer, der die Curve trifft, ge= 
geben ift, leicht fein conjugirter finden; denn nachdem man bie Tangente 
HK durch einen Endpunft dieſes Durchmeſſers gezogen hat, darf man nur 
DE parallel mit HK ziehen und AD —= AE = BH maden. 


AOS. Diele Cigenfchaft der Tangente ift nur ein befonderer Fall 
von folgendem allgemeinen Tehrfage: die Abſchnitte einer beliebi- 
gen, zwifchen der Hyperbel und ihren Afymptoten liegen- 
den Secante find einander gleid. 


Es ift alfo zu bemeifen, daß M’N’ — MN (Big. 171). Man ziehe 
durch die Mitte P von MM’ und ven Mittelpunkt A den Durchmeffer Ax, 
und nehme an, er treffe die Hyperbel im Punkte B; fo tft fein conjugirter 
Ay parallel mit MM’. Zieht man nun durch B zwifchen den Afomptoten 
die Gerade HK parallel mit Ay, fo ift BH = BK; alfo werden alle zwi⸗ 
fhen den Aſymptoten liegenden Parallelen mit HK in Ax halbirt; folglich 
NP = NP, und daher NP—MP = N’P—M’P, 0.5. MN= MN. 


Der Beweis wäre nicht fehwieriger, wenn der Durchmefler Ax bie 
Hyperbel nicht treffen würde. 


Dan hat jet ein neues fehr einfaches Mittel, eine Hyperbel zu be⸗ 
ſchreiben, wenn cin Punkt M derfelben und die Lage der Ajymptoten bes 
fannt iſt. Dan ziehe durch diefen Punkt eine beliebige Gerade NMN’ bi3 
an die Afymptoten, ſchneide NM von N’ his M’ ab, fo ift auch M’ ein 
Punkt der Curve. Durd Wiederholung diefer Conftructton findet man fo 
viele Punkte ald man will. 


Bei der Zeichnung ift e8 bequem, nicht alle Linien durch den einzigen 
Punkt M zu ziehen, fondern hiezu auch einige der gefundenen Bunfte zu 
verwenden, indem dadurch die Verwirrung vermieden wird, die durch eine 
große Zahl durch denfelben Punkt gehender Linien entftehen Tann. 


Diefe Conftruction kann auch angewendet werden, wenn bie Größe 
und der Winfel zweier conjugirter Durchmeffer bekannt iſt; denn man kennt 
dann zwei Punkte der Hyperbel, und die Aſymptoten laſſen fich auch leicht 
beftimmen. 
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AO9. Bezeichnet man die conjugirten halben Durchmeſſer AB und 
AD (Big. 171) mit a und b, fo ift die Gleichung der auf dieſe zwei 
Durchmeſſer bezogenen Hyperbel 


ady? — pꝛy — — a2p?, 
und die der Aſymptote AH iſt 
y=,% 
Die Ordinaten der Curve und der Geraden, welche derſelben Abſciſſe 
AP entfprechen, feien ferner y und Y, fo ift 
b’r? DD? - 


?— !=o—- 7 @-9=b; 
es ift aber 
Y—y=MN, 
und | 
Yry=PM-PN=PM-EN=MN; 
alfo 


MNXMV=Y—y}=b: | 
Wäre die Secante mit dem Durchmeſſer 2a parallel, fo ergäbe fi 
gleichfalls 
MYx<MV = a®. 


If daher eine Secante der Hyperbel parallel mit 
einem Durchmeffer, fo ift das Rechteck aus den zwiſchen 
einem Punkte der Curve und den Afymptoten enthaltenen 
Theilen diefer Secante fo groß al3 dad Dundrat des 
halben Durchmeſſers. 

Hieraus ergibt ſich ein Verfahren, zwei conjugirte Durchmeffer zu 
finden, wenn die Richtung eines derfelben Ay, die Alymptoten und ein 
Punkt der Curve befannt find. Durch den befannten Punft M ziehe man 
zmifchen den Afymptoten die NMN’ parallel mit Ay, fo ift der halbe 
Durchmeſſer AD die mittlere Proportionale zmifchen MN und MN’. Iſt fo 
. AD gefunden, fo ziehe man Ax dur den Mittelpunkt A und die Mitte P 

von NN’, ebenfo der Ax parallel die DH, welche die Aſymptote in H trifft; 
ferner parallel mit AD die Gerade HB, bis fie Ax in B trifft: fo ift AB 
der conjugirte halbe Durchmeffer von AD. 

Mittelft derfelben Eigenſchaft laſſen fi auch die Aren finden, wenn 
zwei confjugirte Durchmefler befannt find; denn da hiemit ein Punft der 
Hyperbel gegeben ift, fo kann man die Aſymptoten ziehen und erhält tie 
Richtung der Aren durch Halbirung der Alymptoten-Winfel. Das Uebrige 
läßt ſich leicht vollends finden. 


AIO. Werden vie Geraden BQ, BR (%ig. 170) parallel mit den 
Aiymptoten gezogen, fo it A ABR= A ABQ; aber die Dreiede 
19 * 
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ABQ und BOK find gleich groß, weil AQ = OK: alfo iſt das Parallelo- 
gramm AQBR gleich dem Dreieck ABK. Diefes Dreieck ift aber ver achte 
Theil des Parallelogramms HKH’K’, deſſen Inhalt bei jeder Lage bes 
Punktes B conftant ift (Nro. 400); alfo iſt der Inhalt des 
Parallelogramms, das aus den Afymptoten der Hy» 
perbel und den von einem beliebigen Punkt der Curve 
mit diefen Linien gezogenen Barallelen gebildet if, con- 
ftant und glei dem achten Theil des Rechtecks aus den 
Axen oder ded aus zwei conjugirten Durchmeſſern gebil- 
beten Parallelogramme. 


Die Hyperbel in Beziehung auf ihre Afymptoten. 


All. Nimmt man die untere Afymptote Ax (Fig. 172) als Ab- 
felffen-Are, und die obere Ay ald Orbinnten= Are, zieht man ferner dur 
einen befiebigen Punkt der Hyperbel die Koordinaten MP und MQ, und 
bezeichnet den Afymptoten-Winfel mit B, fo läßt ſich der Inhalt des Pa- 
rallelogramms APMQ durch xy sin 4 ausdrüden. Diefe Fläche muß con⸗ 
flant und gleich dem achten Theil des Rechtecks aus den Aren fein; find 
alfo diefe Axen gegeben und fle werden mit 2a und 2b bezeichnet, fo ift die 
Gleichung der auf ihre Afymptoten bezogenen Hyperbel 





d ab 
2 ET in 

sin ß läßt ſich mittelft a und b ausdrüden; denn errichtet man im 
Endpunkt der erflen Are die Senkrechte BH bis zur Afymptote Ay, fo if 
dieſe Linte gleich b, und bezeichnet man 1 ben Winfel BAH mit 6, fo iſt in 
dem Dreieck ABH 


xy sin g — ® 








sin 6 = b cso9 = i 
vers "years 
® 
Nun ift sin ß = sin 26 — 2sin 6 cos 9, alfo ift 
" 0 Rab _ 
sin = 
folglich verwandelt fich die Gleichung der Hyperbel in 

2 3 
[h,,] %y= - + > " 


Die Form dieſer Gleichung erinnert fogleidh daran, daß die Afymptoten 
als Coordinatens Aren genommen find; denn man erhält daraus 


a? —- b? 
Jy = 4x [d 
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welcher Werth Null: ift, wenn x —= + ©, und von Null bis + es) 
wächst, wenn man x bis auf Null abnehmen läßt. Dasfelbe gilt auch 
für die Werthe von x in Vergleich mit denen von y. 


A412. Will man die Gleichung für die Aſymptoten von der Aren- 
Gleichung aus 
[bh] a?y? — b?x? — — a?h? 
finden, fo bedient man ſich der Formeln 

xs=rcosa+y co«d, y=xrsina+ty sine. 

Man muß bier zuerft für sin @, cos«, sin @’, cos «’ bie Werthe 
feßen, welche fih auf die gewählten neuen Axen beziehen. Nimmt man, 
wie vorhin, die x’ auf der untern Aſymptote Ax (Fig. 173), und die y’ 
auf der Ay’, fo ift der Winkel a’ gleih yAx, und Winkel & glei 
360° — x’Ax. Errichtet man nun im Endpunft der erften Are die Senf- 
rehte BH=Db, fo muß der Punft H auf der Aſymptote liegen (Nro. 406), 
und folglich ift wie oben im Dreied ABH 


b 
sin «' = cos «’ 


Mai + | = Jan 


Beachtet man ferner, daß 
« —= 360° — XAx = 360° — e, 





jo iſt 
sin« = — sin « = ———, ce — co d = ——. 
Ve—+b? Veai+b? 
Folglich find die Formeln, wodurch man von ben Aren zu den Afymp- 
toten gelangt, 
_— a(y + x) yo b(y — x) 
Vetb + 2 ver» 


Man darf alfo diefe Werthe nur noch in der Gleichung [h] fubftitutren, 
und erhält dann, indem man die Accente, die nun nicht mehr nöthig ſind, 
wegläßt, 
bl y=4+@+b9, | 
welches die Gleichung der auf die Afymptoten bezogenen Hyperbel ifl. 


Das Duadrat, welches gleih 4 (a? — b?) tft, heißt zuweilen die 
Potenz der Hyperbel. 


Bezeichnen wir dieſes Quadrat mit m?, fo heißt die vorige Gleichung 
(hal ıy= m”. 
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Aa13. Es ſeien xy’, y’, und x”, y’ die Coorbinaten zmeier Punkte 
der Hyperbel; zieht man eine Secante durch diefe beiden Punkte, und ſetzt 


— yft 
a — x’ _ Y,, 
fo tft die Gleichung der Secante 
[1] y-y=aılt— rt). 
Nun iſt 
xy= — m?, xy = — m?; 


und indem man die zweite Gleihung von der erften abzieht, ergibt fi 
y’ y— xy = — 0, 
welch Gleichung ſich auch ſo ſchreiben läßt: 
y—0, 

und dann ergibt ſich daraus 

_Y- —— y 

— „TO fr 

Soll die Gerade zur Tangente werden, jo muß man x =), y=y 

fegen; durch diefe Annahme reducirt ſich & auf 5; folglich iſt die 


Gleichung der Tangente 


⸗ 


— a). 


AIA. Sept man in biefer Gleichung y— 0, fo ergibt fih als 
Fußpunft der Tangente MT (Big. 174) 


x—AT=%/; 
alfo it AT = 2AP, und daher MT = MR, was ſchon (aus Nro. 407) 
befannt war. 


ALS. Nehmen wir noch einmal die Gleichung [1] der Secante MM’, 
und fegen y — 0, fo ift 
"—ı=-PS= —-. 
& 
„ 


Sept man für « feinen allgemeinen Werth — — in Beziehung auf 
die Secante, ſo iſt 


nu 
X 


’ 
es mn rn = x AP; 


4 
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zieht man alfo M’Q parallel mit Ax, fo find die Dreiecke MPS und M’QV 
congruent, alfo MS = M’V, welder Lehrſatz ſchon (Nro. 408) gefun- 
den wurde. 


- 


Quadratur der Hyperbel. 


ALG. Nehmen wir zuerft die gleichfeitige Hyperbel, und ihre Po- 
tenz gleich der Einheit an, fo ift die Gleichung diefer auf ihre Aſymptoten 
bezogenen Curve 

y=1. N 


Man feße nun (Fig. 175) eine Abſciſſe AC = 1, und eine beliebige 
Abfeiffe AP = x; dann ftelle man ſich die Aufgabe, den Ylächeninhalt 
BCPM, ver zwifchen der Hyperbel, der Afymptote und den Orbinaten CB 
und PM enthalten ift, zu finden. 

Man theile CP- in eine beliebige Anzahl Iheile (ohne dieſe jedoch als 
gleich anzunehmen), errichte in den Theilungäpunften die Orbinaten C’B’, 
C’B”’...., und bilve die Rechtecke CBDC’, C’B’D’C”,.... Addirt 


man alle diefe Rechtecke zufammen, jo ift die Grenze biefer Summe .der. 


verlangte Flächeninhalt: d. h. wenn die Zwiſchenräume CC’, C’C”..... 
inımer Heiner werden, bi8 zum Moment des Verſchwindens, weßhalb bie 
Anzahl verfelben unendlich groß werden muß, fo wird auch die Summe der 


Rechtecke Eleiner und nähert fih immer mehr der byperbolifchen Fläche, der | 


fie zulegt gleich wird. Diefe Grenze ſoll alfo gefunden werben. 
Man bezeichne n nun bie beiten AG, AC', AC”, ACV,. . .. AP 


m 


mit . 1, X, x”, fl * 0 oe. 
| 1 1 
fo find die Ordinaten . . ..074, m Bien 


alfo Rettet CBDC’ = CU’ X CB = "—1)x1=x—1, 


„ 


Rechteck CBD’C" = CC"XCB = a" —y) x, — _4, 
=. 


. Rechteck C’B’D’C’ — CEO" B’ =" — uns, „= — 1, 
u. ; fort. 
Die Theilung der Linie CP durch die Punkte C’, CC”... iſt ganz 


willkührlich; man kann daher die Abſciſſen in geometriſcher Progreſſion 


nehmen. Da dad erfte Glied 1 ift, fo ift der Erponent x’, und man hat 
"= xt, x’ —=r®uf.w.; wird daher die Zahl der Zwiſchenräume 
wiſchen C und P mit n begeicpet, jo ift die letzte Abfeiffe x = x". 
Dann find alle Rechtecke gleich x — 1. 

Addirt man zuerft die zwei erften Rechtecke, dann die drei erften, hier⸗ 
auf die vier erften, und fo immer fort, fo find die Summen 


26— 1), 3 — 1), A — i) u.ſ. w. 


— —— — — — — 0.1... Par 
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Folglich laſſen fich die Flachen der Nechtedle, die bei der Abſciſſe AC — 1 
anfangen und fe durch bie folgenden Abfeiffen begrenzt werben, auf folgende 
Weiſe darftellen:: 


Abfeften . . 1, X, x 00 N, .... x oder x. 
Flächen ver Rechtecke O, —1, 20—-1), 3a —1),.. na@—1). 


Die erfte Fläche wird Hier gleich Null gefegt, weil die zwifchen BC 
und BC enthaltene Fläche ſelbſt Null ift. 

Nun erficht man, daß die Abfeiffen eine mit der Einheit anfangende 
geometrifche Progreffton, und die Flächen eine mit Null anfangende arith- 
metifche Progrefiton bilden; alfo find die zwiſchen BC und den andern auf 
einander folgenden Ordinaten enthaltenen Rechtecksflächen die Logarithmen 
der Abfeiffen,, denen diefe Ordinaten entfprechen. 

Diefe Folgerung ift von der Anzahl der auf CP gemachten Theile 
unabhängig, und muß fih alfo auch für ven Ball anwenden laffen, mo 
ihre Anzahl unendlich wird, oder mit andern Worten auf den Fall, mo 
man, anftatt vom Punkte C zu P durch eine endliche Zahl von Abfeiffen 
in geometrifcher Progreflion zu gelangen, nad) einander durch alle zwiſchen⸗ 
- Viegenden Abfeiffen fommt. Dann find aber die Flächen ver Rechtecke nichts 
andere mehr, als die huperkolifchen Flächen, die zwifchen BC und den 
dieſen Abfeiffen entſprechenden Ordinaten liegen, woraus ſich der folgende 
ſchöne Lehrſatz ergibt: die hyperboliſchen Flächen mie BCPM 
ſind die Logarithmen der entſprechenden Abſciſſen AP. 

Um nun die Baſis des Syſtems, in welchem dieſe Logarithmen zu 
nehmen ſind, zu finden, muß diejenige Zahl geſucht werden, durch deren 
Erhebung auf die von einer jener Flächen angedeuteten Potenz ſich die ent⸗ 
fprechende Abfeiffe als Nefultat ergibt. 


Nehmen wir noch) einmal in den obigen Progreffionen die entfprechen- 
den Glieder 
x und n (X — |), 
von welchen dag zmeite die Summe der zwifchen BC und MP enthaltenen 
Rechtecke ausprüdt. Macht man n — ©, fo muß diefe Sunme gleich 


der hyperboliſchen Fläche BCPM werden, deßhalb fegen'wir die Gleichung 
. P@-D — x, oder was taßsfelbe ift 


1] En (Vi) — x, 


wo der zu fuchende Werth E, der dem Werthe n — & entfpricht, die ver- 
langte Baſis ift. 


Da ber Werth von E für jeden Werth von x derſelbe bleiben muß, fo 
wählen wir für x denjenigen Werth, modurd der Exponent von E gleich 1 
wird, menn man n = & madt. ber aus der Gleichung 


BR Wi 1)=1 
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ergibt fich 
Inn I 
x— (1 + -) . 
Durch die Entwicklung diefer Potenz erhält man ' 
—1 —1 .1n—2 
x=1+2( Var n A) + EG uff. 


=2+G-mW+G- m Ga 


1 1 1 2 1 3 
rare 
und für n — 00 ergibt fi} | 
1 
erh tggett 


In der Algebra wird beiwiefen, daß der genaue Werth diefer numeri= 
ſchen Reihe irrational ift. Nimmt man aber in diefer Reihe eine genügende 


"Anzahl von Gliedern, fo kann man diefen Werth fo genau ald man nur 


will, erhalten. WBezeichnet man denfelben, mie gemöhnlich mit e, fo tft 
e — 2,718 281 828 459 045 . 


Segen wir nun für die Unbeflimmte x diefen befondern Werth, fo er» 
halten wir anftatt der Gleichung, [1] folgenpe: 


[3] Er (re-4) — 


Die Gleichung [2] muß aber befriedigt werben, menn man x = e 
und n — & feßt; alfo reducirt fih in der Gleihung [3] der Erponent 


‚son E auf 1, wenn man n = 00 madt, daher E= e. Somit ift 


die Zahl e die Bafis des Syſtems, aus welchem die %o- 
garitdmen der Abfeiffen AP genommen werden müffen, 
um die bHyperbolifhen Flähen mie BCPM zu erhalten. 

Diefe Logarithmen hat Neper, der Erfinder der Logarithmen, zuerft 
berechnet, weßhalb fie die Neper'ſchen heißen. Bezeichnen wir diefelben 
mit dem Buchftaben 1, fo ift 


Blähe BCPM = Ix. 


Diefe Formel gibt auch die Flächen, welche ven Abfeiffen < AC ent« 
ſprechen, wenn man nur die Flächen-wie BCQN, die links von BC liegen, 
al8 negativ betrachtet. Denn zieht man BG und NH ſenkrecht auf Ay, fo 
it BGHN = ly, da für jede Aſymptote alles ähnlich iſt. Nun tft 


BCQN — BCAG + BGHN — NQAH, 
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und wegen 
ıy=1, tft BCAG = NQAH = 1, 


alfo - 
BCON = BGN = y=L = —Ik. 


ALT. Bis jegt wurde nur die gleichfeitige Hyperbel, deren Glei⸗ 
Sung xy = 1 ift, betradtet. Nehmen wir jeßt allgemeiner an, bie 
Aſymptoten machen einen Winfel yAx = 6 (Fig. 176) mit einander, 
und man habe die Gleichung 


xy = m?. 


Nun zieheman Ay’ ſenkrecht auf Ax, und denke ſich aufden rechtwinkligen 
Aren Ax und Ay’ die gleichfeitige Spyperbel, deren Gleihung xy — 1 ift, 
befchrieben. Sept man AC = 1, AP =x, zieht ferner die entfpredden- 
den Drdinaten ver beiden Hyperbeln, und bezeichnet die Flächen BCPM 
und B'’CPM’. mit S und s, fo läßt ſich dur Ähnliche Folgerungen wie in 
Nro. 358 leicht nachweifſen, daß 

N iR, alfo S— m? sin 8 X Ix ift. 
Man Eannı indeffen die Fläche S felbft auch als den Logarithmen von 
x betrachten; dann müſſen aber die Logarithmen aus einem Syſtem ge= 
nommen werben, deſſen Modul (fo heißt nämlich die conflante Größe, 
mit melcher die neper’fhen Logarithmen multiplicirt werden müffen, um 
fie in ein anderes Syftem zu übertragen) m? sin $ ifl. | 





Eilftes Kapitel. 


Von der parabel. 


ALS. Wir Haben bereits (Nro. 267) gefehen, daß eine paflende 
Wahl rechtminfliger Coorpinaten die Gleihung der Parabel auf die 
Form bringt 


[pl y? = 2px. 


Dabei kann man p pofitiv annehmen; denn hätte man y? —= — 2px, 
fo dürfte man nur die Nichtung ver pofltiven x verändern, um dieſe Gleis 
bung in y? — 2px zu verwandeln. 

Diefe Form der Gleichung zeigt fogleih, daß der Urfprung ein Bunft 
ber Eurve ift, denn für x—= 0 iſt y= 0. Auch muß die Abfeiffen- 
linie eine Are der Curve fein, da jede Abſciſſe zwei gleiche Werthe mit ent- 
gegengefesten Vorzeichen ergibt und die Koordinaten. überdieß rechtwinklig 
find. Diefe Are ift die einzige, welche bei der Parabel ftattfindet (Nro. 445). 


A19. Die Gleihung [p] gibt 
y-+Vım, 


worauß fogleich hervorgeht, daß die Curve fih nicht auf die Seite der ner 
‚gativen x erftredit; denn für negative x wird y imaginär. Wenn aber x 
von O bis + oo mädhst, fo wächst auch y bi8 + 0 ; alfo erftredft fi 
die Parabel ſymmetriſch oberhalb und unterhalb der Abſciſſen⸗-Are vom 
Anfangspunft an bis ins Unendlihe. Ueberdieß muß fie gegen dieje Are 
immer concav fein, wie es Big. 177 darftellt; fonft könnte fie durch eine 
gerade Linie in mehr als zwei Punkten gefchnitten werben, mas uns 
‚möglich it. 

Die Parabel hat nur einen Scheitel, nämlich im Bunfte A, wo 
fle von ihrer Are geſchnitten wird. Der Coefficient von x in der ©lei- 
hung [p], wodurch ſich eine Parabel von der andern unterfeheidet , heißt 
ihr Barameter. 
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A420. Da das Verhältniß der Ordinate zur Abſciſſe ſchon nad 
der Gleichung conftant tft, fo folgt daraus, daß die Quadrate der 
auf der Are fenfredhten Ordinaten fih in der Parabel 
verhalten, wie ihre Abflände vom Scheitel. 


A421. Für jeden Punkt der Parabel it y? — ?2px = 0. Nun 
muß bei einem Punkt K außerhalb derfelben, wenn man auf Ay die Senf: 
rechte QK zieht, deren Verlängerung die Parabel in M trifft, die Abſciſſe 
des Punftes K Eleiner fein, ald von M, mährend die Ordinate Diefelbe 
bleibt: für den Punkt K ift alſo y? — 2px > 0. Für einen innerhalb 
liegenden Punkt K’ ergibt ſich auf ähnliche Weife y? — 2px < 0. 


Somit ift immer. 
y? — ?2px = 0 auf der Parabel, 
y? — 2px >0 außerhalb, 
y? — 2px <0O innerhalb ver Parabel. 


422. Die Parabel läßt fih auf ſehr einfache Weife befchreiben. 
Es ſei AP (Big. 177) eine beliebige Abfeiffe; man trage auf die Are Ax 
links vom Scheitel eine Linie AB gleich dem Parameter 2p, beſchreibe über 
BP als Durchmeſſer einen Kreis, der die Senkrechte Ay in R fchneibet, 
errichte die Ordinate PN bis an die mit Ax parallele RN: fo gehört ber 
Punkt N zur Parabel. Denn nad diefer Gonftruction iſt 


PN=AR, und ARꝰ — ABAP; 


alſo 
PN? 2p AP. 


AQ28. Wir haben (Nro. 260) geſehen, daß für die Parabel die 
Coordinaten des Mittelvunft3 unendlich groß find; deßhalb können mir 
dieſe Curve als eine unendlich verlängerte Ellipfe betrachten, und da biefe 
Analogie ald Mittel zur leihtern Entdedung ber Eigenſchaften der Parabel 
dienen kann, ſo iſt es von Werth, dieß näher zu erörtern. 


Dan nehme (Nro. 296) die Gleichung 
2 
bn am, 


in welcher der Urfprung im Scheitel der Ellipſe (Big. 178) Yiegt. Der 
Abſtand OF des Mittelpunfts vom Brennpunkt tft V a? — b?, um 
wenn man ihn.von a abzieht, ift 


AF=a— Ver, 
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Sept man diefe Größe als Gonftante, die gleich ap ſei, in die Glei⸗ 
hung der Ellipſe, fo ift | 

a— Ve? — = hp, woraus b? = ap — 4pꝰ; 
und durch Subſtitution dieſes Werthes verwandelt ſich die Gleichung le] in in 


?=+7 iR (2ax — 2°), 


oder bei gehöriger Entwickelung des zweiten Gliebs 


a_ px (p + 2x) px? 
y = Apr — 2a 3— 


Setzt man in dieſer Gleichung, während p conſtant bleibt, nach 
einander für a verſchiedene Werthe, fo erhalt man eine Reihe von Ellipſen, 
deren große Aren verfchieden find, aber deren Scheitel A und Brennpunft 
F diefelbe Lage beibehalten. Läßt man nun die große Are unendlich groß 
werben, fo fallen die Glieder, welche a als Divifor enthalten, weg, und 
die Ießte Gleichung verwandelt ſich dadurch in folgende: 


y’ = 2px, 


welche eben die der Parabel if. Alſo fann man a fo groß nehmen, daß 
die Differenz zwifchen der Ordinate der Ellipfe und der Parabel fo Fein ift, 
ala man will, d. 5. Die Parabel ift eine Ellipfe mit unendlid 
großer Are. . 


Bon dem Drennpunkte und den Directricen. 


424. Bei rechtwinkligen Coordinaten und bei -ber Gleichung der 
Parabel y?—= 2px heißt der Punft, deffen Entfernung von’ 
einem beliebigen Punfte der Parabel einerattionale Func— 
tion der Abfeiffe diefes Punktes if, der Brennpuntt. 


Betrachten wir (Big. 178) eine Reihe von Ellipfen mit gemeinfchaft- 
lihem Scheitel A und Brennpunft F, fo tft der Abſtand dieſes Brenn⸗ 
punftes von einem beliebigen BunfteM auf jeder dieſer Curven eine rationale 
Function der vom Mittelpunkt aus genommenen Abfeiffe OP; er ift daher 
auch eine rationale Function der von Scheitel aus genommenen Abfeifje AP; 
denn es ift OP —= AP — AO. Die Parabel tft aber die Grenze dieſer 
EN: fen; alfo ift auch der Abftand des Punktes F von jenem Punkte dieſer 
Curve eine rationale Bunction der Abſciſſe diefes Punktes. Wird dabei 
AF mit $p bezeichnet, fo ift der Parameter der Parabel glei 2p; alfo tft 
der Brennpunft diefer Curve ein auf ihrer Are liegender Punkt, der um ein 
Viertel des Parameters von dem Scheitel entfernt iſt. 
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A235. Bei der Ellipſe ift die Summe der von den Brennpunften 
an einen und denfelben Punkt diefer Curve gezogenen NRadien-Bectoren 
gleich der großen Are: fuchen wir nun die entfprechende Eigenfchaft bei ver 
Parabel. 

Es fei (Fig. 178) eine Ellipfe mit der großen Are AA’ und ben 
Brennpunften F und F. Man befchreibe aus F’ al8 Mittelpunft mit AA’ 
ala Halbmeffer eine Kreislinie HBH’, fo wird dieſe Die Are in einem Punkte 
B ſchneiden, fo daß AB = AFift. Zieht man nun zwei Radien-VBectoren 
FN und F'N an irgend einen Punkt der Ellipfe, und verlängert F'N, big 
fie die Kreiälinie in K trifft, fo ift offenbar FN = NK. Nimmt man 
nun an, die Ellipfe behalte den Echeitel A und den Brennpunft F bei, 
aber ihre große Are nehme bis ind Unendliche zu, fo wird bei diefer Grenze 
die Ellipfe zu einer Parabel, die Kreislinie HH’ verwandelt ſich in eine 
gerade Linie LL’, die in B ſenkrecht auf ver Are fteht, und die Linie NK 
fteht fenfrecht auf LL', bleibt aber vem Radius⸗Vector NF immer gleih. Die 
Senfrechte LL’, welche um AF oder um ein Viertel des Parameters vom Schets 
tel abfteht, heißt Direetrir (Richtlinie oder Richtungslinie). Dar⸗ 
aus ergibt ſich nun folgender Lehrſaz: Jeder Punkt der Parabel 
ift vom Brennpunkt und der Directrir gleichweit entfernt. 

Es ift übrigens leicht einzufehen, daß bei der Grenze a = oo eine 
der Directricen der Ellipfe die Lage von LL’ erhält. Denn da nad Nro. 315 
c und d die Abftände des Mittelpunftes von den Brennpunkten und ben 
Directricen find, fo muß cd — a? fein. Es fei nun d’ der Abftand des 
Scheitels A von der nächften Directrice, fo ift 


c=a—4p, d=a+d, 


(a — IP) a+d)=a, 
woraus : di. -—_. 
2a — p „—_? 


und daher 





a 
und wenn man à — 0 fet, fo ift d’ — 4p, woraus fi die Kinie 
LL’ ergibt. 


A26. Um den Brennpunkt der Parabel direct zu erhalten, wende 
man die jhon bei der Ellipfe und Hyperbel gemachten Berechnungen auf 
die Definition an. Es feien x’, y’ die Coordinaten des unbekannten Brenn= 
punftes; x, y die eined beliebigen Punktes der Parabel, und o der Abſtand 
biefer “on Punfte, fo ift 


=a—ı"+y—y' 
= 2 — 2 + 4 yP—ayy' + y”. 

Die Gleichung der Parabel iſt y— V 2px; damit daher ‘5 eine 
rationale Sunction von x werde, muß y’ — 0 fein. Unter biejer Vor⸗ 
ausfegung ift 

& — x? — 2x +2? - 2x =? +2 (p—x)ı tr”. 
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Es genügt jedoch nicht, daß 8? eine rationale Function von x fel, es 
muß auch 5 felbft eine fein; wegen biefer Bedingung muß 
(p — x)? = x? fein, woraus X’ = Ip; 


alſo gibt es in der Parabel nur einen Brennpunkt, der auf der Are liegt 
und vom Scheitel um ein Wiertel des Parameterd abfteht. 


427. Setzt man Ip anftatt x’, ſo iſt 
=ı-+3p. 


Nimmt man (Big. 179) AB=AF=Ip und errichtet BL ſenkrecht auf 
der Are Ax, fo ift ver Punkt F der Brennpunkt der Parabel und BL ihre 
Directrir. Zieht man ferner von irgend einem Punkte diefer Curve den 
Radius⸗Vector FM und auf Ax und BL die Senfredten MP und MQ, 
fo ift 

FM=x+1p=AP-+-AB=MQ, 
und fo ergibt ſich, daß jeder Punkt der Parabel vom Brennpunkt und ber 
Directrir gleichweit entfernt iſt. 


A2S. Es ſei N ein Punkt außerhalb der Parabel; man ziehe NQ 
jenfrecht auf die Directrix, verlängere NQ, bis fie die Curve inM trifft, 
und verbinde den Brennpunkt F mit N und M: fo ift NF + MN ME, 
ud MF = MQ = NQ—-- MN, alſo au 


NF-- MN >NQ + MN, over NF>NQ. 


Für einen innerhalb liegenden Punkt N’ ift nad) der Conftruction der 
Figur, NF<NM--MF; und da 
NM+MF=NM+-MQ=NVW, 
fo iſt 
NF<NNO. 
Je nachdem alſo ein Punkt auf der Parabel, oder außerhalb, oder 


innerhalb derfelben liegt, ift fein Abftand vom Brennpunkt fo groß, oder 
größer oder Fleiner, als fein Abſtand von ber Disectrir. 


A429. Kine Parabel laßt ſich Yeicht conftruiren, wenn der Para= 
meter 2p befannt if. Nachdem man (Big. 180) AB —= AF= ip 
gemacht Hat, errichtet man in einem beliebigen Punkte P der Are die Senfs _ 
rechte GH, und befchreibt dann aus F als Mittelpunft mit BP als Halb- 
meffer einen Kreiäbogen, der GH in M und N ſchneidet; fo find dieß Punfte 
der Parabel: denn fie ftehen vom Brennpunfte F und der Directrir BL 
gleichweit ab. 

Wil man die Parabel in einer ftetigen Bemegung befchreiben, fo 
lege man ein bewegliches Winfelmaß EQR an bie Directrix BL an, und 
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befeftige einen Baden, fo lang als OR, mit einem Ende in R, mit dem 
andern im Brennpunkt F; hierauf fpanne man ben Baden mittelft eined an 
OR fi) anlehnenden Stiftes an, und lafie das Winfelmaß längs der Di- 
rectrir bingleiten: fo befchreibt der Stift die Parabel. Denn es ift dann 
immer FM + MR = QM + MR, over FM = QM; alfo it M ein 
Punkt der Parabel. 


430. Suchen wir noch die Gleichung der Parabel nah folgender 
Aufgabe, der nämlichen wie in Nro. 316, wo m =n gefeßt ift: 

Die Curve zu finden, auf welder jeder Punft von 
einem gegebenen Punkte F und einer gegebenen Geraden 
LL’ (Big. 180) gleihweit entfernt ifl. 

Man ziehe BFx fenfreht auf LL’, und errihte in A, der Mitte von 
BF, die Ay fenfreht auf Ax. Nun muß die Curve in Beziehung auf Ax 
fommetrifh fein und durh den Punft A geben; deßhalb wählt man die 
Linien Ax und Ay zu Coordinaten⸗Aren. 

Es ſei nun M ein beliebiger Punkt der Curve, AP feine Abfeiffe und 
MP fine Ordinate; man ziehe noch MQ ſenkrecht auf LL’ und feße 


AF= Ip, AP=z, M=y; 
jo ift 
MP’=y’+@&@—4p?, m M=ıxı-+ 4; 
nach der Aufgabe muß aber MF = MQ fein; daraus ergibt ſich 
””+@&@—3pP?= (+ 4p)? 
al8 Gleichung der Curve, oder nach gejchehener Reduction 
y? = 2pı. 


A431. Auch hier Yäßt ſich auf den Brennpunkt und die Directrir 
der Parabel das anwenden, was in Betreff der Ellipſe Nro. 317 und 318 
bemerft wurde. 


Yon der Tangente und Normale. 


432. Die Coordinaten zmeier Punkte der Parabel feien x’, y’ und 
x’ und y“; zieht man durch diefe Punkte eine Secante, und bezeichnet den 
durch dieſe Secante mit der Abſciſſen⸗Are gebitbeten Winkel mit S, fo ift 
I —y 
— x | 
Da nun bie beiden Punkte auf ber Parabel liegen, fo muß auch 
y’ = 2px und y”’? —= ?2px’” fein; daraus ergibt fich | 
y — y’'? — 2p (x’ — x’), 


tangS = 


vr 
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woraus 


alſo 


San der zweite Punkt ‘mit dem erften zufammen, fo ift x” — x, 
y” = y, und die Secante wirb dann zur Tangente; bezeichnet man baher 
die trigonometrifche Tangente des Winkels, den bie Abſciſſen-⸗Are m mit ber 
Tangente an der Parabel bildet, mit «, fo ift 
ab. 


y 
wolglich if bie Gleichung der Tangente 


yay=n @—Y), ' 


oder auch, mit Beachtung von y?— 2py, 
[tl | yy= Pa+rN. 

A33. Sieht man dieſe Gleichung doppelt von y n — — 2px ab, 
ſo bleibt 

y' 2 Qyy = — 2pr, u 
und indem man auf beiden Seiten y? abbirt, ergibt fich 

9-=y-- 2pı. 
Die Größe y? — 2px iſt, alſo für alle Punkte der Tangente voſitiv, 


außer für den, deſſen Ordinate y’ iſt; alle dieſe Punkte liegen daher außer⸗ 
halb der Parabel (Nro. 121). 


v 


134. Seht man y’ = 0 in der Formel « — ze fo wird J 


a= 0; ; alfo ftebt die Zangente im Scheitel ſenkrecht auf der Are. Läßt 
man y’ bis ins Unendliche pofitiv machfen, fo nimmt « bis auf Null ab; 
fomit nähert ſich die Tangente an ber Barabel immer mehr einer mit 
der Are parallelen Lage. 


AB35. Um den Punkt T (Fig. 181) zu erhalten, wo die Tangente 
die Abfeiffen= Are ſchneidet, muß in der Gleichung. diefer Linie y — O ges 
fegt werben, woraus fi ergibt 

s " ° X m — X, 
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welches Refultat zeigt, daß der Punkt T auf der negativen Ace, 
in einem Abftand AT gleich der Abſciſſe AP liegt. 


Addirt man x’ zu AT, fo hat man bie Subtangente 
PT = 2x; 


alfo iſt bei der Parabel die Subtangente boppelt ſo groß 
als die Abſciſſe, was eine ſehr einfache Conſtruction der Tangente ergibt. 


A36. Wenn die Gleichung der Tangente an die Parabel 


[t] yy=-patr). 

für den Punkt, deffen Coordinaten X und y’ find, gefunden ift, fo laßt 
fich die der Tangente, welche durch einen außerhalb liegenden Punkt gebt, 
Yeiht finden. Sind die Coordinaten dieſes Punktes x’ und y“, fo müflen 
fie der Gleichung der Tangente genügen: es finden alſo zwiſchen den Unbe⸗ 
kannten x’ und y’ bie beiden Gleichungen ſtatt: 


„”=?2m, Yy=-prW+”). 
Daraus ergibt ſich 

y=y'’+vVy?— 2m” 
_” — px” +y' Vr—2m” 


V!— Ben 
OL pP - 
und man bürfte m nur noch diefe Werthe in [t] fubftituiren. 
„ riest, der gegebene Punkt außerhalb ‘ver Parabel, fo ift die Größe 
y’2 — 2x” poſitiv, und die beiden Werthe für y’, ſowie die für x’ find 


reell und ungleich, alfo laſſen ficd darin zwei Tangenten ziehen. Liegt ber 


gegebene Punkt ‚auf ber Curve, fo rebuciren ſich die beiden Werthe von x, 

ſowie die von y’ auf einen einzigen, und es findet nur eine einzige Tangente 
ftatt. Liegt endlich der gegebene Punkt innerhalb der Curve, wofür bie 
Werthe von x’ und y’ imaginär werden, fo findet feine Tangente mehr ftatt. 


A437. Suchen wir nun bie Gleichung der Normale an die Parabel 
für den Punkt, deſſen Coordinaten x: und y’ find.. Diefe Gleichung Hat 
die Form 


y — y —-x). 
Da ferner die Normale ſenkrecht auf der Tangente ſtehen muß, ſo iſt 


. 
= — L = — Y. 
« pP 
und fomit ift die Gleichung ber Normale N - 
! 
mM y-y =—, @— N). 
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Sept man in diefer Gleichung y=0, und nimmt den entfprechenden 


Perth für x — x, fo ergibt fi fir die Subnormale PS (#ig. 181) 
- PS=ı—-"N!=p 
alfo- ift in der Parabel die Subnormale conftant und 


glei dem halben Parameter. 


. ASS. Wenn ber Brennpunkt ber Parabel in F (Big. 181) liegt, 
fo ift, wie mir gefehen, AF= 4p ud FM =x-- dp, und it MT 
die an M gezogene Tangente, ſo it AT —=x; folglih ift TF=ıx-4-Ip, 
alſo FM = TF und Winfel IMF = FIM. Somit madt bei der 
Parabel die Tangente gleiche Winkel mit der Axe und 


dem an den Berührungspunft gezogenen Radius-Vector. 


Zieht man MG parallel mit der Are, fo ift Winkel RMG = FTM; 
alfo Fann man auch fagen, die Tangente mat mit dem Radius- 


. Bertor und der durch den Berührungspunft mit der Are 


gezogenen Parallele gleihe Winkel. Diefer Lehrfag tft dem in 
Nro. 330 analog, was fehon aus der Betrachtung der Parabel als eine 
Ellipfe, deren Brennpunkte unendlich weit von einander abftehen, hervor⸗ 
gehen mußte. 


” 439. Hieraus ergibt ſich ein fehr einfaches Mittel, durch einen 
gegebenen Punkt eing Tangente an die Parabel zu ziehen. Nehmen mir 
zuerft an, diefer Punkt liege auf der Curve in M (Fig. 182). Nun ziehe 


man den Radius⸗Vectox FM , nehme. FT= — FM, und ziehe MT, fo ift _ 


diefe Linie die verlangte Tangente... 

Um bieß a posteriori zu beweiſen, ziehe man die Direetriv BL in 
dem Abftand AB = AF = #p, ferner MK parallel mit der Are und noch 
KF. Der Natur der Eurve gemäß ift MK — MF (Nro. 425), und aus 
der Conftruction folgt Winfel KMT = TMF; aljo ſteht MT ſenkrecht 


auf der Mitte von. KF. Zieht man jetzt von einem beliebigen auf MT. 


liegenden Punkte R die RF an den Brennpunft, die RL fenfrecht auf BL 
und nod KR, fo iſt RF — RK; da aber RK>RL, fo ift auch RF>RL. 


Alſo liegt außer M jeder Punkt der MT außerhalb der Farabel ro. 428). 


AAO. Bemerkung. Da ber. Punkt A die Mitte von BF ift, 


fo muß die auf der Are fenkrecht ftehende Ay durch die Mitte O von KF 


gehen. Nun geht aud) die. Tangente TR durch diefen Punkt und fteht fenf- 
reht auf OF; alfo ift bei ver Parabel die durch den Saeit 
auf bie Are gezogene Senkrechte der geometrifhe Ort für 
die Tußpunfteder aus dem Brennpunkt auf die Tangenten 
gezogenen Senkrechten. 


A4A41. Soll die Tangente durch einen außerhalb der Parabel liegen⸗ 
den Punkt T (Big. 183) gegogen werden, und es ift M der gefuchte 
2 20 
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Berührungspunft und MT die Tangente, fo beachte man, wenn MF an 
den Brennpunft und MK ſenkrecht auf LL’ gezogen wird, daß die Tangente 
auf der Mitte der Geraden FK ſenkrecht ftehen muß; alfo find die Abftände 
TF und TK einander glei, und daher tft der Punkt K als Durchſchnitts⸗ 
punft der Dirertrir mit dem aus dem Mittelpunfte T und dem Halbmeffer 
FT befchriebenen Kreife befannt. Zieht man dann KF und fält TR jenk- 
recht auf KF, fo ift TR die Tangente an die Curve, und der Durchſchnitts⸗ 
punft M biefer Tangente und der mit der Are gezogenen Parallele KM ift 
der Berührungspunft. 

Liegt der Punft T außerhalb der Parabel, fo ift fein Abſtand TF 
vom Brennpunkt größer als fein Abftand von ber Directriv ; alfo ſchneidet 
der Kreis die Directrir in zwei Punkten K und K’, und ed. ergeben ſich 
zwei Tangenten. Xiegt der Punkt T auf der Parabel, fo ift TF glei 
dem Abftand des Punktes T von der Directrir; alfo berührt der Kreis dieſe 
Rinie, und es findet nur noch eine Tangente flatt. Liegt endlich der Punkt 
T innerhalb ver Parabel, fo ift der erſte Abftand Eleiner als der zweite, 
der Kreis trifft die Directrix nit, und es iſt durch denſelben keine Tangente 
mehr möglich. 


AND. Die vorige Conſtruction läßt ſich als eine Modification der 
für die Ellipſe Nro. 333 gegebenen betrachten, welche Modification ſich 
daraus ergibt, daß die Parabel eine Ellipſe mit unendlich großer Are iſt. 

Bei der für die Ellipſe gegebenen Conſtruction beſchreibt man einen 
Kreis LBL’ (Fig. 184) aus einem der Brennpunkte F' mit einem Halb⸗ 
mefjer F/B gleich der großen Are AA’; dann befchreibt, man einen andern 
Kreis aus dem gegebenen Punkte T ald Mittelpunkt mit einem Halbmeffer 
gleich dem Abftand TF diefes Punktes von dem andern Brennpunkt. Aus 
K, .einem der Durchfchnittäpunfte beider Kreife ziehe man KF, fälle die 
Senkrechte TR auf KF, und ziehe KF’, welche die TR in M chneibet: fo 
tft TR die Tangente und M der Berührungspuntt. 

Denken wir und nun, die große Are der Ellipfe werde, während A 
immer noch der Scheitel und F der Brennpunkt bleibt, unendlich groß, fo 
müfjen die Punkte A’ und F'ſich unendlich weit entfernen; da aber 

& AB=AF'=AF 
ift, fo muß der Kreis LBL’ die Are flets in demſelben Punkte B treffen. 
JR AA’ unendlich groß, fo wird diefe Kreislinie zur Directrix der Rarabel, 
die inte KF’ lauft dann parallel mit der Are, und man erhält fo die für 
die Parabel fich eignende Conftruction. 


AAZ. Die Fälle, wo die Tangenten von einem auf der Directrir 
liegenden Punkte ausgehen, verdienen einer befondern Beachtung. Es fei 
T (ig. 185) ein Bunft der Directrir, und TM, TM’ zwei Tangenten; 
ber Brennpunkt der Parabel fei F, man ziehe TF, MF und M’F, und fälle 
die Senfrechten MK, M’K’ auf vie Directrir. 
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Das Dreieck TKM ift congruent TFM, weil TM gemeinfhaftli, 
KM = MF, und Winkel KMT —= FMT,; alfo it Winkel TFM, da er 
gleich Wintel Kift, ein rechter, und ferner Winkel KTM — FTM. Die 
Dreiecke TM’K’ und TM’F find ebenfalls congruent, weßhalb auch Winkel 

TFM’ ein rechter, und Winkel K’TM’ FTM if. 
| . Da die Winkel TFM und TFM’. tete find, fo muß MTM’ eine ge- 
rade Linie fein, und da die Winkel FTM und FTM’ gleih den Winkeln 
KTM und K'TM’ find, fo muß ihre Summe je einen rechten betragen ; 
alfo ift auch Winkel MTM’ ein rechter. Somit ergibt ſich folgender merf- 
würdige Lehrſatz: 

Die durch einen Punkt der Directrix an die Parabel 
gezogenen Tangenten bilden mit einander einen rechten 
Winkel, und die Gerade, welche ihre Berührungspunkte 
mit einander verbindet, gebt durch den Brennpunft und 
ſteht auf derjenigen ſenkrecht, weldeden Brennpunkt mit 
dem betreffenden Punkt auf der Directrir verbindet. 


Yon den Burdmefern. 


AAM. Die Sleihung einer beliebigen Geraven fei 


yaaıßi 
verbindet man fie mit der Gleichung der Parabel 
y?’ = 2px, 


und elimmirt x, fo erhält man zur Beftimmung yon y, 
2p 2pß 
2 — — 4 — 
) V d 0. 


Die Wurzeln diefer Gleichung find die Ordinaten der Punkte, mo bie 
Gerade die Curve trifft, und die Ordinate der Mitte der diefe Punkte ver- 
bindenden Sehne ift gleich der halben Summe diefer beiden Wurzeln; alfo 
Niſt, wenn diefe Ordinate mit y bezeichnet wird, 


— P. 
I=5 


Diefer Werth enthält B nicht und Bleibt berfelbe, fo lange 6 conftant 
bleibt: alfo find alle Dur hmeſſer der Parabel parallel 
mit der Are. 


Umgefehrt, fann jede mit der Are parallele. Gerade 
als ein Durchmeſſer der Parabel betrachtet werden: denn, 
indem man für 6 einen geeigneten Werth annimmt, kann y jeder beliebigen 
Größe Brei werden. 
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ANS. Angenommen, ein Durchmeſſer A’x’ (Fig. 186) werde in 
einem Abftand y’ von ber Are gezogen, fo ift für dieſen Durchmefier 


r —=y, woraus 6 = v 

Dieß ift der Werth der trigunometrifchen Tangente des Winkels, den 
die durch den Durchmeffer halbirten Sehnen mit der Are bilden. Außerdem 
ift dieß auch der Werth der trigonometrifchen Tangente des Winkels, ven 
die Tangente im Punkte A’ mit der Are bildet (Nro. 432); alfo- f ind 
die Sehnen, welde ein Dur mefferhalbirt, mit der durch 
den Endpunkt dieſes Durdhmeffers g ezdgenen Tangente 
paraltel. 

Damit die Tangente 5 unendlich) werde, müß man y’ — 0 ſeben ; 
folglich ift Die Are der x bie einzige Are ber Parabel, . 


Die Parabel bezogen anf ihre Durchmeſſer. 


446. Um von den rechtwinkligen Aren auf ſchiefwinklige überzu⸗ 
gehen, haben wir die Formeln 
‚x=rYcse+ycs«-+ta, yJ x sin« + y"sin« +b. 


Da die Gleichung der Parabel für rechtwinklige Coordinaten y?2px 
iſt, ſo hat man, wenn der neue Urſprung in einen Punkt A’ der Curve 
(Big. 186) verfegt wird, zwifchen a und. b bie ©leihung-b? — 2pa. 
Nimmt man ferner den Durchmeffer A’x’ als Are very’, fo ift sin «=0, 
e08 & — 1, und wenn die Tangente A’y’ ald Axe der y genommen wird, 


fo ift tang «’ = 3 

Nehmen wir nun die bekannten Vormeln (Nro. 25) 

tang « 1 

ö— — — cos 4 = —— — — 

VI —+- tang? a vi + tang?w 
und ſetzt man hier für tang a’ den vorigen Werth, fo erhält man 
— — ‚„ cos a = ———, 
vb+p vVb?+p? 
und durch Subftitution diefer Werthe für sin a«,,cos«, sine’, cos «a, 
erhält man zur Umforntung folgende Bormeln: 


sin —= 





sin« — 


x X 


by’ 
J— 


y- zur 
vb? + p? 
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Um num bie Parabel auf bie neuen Axen zu-beziehen, darf man biefe 
Werthe nur noch in die Gleichung 


[pl .y? = 2px 
ſetzen, fo erhält man durch dieſe Subftitution 
—X 2 _b° + 2 My 
.P 


Sehen w wir noch für p? feinen Werth 2pa, und der Abfürzung wegen 
4 (a-+ 4p) = ?p‘, fo ift 


20°+pP) .2( ’ 
In mtr) _ ICH m = ir‘ 


und bie Gleihung ver Parabel wird, wenn man bie Accente bei x’ und y’ 
wegnimmt, - — 


[p,] y= — ?2p’x. 


Der Eoefficient 2p’ heißt der Parameterdes Durchmeffers, 
auf welchen die Parabel bezogen wird, und da 2p’ eigentlich 4 (at 4p) 
bezeichnet, und a —- Ap den Abftand des Brennpunkte vom Punkte A’ 
(Nro.427) ausprüdt, fo folgt, DaB der Parameter eines Durd- 
meffers viermal fo groß tft, als der Abfland des Brenn 
punftes vom Endpunfte dieſes Durchmeſſers. 


“4417. Da die Gleichung der Parabel in Beziehung auf ihre Durch⸗ 
meffer dieſelbe tft, wie in Beziehung auf ihre Are, fo find die von der 
Neigung der Coordinaten unabhängigen Eigenſchaften den verſchiedenen 
Syſtemen gemeinſchaftlich. 


1) Je nachdem ein Punkt auf der Parabel, oder außerhalb, oder 


innerhalb derſelben liegt, muß die Größe y? — 2px Null, oder poſitiv 
oder negativ ſein Mro. 421). 


2) Die Quadrate det Orbinaten auf den Durqhmeſſer verhalten ſich 
wie die entſprechenden Abſciſſen (Nro. 420). 


3) Bezeichnet man das Sinußverhältnig, das in der allgemeinen 
Gleichung der geraden Linie dem Coefficienten von x gleich iſt, mit c, fo 
iſt der Werth von @ in Beziehung auf die Tangente (Nro. 432) 


a—P. 
..y 


und man hat als Gleichung der Tangente 
y=ratr), 
und für bie Subtangente (Nro. 435) 
PT’ = ?%x: 
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d.h. die Subtangente it immer Doppelt fo groß ats bie 
Abſeiſſe des Berührungspunktes. 


AAS, Iſt eine Gerade gegeben, und man zieht eine mit dieſer pa⸗ 
rallele Tangente an die Parabel, ſowie den durch den Berührungspunkt 
gehenden Durchmeſſer, ſo iſt die Gleichung der auf dieſes Axen⸗Syſtem 


bezogenen Curve y?—=?px. Zieht man nun aus einem beliebigen Punkte 


der gegebenen Geraden zwei Tangenten an bie Parabel, und bezeichnet die 
Coordinaten dieſes Punktes mit x” und y”’, To hat man (Nro. 436) zur 
Beſtimmung der Coordinaten der Berührungspunkte bie beiden Gleichungen 


y — 2p’x’, y'y — p (x + x’). 
Die zweite zeigt, daß die Gerade mit der Gleichung 
Yy= — p’ (x + x”) . 
Durch die Berühringspunfte geht. Macht man in diefer Gleihung y=0, 


ſo iſt — — x“, ein von y” unabhängiges Reſultat, das für die Parabel 


den fhon für die Ellipfe und Hyperbel gefundenen Lehrſatz⸗(Nro. 353, 403) 
ergibt. Alfo überhaupt, wenn man von jedem Punkt einer 
gegebenen Öeraden zwei Tangenten an eine Curve der 
zweiten Ordnung, und durch bie Berübrungdpunfte je 
eine Gerade zieht, fo fhneiden dieſe Secanten ſich alle 
in einem Bunte, der auf dem Durchmeſſer liegt, welder 
die mitder gegebenen Geradenparallelen Sehnen Halbirk 

Und umgefehrt, zieht man dur einen gegebenen Punkt 
in der Ebene einer Curve der zweiten Ordnung mehrere 
Secanten, und durch die Bunfte, wo jede Secante bie 
Curve trifft, zwei Zangenten, fo ift ber Ort der Durd>» 
f[hnittspunkfte je zweier diefer Tangenten eine Gerade, 
Die mit den Gehnen, melde der durch den gegebenen 
Punkt gebende Durchmeſſer halbirt— parallel iſt. 


AND. Die Gleichung Ip verglichen mit [p] zeigt au), daß zur 
Beſchreibung einer Parabel, wenn der Parameter eines Durchmefierd und 
die Neigung der entfprechenden Orbinaten .befannt find, e8 genügt, wenn 
man zuerft mit dem gegebenen Parameter auf jenem al3 Are angenommenen 


Durchmeffer eine Parabel beſchreibt, und dann den Orbinaten diefer Curve, 


ohne ihre Länge zu verändern, bie gehörige Neigung gibt. 

Auch kann man zuerft den Brennpunkt und die Directrir der Parabel 
beflimmen und fie dann befehreiben. Es fei A’x’ (Fig. 18T) der gegebene 
Durchmeſſer; num ziehe man die Gerade y’A’T in der gegebenen Neigung, 
fo ift diefe die Tangente an der Parabel im Punkte A’ (Nro. 445) ; macht 
man Winter TAF = yA’x’, fo geht die Linie A’F durch den Brenn- 


punft (Nro.438), und nimmt man A’F gleich einem Viertel des gegebenen 


— — 


.y +” 


ſenkrecht auf A’x’, fo ift CL die Directrix (Nro. 427). 


TEE en 7 
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Parameters, fo ift der Punkt F der Brennpunkt Mro. 446). Nun trage 
man auf ber Verlängerung von A’y’ die A'C= A’Fan, und ziehe CL 


Quadratur der Parabel, - 


A450. Es jet APM (%ig. 188) ein paraboltfches Segment, das 
von dem Durchmeſſer Ax und der mit der Tangente AV parallelen Orbi- 


nate PM begrenzt wird, man foll feinen Flächeninhalt finden. 


Man befchreibe in das Segment ein Viele, ziehe durch die Winfel- 
fpigen desſelben die Orbinaten P’M’, P’M’...., und die Tangenten 
MT, MT’, M’T”..... 

Diefe Tangenten bilden dureh ihre auf einander folgenden Durchfchnitte 
die Dreiede TRT’, TR’T’... ., die mir mit den entfprechenden Trapezen 
PMM’P’, PM’M’P”..... vergleichen wollen. 

Salt man vom Punkte R, und aus dem Halbirungspunkte I der 
Sehne MM’ die Senkrechten RQ und IK auf Ax, fo tft 


Fläche TRT' = ITT’ xXRQ, Fläche PMM’P' = PP’ IK. 
Da aber MT eine Tangente ift, fo folgt daß AT —= AP (Nro. 447), 
und aus bemjelben Grunde iſt AT’ —= AP’; alfo TT = PP’. Zieht 
man ferner auß J die IG parallel mit Ax, fo ift diefe Linie ein Durchmeffer 
(Nro. 444), und die in den Punkten M und M’ gezogenen Tangenten 


müſſen dieſen Durchmeffer in demfelben Punkte ſchneiden; alfo liegt ver . 


Punkt R auf dem Durchmeſſer IG, und RQ ift gleih IK. Mithin iſt das 
Trapez doppelt ſo groß als das Dreieck; ebenfo ließe fich zeigen, daß 
P’M’M’'P” doppelt fo groß ift als T’R’T’, und fo fort. Folglich ift die 
Summe der Trapeze doppelt fo groß ald die Summe der Dreiedle, mie 
groß auch die Anzahl der Wieledkäfeiten fein möge. Daraus folgt, daß 
das parabolifhe Segment AMP, das die Grenze der erflen Summe aus⸗ 
naht, doppelt fo groß ift, als das äußere Segment AMT, das die 
Grenze der zweiten Summe bildet. Nun ift dad Segment APM das 
doppelte von AMT, daher beträgt es zwei Drittel von dem gerablinigen 
Dreiet TMP, und da diefed Dreieck fo groß ift ald das Parallelogramm 
APMV, das mit demfelben gleiche Höhe Hat, und deſſen Grundlinie AP 
bie Hälfte von TP iſt, ſo folgt zulegt, daß dad parabolifhe Segment 
APM zwei Sritteldes Parallelogramms beträgt, vas aus 
ber Abfeiffe AP und der Ordinate MP gebilvet ift. 


Zwölftes Rapitel. 


Yon ven Polar-Eoordinaten. 


Erklärungen. Allgemeine Sormeln. 


AS1. Anftatt die Sage verfchiedener Punkte einer Ebene dadurch zu 
beſtimmen, daß man fie, wie biöher gefchehen, auf zwei in diefer Ebene 
verzeichnete ‘Axen bezieht, kann man auch die Lage jedes dieſer Punkte mit- 
telit feines Abftandes MF (Fig. 189) von einem feften Punfte F und des 
Winkels MFR beftimmen, den die MF mit einer der Lage nach gegebenen 
FR bildet. Der fefte Punkt F heißt Pol oder Anfangspunkt, der 
Abfland MF ift der Radius-Vector des Punktes M, und MFR 
ift der Durch den Nadius- Vector befhriebene Winkel (Po- 
lar⸗Winkel). Der Radius-Vector und der entfprechende Winkel 
werden auch mit dem gemeinfchaftlihen Namen PBolar- Eoordinaten 
bezeichnet. 

Um die gegenfeitige Beziehung des Polar-Winkeld und des Radius⸗ 
Vectors recht zu verftehen, denke man ſich eine in F begrenzte, aber in ber 
andern Richtung unbegrenzte Gerade FS, bie zuerſt auf FR, melde ſelbſt 
in Fhegrengt iſt, liegt und ſich dann immer in derſelben Richtung um den 
Pol F dreht. Dann beſchreibt ein auf dieſer Linie willkührlich genommener 
Punkt einen Bogen, der bis auf 3600, und ſelbſt bis auf 4 oO wachſen 
kann, und dreht ſich FS in negativer Richtung, fo wird der Bogen negativ 
und kann wieder bis — oo machfen. Diefen Bogen, den wir in ber Folge 
mit oo bezeichnen wollen, nimmt man anſtatt des mit dem Radius⸗Vector 
befchriebenen Winkels. 

Der Rabius-VectorMF, den wir durch 0 bezeichnen wollen, fann alle 
möglichen, pofltiven oder negativen Werthe erhalten. Mittelſt der erften 
werden die auf dem Radius-Vector felbft liegenden Punkte, und mittelft 
der legten die auf feiner Verlängerung auf der andern Seite des Pols lie⸗ 
genden Punkte beftimmt. 
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Gibt man nun nach diefen Erlãuterungen den Veranderlichen o und e 
befondere Werthe, fo läßt fich Damit Die Lage des Punktes beſtimmen, auf 
den ſich diefe Coordinaten beziehen. ' 


Es fei z. B. o = 352° und go = 17" (Meter); fo nimmt man 
den Bogen Aur — 352°, und zieht die Gerade FoN, auf der man in ber 
Richtung Fr den Abſtand FN = 17m abſchneidet. Würde man 


o — 38520 mo — im. 
feßen, fo müßte man FN’ — 17” auf der entgegenzeſetien Verlaͤngerung 


von Fr nehmen. 


A352. Suchen wir nun die allgemeinen Formeln, wodurch die mit 
zwei Axen parallelen Coordinaten in Polar⸗Coordinaten ausgebrüdt merben. 

Es fein AP und MP ($ig. 190) die Coordinaten eines beliebigen 
auf die Axen Ax und Ay bezogenen Punktes M; man fege AP —.x, und 
MP = y. Der Winter MFR und der Abſtand FM feien die Polar-Coor- 
dinaten vesfelben Punktes, und es fi MR = o, und FM = 0. Nun 
ziehe man parallel mit Ax und Ay die Linien Fx’ und Fy’, die MP in Q, 
und Ax in B fchneiden, und bezeichne die Goprdinaten AB und BF des 
Pols F mit a und b, den Winfel RFx’ mit «, und den Winkel yAx ober 
y’Fx’ mit 0: fo ift 


x=a--FQ, y=b-+MQ. 


Im Dreieck MFO ift aber 
FM FO _.MO . 
sin MOF sin FMQ ” sin MFQ’ 
nun it FM = o, sin MQOF = sind, sinMFQ = sin («+ o), 
sin FMQ = sin yFM = sin (d — « — o), alfo: 


— N — — — — — — * 


din 6 sin (6 - —) sin (@«to) 
Daraus ergibt ſich 
_.e sin ((—a—0) __ esin («-+o) 
N= sin 6 . mn sin 0 
und durch Subftitution diefer Werthe in die für x und y erhält man 


u. o sin (d—a—o) — e sin («-+o) 
11] mar sin 0 ‚y=b+r sin 0 


! 


453. Sind die Coordinaten x und y rechtwinklig, fo iſt = 
und daher 


[2] x=a-4gc0s (+0), y=b-+ sin («-+o), 


welche Formeln auch Teicht direct zu finden wären. 
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ABA. Die Allgemeinheit ver Formeln [1] läßt Feine Befchränkung 
zu, und es fol nur noch ihre Gültigkeit für den in Fig. 191 dargeftellten 
Bal gezeigt werden; bier ifl 

ı=AP, y=—PM, a — ABb, b=-BF, e=—FM, 
o—= ku, a—= ki = 360° — ki, w— Ar. 


Sept man diefe Werthe in die allgemeinen Bormeln, fo erhält man“ 


—FMsin (ku—360°-+kA—-Ar) up sin ur 


Ar=AB-- sin ku sin ku ” 
, —FMsin(360°—kA--Ar) __ FM sin kr 
—M=— —BF+ Zn nu —— BF iz 
Aber aus dem Dreieck MFQ ergibt fi 
_ FM sin w FM sin kr 
Fe sinku und MO = sin ku / - 


woraus bie Richtigkeit der beiben Gleichungen hervorgeht; denn fle verwan⸗ 
deln ſich dann in 


AP—=AB—QF=AP, -PM= -BF- MQ = — PM. 
Anftatt e = — FM und © = Ar könıte man aud) feßen 
e=+FM m 0 = Aw ver o—= — A, 


wofür ſich biefelbe Gültigkeit erweifen ließe. 


— 


⸗ 


Polar⸗Gleichungen der drei Curven der zweiten Ordnung. 


A35. Ellipſe. Es ſei a?y? + b?x? — a?b? bie Steigung 
einer auf ihren Mittelpunkt und ihre Aren (Fig. 192) bezogenen Ellipfe, 
und F der auf der negativen Abfciffe liegende Brennpunkt: wird der Abftand 


AF mit c, und ber Radius⸗Vector FM mit o bezeichnet, ſo iſt nach 


Nro. 308 
X 
[1] Pe =atTz 


Bezeichnen wir den veränderlichen Winkel MFx mit o, fo gibt das 
rechtwinklige Dreieck MFP ſogleich FP = o cos w, und daher 


x=0080 — c. 
Sept man biefen Werth für x in. die Gleichung [1], fo iſt 


cos © — c? 
— + I 


J 
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woraus fh, da = at — br if, 


ai 
m 50080 ergibt. 


2 W 
Setzen wir =e, und - — p, fo erhält man 





| — pP 
[e] Te c08.@ 

Dieß m die Polargleihung der Ellipſe. Seht man für o alle mög- 
lichen Werthe von O bis 360°, fo erhält man für den Rabius-Vector o 
oder FM die entfbrechenden Werthe, wodurch alle Punkte der Curve be⸗ 
ſtimmt werden. 

Die Größe 2p, die eine dritte Proportionale zwiſchen der großen und 
Heinen Are ift, heißt der Parameter der Ellipſe. Sonach ftellt e in 
der Gleihung [a] das Verhäktniß der Ercentricität zur Eleinen Are, wel- 
‘he Fleiner ald die Einheit ift, und p den halben Parameter dar. 

Der Parameter der Ellipfe ift aber nicht zu verwechfeln mit dem Pa⸗ 
rameter eines Durchmeſſers; denn dieſer ift die dritte Proportionale zum 
Durchmeffer und dem ihm zugeordneten (conjugirten). 


A36. Hyperbel. Es ſei a?y? — b?x? — — a?b? die Glei⸗ 
chung einer Hyperbel und F(Fig. 193) der auf der poſitiven Abſciſſe be= 
findliche Brennpunkt; wird nun der Abftand AF mit c und der Nabius- 
Vector FM mit o bezeichnet, fo iſt nach Mro. 367) 


[2] =, oder e — +3, 


je nachdem der Punft‘M auf dem den Brennpunkt F enthaltenden AR, oder 


auf dem entgegengefeßten Liegt. 
Bezeichnet man ven Winfel MFx mit oo, fo ift immer, welche Lage 


auch M Haben möge, x= ec + eg eosw. Wird dieſer Werth in den 


2 
Steigungen [2] ſubſtituirt, ferner - =e un - — p gelebt, fo 
ergibt ſich | 


— — — — —__P_. 
Bl = I cos’ und Bl e= 1-+e cos ® 

Die Größe e, welche hier größer als die Einheit ift, drückt mieder 
dad Verhaͤltniß der Ercentricität zur erflen Are aus, und 2p iſt der 
Parameter ver Hyperbel, b. h. eine dritte Proportionale zur erfien und 
zweiten Are. 

Es ift hier zu beachten, daß o in den Gleichungen. [2] poſitiv fein 
muß (Nro. 367), und daß daher diefe Vorausfegung auch für die Glei⸗ 
dungen [8] und [B’}, welche aus jenen abgeleitet find, betzuhehlin iſt; 
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alfo müfjen die negativen Werthe ver Veränberlichen o, ald wären fie ima- 
ginäre, weggelaffen werden. Dann gibt die Gleichung [PB] den einen, und 
bie Gleichung [B’] den andern Aft der Hyperbel. 

Um in diefer Beziehung keinen Zweifel übrig zu Iaffen, wollen mir 
jede der beiden Gleichungen nach einander diöcutiven. Nehmen wir zuerft 
an, ber Radius⸗Vector liege auf Fx, jo ft © = 0, und bie Glei- 


hung [8] gibt 
P_. 
1 — e. , 
Diefer Werth ift negativ, Henn e ift größer als 1; die Curve hat 
alſo für dieſen Werth keinen entſprechenden Punkt. Ueberhaupt Bat o daß 


Vorzeichen ded Nennerd 1 — e cos @, da der Zähler p pofitiv ift: nun 
bleibt aber 1 — e cos © negativ, bis 





e — 


1 — e cos o — O, und ſomit COS © =! 


wird; alfo findet fih von o — — 0 an bis zu biefer Grenze fein Punkt der 
Hyperbel auf dem Radius⸗Vector. Unterſuchen n wir nun, was dieſe Grenze 
vorſtellt. 


Setzt man — — fü ©, fo, verwandelt ſich der Werth _ - im - — Errichtet 


man aber auf ber Are CB die Senkrechte BI gleih b, fo if blanntlich die 
— Al eine Aſymptote der Hyperbel (Nro. 406), und das Dreied 
IB gibt 


AB _ a. 
cos IAB —= m 

alfo tft die mit der Aſymptote AI Parallele FH die Grenze, zu. welcher ſich 
ber Radius⸗Vector erhebt, ohne fein negatives Vorzeichen zu verlieren. 
Der Winkel HFx werde mit V bezeichnet. 

Im Augenblide nun, wo @ größer als V wird, wird der Nenner 
1 — e cos o pofltiv; Fine o=- Vf e=@; für o —= 90° if 
e=p, und im Swifchenraume nehmen die Wehe von o ab: fo findet 
fih der Bogen SK. 


Ueber SK hinaus, wo o immer nod) zunimmt, wird cos w negativ, 
und go nimmt immer fort ab. bis o — 180° wird; dann iſt 


cos o — — 1,. 
und daher 





— —. 
Tre 


Dieß iſt der Werth des Nadius⸗Vectors FB, was leicht nachzuweiſen 
wäre, und die Hyperbel iſt nun bis B verlängert, 
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Bon 180° His 360° erhält cos w diefelben Werthe, aber in umge- 


“ fehrter Ordnung wie von O bis 180%; macht man daher ven Winkel H’Fx. 


gleich HFx, oder was dasſelbe ift, zieht man FH’ parallel mit der zweiten 
Afymptote, fo findet fich im Winkel AFH’ ein Bogen BK’S’, der mit BKS 
ſymmetriſch iſt. Im Winkel H'Fx ift der Nadius- Vector negativ wie im 
Winkel HFx, weßhalb diefe Werthe wegzulafien find. 

Laßt man den Winkel über 360° hinaus wachfen, fo erhält der Ra⸗ 
dius⸗Vector dieſelben Lagen und Werthe, wie vorher; folglich bekommt man 
feine neuen Punkte der Curve mehr. 

Mittelft ver Gleichung [8] Hat man nur ven erften Aſt der Hyperbel 


gefunden; durch Ähnliche Folgerungen erhält man aber aus der Gleichung 
I6] den andern Aſt TCT. 


Es ift edoch zu bemerken, daß die Gleichung [8] nicht in ihrer vollen 
Allgemeinheit erfcheint, mwehhalh fie auch die beiden Aefte der Hyperbel nicht 
ergibt; dieß kommt einzig baher, daß mir o blos pofitiv angenommen 
haben. Hebt man diefe Befchränfung auf, und trägt nach der allgemeinen 
Regel (Nro. 451) die negativen Werthe diefer Veränderlichen auf der Ver⸗ 
längerung des Nabiud-Vectord an, fo beflimmt die Gleichung [8] auch den 
andern Aſt, wie er fi aus der Gleichung [9 ] ergibt. 


Denn e8 fei FR eine Lage des Radius⸗-Vectors, wofür « oo, 
fo gibt die Gleihung [Bl 
1 = P_ 


1 — e cos wo ' 


welchen Werth wir ald negativ annehmen wollen. Für die Verlängerung 
FR’ von FR ift o = o’ —+ 180, und durch Subſtitution dieſes Werthes 
in [8] erhält man 

—Pp 


Te can’ 


welche Größe pofitiv ift, da die vorige ald negativ angenommen wurde; 
ſie beftimmt daher auf dem Radius-Vector FR’ einen Punkt. N des Aftes 
TCT’. Diefer Punkt ift aber derfelbe,; den man gefunden haben mürbe, 


wenn man ben aus [$] abgeleiteten negativen Werth von o, anftatt ihn 


zu vermerfen, auf der Verlängerung von FR angetragen hätte: folglich 
gibt die Gleichung [8] für ſich allein fehon die ganze Hyperbel, wenn man 
nur, wie e8 überhaupt gefchehen fol, die negativen Werthe des Radius⸗ 
Vectors als ſolche behandelt, die auf der Verlängerung diefer Linie, auf 
ber andern Seite des Anfangspunftes, angetragen werden müffen. 


- 


: 487. Barabel. Be rechtwinkligen Coordinaten (Big. 194), 
wofür die Gleichung der Parabel y? — ?px. ift, und wenn der vom 
Brennpunkt an- einen beliebigen Punkt der Eurve gezogene Nadiuss Vector 
FM mit te bezeichnet wird, haben wir (Nro. 427) gefunden 


= + 
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Seht man den Mintel MFx = o,epifix=3p-o coso; 
folglich erhält man als Polar⸗Gleichung der Parabel 


— P 
b = 1 coso 


ASS. Be der guſammenſtellung ber Gleichungen fe], [}, B] 
fiebt man fogteih, ; daß die drei Curven durch bie einzige Beigung. 


— — 
1—ecoso 


gegeben werben können, in welcher p immer den halben Parameter der 
Curve vorftellt, und welche die Ellipfe, oder die Hyperbel, oder die Pa- 
rabel ergibt, je nachdem e < 1, oder > 1, oder = 1 genommen wird. 


e = 


Ho — 90°, fo fteht der Radius Vector ſenkrecht auf der Are, . 


und ed iſt dann oe =p; alfo if in den drei Curven die im 
Brennpunkt ſenkrecht auf der Are ftebende Sehne glei 
dem Parameter. Dieſe Eigenfhaft kommt na den Brenn⸗ 
punften zu, und kann zu deren Beflimmung dienen. 


Yon den Verzeichen und der den Volar⸗Coordinaten zu 
gebenden Ausdehnung. Veiſpiele. 


A359. Man Hegt häufig bie irrige Meinung, der Winkel o 
dürfe fich nur in den Grenzen von O bis 360° bewegen, und es feien bie 
negativen Werthe des Radius⸗Vectors, ald wären fle imaginär, ganz zu 
vermerfen. Es wird dafür als Grund angegeben, daß, wenn ſich ber 
Radius⸗Vector um feinen Pol immer in derfelben Ebene herumdreht, der⸗ 
felbe erft wieder in feine anfängliche Lage Eommen könne, wenn er alle 
Punkte diefer Ebene durchlaufen habe; woraus man ſchließt, daß es keinen 
Punkt gebe, der nicht durch einen poſitiven und weniger als 360° betragen⸗ 
den Werth vor w,' und durch einen pofltiven Werth von e fih bes 
flimmen ließe. 

Diefer Schluß iſt zwar richtig, laͤßt ſich aber nur auf einzeln genom⸗ 
mene Punkte, die ohne Drbnung auf einander folgen, anwenden. Anders 
verhält es fih, wenn man die Variablen o und o in einer Gleichung be- 
trachtet, welche die Nelation ausbrüdt, die fle für alle Punkte derfelben 
Linie haben müffen. 

Nehmen mir an, eine Gerade (Big. 195), Die anfänglih auf Fx 
liegt, drehe fich in derfelben Ehene immer um den Pol F herum, während 
ein vom Pol ausgehender BunftM ſich laͤngs dieſer Geraden ſo hin bewegt, 
daß der Abſtand FM, ver irgend einer Lage her Geraden entfpricht, immer 
ein Viertel des Bogens AB, der durch einen auf der Geraben FR gegebenen 
Punkt. befhrieben wird, beträgt. Nun befsgreibt der Punkt M eine Curve, 


» 
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und wenn ber Bogen AB wieder mit o, und der Abſtand FM mit o be⸗ 
zeichnet wird, fo tft Die Gleichung biefer Gurve . 
e = kw. Du 

Läßt man wo nur bis 360° wachſen, fo erhält man eine Gurve wie 
FMH, vie auf einmal in H auf der Linie Fx aufhört. Es ift indeſſen Far, 
daß nachdem die Gerade FR wieder auf Fx zu liegen kommt, ihre Drehung 
deßwegen nicht aufhört, und die durch den Punkt M befchriebene Curve 
über Fx hinausgeht. Dasfelbe tft nach jeder Umdrehung von FR der Fall, 
fo daß ſich die Curve felbft unendlich viel mal um den Punkt F herumpreht. 
Nun kann aber die Gleichung alle Theile der &urve nur dann ergeben, wenn 
man o bis ins Unendlihe wachſen läßt: es wäre alfo unrichtig, 
wenn man für biefe Veraͤnderliche 3600 als Grenze 
ſetzen wollte. 

Zieht man die Gerade Fr’, welche die durch den Punkt B befchriebene 
Kreislinie in A’ fchneidet, und mill man, indem man den Bogen AA’. mit 
@@ bezeichnet, die veränderlichen Bögen co von diefer neuen Linie Fr’ aus 
zählen, fo muß ınan in der Gleichung o = 40 für o den Werth &æ 0, 
wenn bie Gerade FR jenfeit3 Fx’ if, und « — o fegen, wenn FR dies» 
ſeits liegt: ſomit ergibt ſich 


— ( 0) wi * | 4 (e — 0); ü 


und wir ſehen, daß ſich die ganze Curve mehr durch eine einzige 
Gleichung darſtellen läßt, wenn man für o nicht auch negative Werthe 
annimmt. Die negativen Werthe diefer Veränderlichen 
würden alfo eb enfalls ohne Grund auß der Rechnung 
weggelaffen. 

Betrachten wir wieder Die Madien « Vectoren und ‚ftellen ung vor 
(Fig. 196), der bewegliche Punkt M gebe.in.dem Augenblide, wo bie 
Gerade FR ſich zu drehen beginnt, von dem noch in A. liegenden Punkte B 
aus, und bemege fi auf der Seite von AF. Nehmen wir wieder an, die 
von ihm durchlaufene Entfernung betrage ein Viertel des durch den Bunft B 
beſchriebenen Bogens, ſo iſt wieder 


oe = tv. 


Hier bezeichnet aber die Veränderliche o einen vom Punkte B aus ges 
rechneten Abftand BM, und biefer Punft verändert feine Lage: zugleich 
mit FR. 
Kommt die Linie FR in die Lage FS, in welcher der Bogen & vier- 
mal fo groß iſt als der Halbmeſſer FB, fo wird der Abſtand og’ gleih FB, 
ſo daß der bemeglihe Punft fih nun in F befindet. Kommt die Gerabe 
bei fortgefegter Drehung auf FT zu liegen, fo ift o größer als FB, und 
der Punkt M bemegt ſich nach M’ auf.die andere Seite des Poles F in der 
Verlängerung FT’ von FT, und entfernt ſich dann immer mehr vom Pole. 

Will man anftatt BM eine veränverlihe Ränge, deren Anfangspunft 


im Pole liegt, in die Gleichung einführen, und bezeichnet den Halbmeſſer 
Analyt. Geometrie. ei 


a 
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FB mit a, fo muß man für 0, menn es fih um einen Punkt wie M 
Handelt, a— o, und a—- o bei einem Punkt wie M’ fegen. Dann 
bezeichnet o die Abſtände FM und EM’, und es ift 

e=a— }v, und e=iw—a; 
woraus erhellt, daß die Curve nicht durch eine einzige Gleichung gegeben 
werden kann, mofern man nit bie negatiuen Werthe Des 
Radius⸗Vectors als ſolche betrachtet, die in der Ver⸗ 
längerung dieſes Radius auf der andern Seite des Pols 
anzutragen find. Diefe Folgerung ſtimmt mit der frühern in Betreff 
der Hyperbel geführten Discuſſion überein. 

Es unterliegt nun feinem Zweifel mehr, daß bie Polar⸗Coordinaten 
feiner Grenze unterworfen werben dürfen. Wenn ſich auch Curven finden, 
und es gibt deren allerdings eine große Zahl, welche ſich durch Werthe 
von @, die kleiner als 360° ſind, und durch die poſitiven Werthe von E 
ganz beitimmen laſſen, fo-find dieß befondter Dale, und können nicht als 
algemeine Megel dienen. 


160. Zur Heftätigung bed Vorhergehenden mögen noch einige 
Betrachtungen folgen, welche die Verbindung der Polar⸗Coordinaten mit 
denen, bie mit beiden Aren parallel laufen, deutlih machen, und deßhalb 
Hefonders geeignet find, die Anwendung der den Iegtern beigrgebenen Vor⸗ 
zeichen auf die erſteren zu veranſchaulichen. 

Es feien (Big. 197) XX’ und YY’ zwei rechtwinklige Aren, die ſich 
in F fdjneiven. Aus dieſem Punkte beſchreibe man eine Kreislinie, die FY 
in A ſchneidet, und ziehe DAD’ parallel'mit XX’. Denken wir uns nun, 
DD’ werve vom Kereisumfange fo abgewickelt, daß bie Bögen Aq und Ag’, 
die Den Rängen AQ und AQ’ gleich find, durch die Punkte Q und Q’ be- 
ftimmt find, während zugleich die. Senktechten QP und Q’P’ mit den Halb» 
meffern Fg und Fq’ zufammenfallen: dann erhält ein Punkt M, deſſen 
Parallel⸗Coordinaten mit den rechtwinfligen Axen vorher FP und PM waren, 
bie Lagem, in welcher derfelbe den Bogen Ag=AQ==FP und ven Radius⸗ 
Vector Fm = PM zu Bolar-Coordinaten hat. Da die rechts und links 
vom Urfprunge-F liegenden Abfeiffen entgegengefeßte Vorzeichen haben und 
bis ins Unendlihe wachſen können, fo muß dasfelbe auch mit den auf 
jeder Seite von A liegenden Bögen der Kal fein: ebenfo müffen, da 
die oberhalb und unterhalb XX’ liegenden -Coordinaten wie PM und PN, 
mit entgegengefegten Vorzeichen zu nehmen find, auch die entſprechenden 
Radien⸗Vectoren Fm und Fn, von denen der erfte auf Fq, der zweite auf 
"der andern Seite bes Pols in ver Verlängerung von Fq ſich befindet, ent= 
gegengefeßte Vorzeichen erhalten. Diefe Schlüffe führen und gerade wieber 
auf die in Nro. 451 aufgeftellten Regeln über bie Vorzeichen und die den 
Polar⸗Coordinaten zu gebende Ausdehnung. 


AGI. Zum Schluffe mögen noch als Uesungöbeifiste folgende 
Aufgaben folgen: 
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I. Die Bolar-Gleihung o—aw zu eonftruiren (Conon's Spiraltinie 
oder Archimed'ſche Spirale). 


1. Die Steigung we — a? zu conftrwicen (hyperbolifche Spirale). 


III. Die Steigung ꝙ = a cos w + b, in welcher a und b pofitiv 
find, zu conftruiren. Es find drei Fälle zu unterſcheiden: 


b>a b=a, b<a. 
St b= 0, fo flellt die Gleichung einen Kreis vor. - 


Iv. Die Gleihung.e=a cos mo für folgende Fälle zu conftrulsen: 
m=3, m=4 m=4, m=}3;, m=}3, m=4 


V. Die Gleichung oe = acos do 4 b zu conftruiren. Man 
unterſcheide drei Säle: b>a, b=a, b<a. 

VI Die Polar- Steigung der geraden Linie zu finden. Dieſe 
Gleichung ift ® = mo_a 
VI. Die Polar-Gleihung des Kreifes für einen beliebigen Anfangs= 


punft zu finden. Diefe Gleihung ift — 260 cos (w—a)-H’—R?=0, 
und die Gigenfchaften der Secanten laſſen ſich unmittelbar daraus ableiten. 


VII. Aufgabe Es fei ein gerader Kegel gegeben, in welchem 
ber Halbmefjer der Grundfläche 4 der Höhe beträgt; man denke fih auf 
ber Kegelfläche einen beliebigen von der Spitze um die Länge a abftehenden 
Punkt, und befchreibe aus dieſem als Mittelpunkt mit einer Zirkelöffnung 
gleich r auf ber Kegelfläche eine Curve; hierauf denke man ſich dieſe Kegel⸗ 
fläche auf eine Ebene abgewickelt⸗ auf welcher dieſelbe einen Kreisausſchnitt 
mit einem Winkel, der Feines Rechten beträgt, darſtellt; man fol nun 
die Gleichung der mit dem Zirkel befchriebenen und durch die Abwickelung 
eben gewordenen Curve finden. _ 

Wenn die Gleichung dieſer Curve für alle Werthe von a und r allges 
mein gefunden ift, fo mahe man a= 3, r—= 2, und beflinme für 
biefen befondern Fall die genaue Form ber Cure. 


21 * 


Dreisehntes Kapitel. - 


Bon den Kegel- und Cylinderſchnitten. 


Kegelſchnitte. Webereinflimmung diefer Eurven mit denen 
| der zweiten Grdunng. 


A632. Unter geradem Kegel verfiehen mir bier die Fläche, 
welche durch eine unbegrenzte Gerade, die fi) um eine fefte Gerade dreht, 
indem ſie ſtets durch den nämlichen Punkt derſelben geht und benfelben 
MWinfel mit ihre bildet, erzeugt wird. Die bewegliche Gerade heißt die 
Erzeugungslinie des Kegeld, die fefte Gerade feine Are, und der 
Punkt, durch melden die Erzeugungslinie ſtets geht, fein Scheitel. Da 
die Erzeugungdlinte auf jeder Seite unbegrenzt ift, fo muß die Kegelfläche 
aus zwei vollfommen Ähnlichen Theilen oder Umbüllungsfläden be- 
fteben,; die auf beiden Seiten des Scheitels liegen. 

Aus der Erzeugung bed Kegels folgt, daß jeder ebene Durchſchnitt, 
der ſenkrecht auf der Axe fleht, ein Kreis ift, und daß jede durch bie Are 
gelegte Ebene die Kegelfläche nach zwei Erzeugungslinien ſchneidet, melde 
mit einander einen Winfel bilden, der doppelt fo groß ift als der von der 
Erzeugungslinie mit der Are gebildete. 


4163. Wir wollen uns nun, mit Uebergehung aller befondern 
Fälle, vornehmen, die verfchtenenen Eurven, die man durch den ebenen 
Durchſchnitt eined geraden Kegelö erhält und Kegelfchnitte heißt, 
aufzufuchen. 

&3 fet MAN (Fig. 198) die betreffende Curve: man lege durch die 
Are VV’ eine auf der Ebene dieſer Curve ſenkrechte Ebene, fo wird diefe 
die Regelfläche nach zwei entgegengefeßten Erzeugungslinien RSR’ und TST’, 
und die Ebene MAN in einer Geraben Ax, bie wir als Abfeiffenlinie nehmen 
wollen, ſchneiden. . 
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‚Bon einem beltebigen Punkt der Curve fälle man die ſenkrechte Ordi⸗ 
nate MP, bezeichne AP mit x, MP mit y, und fuche nun eine Relation 
zwifchen x und-y. 

Hter find drei Fälle zu unterfcheiven, entweder trifft Ax bie Erzeu⸗ 
gungslinie TT’ auf derſelben Umbüllungsfläghe wie RR’, ober auf der ent⸗ 
gegengefesten, oder ift Ax mit TT’ parallel. 


Erſter Ball (Fig. 198). Durch die Punkte A und B, wo Ax 
die beiden Erzeugungslinien SR, ST trifft, ziehe man AC und BD ſenk⸗ 
recht auf die Are SV, ſetze AB — = ?2a, BD 2f, AC=2g, und 
ziehe durch P fenfrecht auf die Are no EF. Hierauf lege man durch MP 
und EF eine Ebene, ſo ſteht dieſe ſelbſt ſenkrecht auf-der Are, und muß 
daher den we in einem Kreiſe EMF, ber EF zum. Durgieiler bat, 
ſchneiden. 


Da die Ordinate MP’ ſenkrecht auf Ax ſteht, und in der auf ASB 
fentredhten Ebene MAN liegt, fo muß fie auf der Ebene ASB ſelbſt fenk- 
recht ftehen; fie bildet alfo mit dem Durchmeffer EF einen reiten Winkel, 
daher ift 


\ y2 ⸗ EPPF. 
Aus den ähnlichen Dreiecken AEP und ADB erhalt man aber 
EP: x = ?2f: 2a, woraus EP = 2; 


und bie- Ähnlichen Dreiede BFP und BCA ergeben J 
PF:’Qa—x— 2g:2a, alſo PF— 8 am Gaza. 
Somit ift die Gleichung des Kegelſchnitts | 


y2 * (2ax — x?), 


und Daher iſt Diefer Regetfänitt eine Ellipſe. 


Bemerkungen. I. Wird die große Are einer Ellipſe mit 2A, die 
fleine mit 2B bezeichnet, und man bezieht diefe Ellipfe auf ihre große Are 
und auf eine in einem der Scheitel errichtete Senkrechte, fo iſt die Glei⸗ 
dung dieſer Curve (Nro. en 


—* - (2Ar — ©. 
Vergleichen wir biefe mit der vorigen, fo fehen wir, daß bie große. 


Are des Kegelſchnitts gleich 2a, die Heine gleih 2V fg, und daher ber 
Abſtand der beiden Brennpunkte 2V a? — fg iſt. 
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Bäftt man AG ſenkrecht auf BD, fo it BG=f-+-g, und das 
Dreieck ABD gibt 


AD? = 4? + 4f — 4 (ft + g) = 4a? — Ag; 
alfo it AD = 2V a?— fg d. h. gleich tem Abſtand ber Brennpunfte. 


Bolgliih ift bei der Eflipfe, bie aus dem Kegelfäänitt 
entfteht, die große Are gleich AB, die Eleine Are die 
mittlere PBroportionale zwifhen AC und: BD, und die 
Ercentricitaͤt gleich AD. 


x 


IL. Man. befhreibe in das Dreieck ASB einen Kieis, der bie drei 


Seiten inH, J und K berührt. Nun iſt, wie leicht einzuſehen, 
AH=Al, BH=BK, SI=SK; 
fomit it CK = Al—= AH; aber BE— CK = BC; alfo : 
BH — AH = BC, | 
daher iſt au), wenn BH’ = AH gefegt wird, 
BH— BH’=HH'=BC 
Die Entfernung der Brennpunkte der Ellipſe ift aber, wie wir eben gefehen, 


gleich BC oder AD, alfo find-die Punkte H und H’ die beiden 
Brennpunfte. 


— 


Uebrigens wird der Brennpunkt H’ auch beſtimmt, wenn man einen 
Kreis tangential an bie drei Linien AB, AR und BT Beſchreibt. Denn es 
feten H', Y, K' die Berührungspunfte, fo iſt BH’ = BK’ = DJ; folglich 

AH — BHW’ = AP —DF’=AD, 
alfo H’ der andere Brennpunft. 


Sieht man IL parallel mit AC, fo find bie Dreiecke AIL und ABD 
ähnlich, und es ift 
AL: AB = AL: AD, 
Nun fe O die Mitte von AB, alfo 
AB = 204; AD=2OH, Al= AH; 
fo erhält man, anftatt der vorigen Proportion 
AL:OA= AH: OH, 
oder au) componendo 
OL : OA = OA : OH, woraus OL x OH = OA®. 


Ebenſo findet man, wenn K’L’ parallel mit BD gegogen wird, 
OL’ >< OH’ = OA? 
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- Bergleit man nun diefe Refultate mit Nro. 315, fo folgt daraus, 
daß die Bunfte L und L die Fußpunfte der beiden Dis 
‚reetricen find. 


1. Wenn fih die ſchneidende Ebene parallel mit ſich ſelbſt fort 
bewegt, fo behalten die Dreiecke ADB und ACB .diefelben Winkel bei, alfo 


bleibt das Berhäktniß vs, welches das der Aren der Elipſe ift, eonftant. 
Dieß ift die Eigenfhaft ähnlicher Ellipfen. 


IV. Iſt der Kegel und die Ellipſe befonders gegeben, fo kennt man 
bie Seiten AB und AD des Dreiecks ABD,. ſowie den Winkel D. Denn 
AB ift die große Are der Ellinfe, AD der Abftand der Brennpunkte, und 
ber Winfet D ift das Complement zu dem Winkel, den die Erzeugungälinie 
des Kegeld mit der Are bildet. Man kann alfo dad Dreieck ABD con= 
firuiren, und daraus den Punkt S finden, indem man in ber Mitte von 
BD die Senkrechte SV errichtet. Dann iſt Elar, daß der Durch die Drehung 
von SR um SV erzeugte gerade Kegel gleich dem gegebenen ift, und daß die 
durch AB ſenkrecht auf die Ebene RSV gelegte Ebene dieſen Kegel in ber 
gegebenen Ellipſe fehneivet; alfo Tann jede Ellipfe auf einen 
gegebenen Kegel gelegt werden. 

Nah der Natur der Ellipfe it AD <AB, auch ift Winkel ADB 
fpisig; alfo iſt das Dreie ADB immer möglich, und die vorige Folgerung 
erleidet feine Ausnahme. “ 


AG6A. Bmeiter Fall (Big. 199). Macht man dieſelben Con⸗ 
ſtructionen wie für den erſten Fall, und Devil bie nämliche Bezeichnung 
bei, jo ift immer y„? = MP? = EP x<P 


Aus der Bergleihung der Ähnlichen Dreiecke AEP, ADB, und ver 
ebenfalls ähnlichen Due BFP und BCA hat man ° 


EP = - —_g@a-r rn 
— — a ’ 
woraus ſich ergibt . 
y-= > (2ax + 2°): 
alfo ifl der Kegelſchnitt eine Hyperbel. 


Bemerkun gen J. Verſetzt man den Anfangspunkt in den Scheitel, 
ſo iſt die Gleichung der ee (Nro. 360) 


y’ 7 5 Gux + m), 
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Hieraus erficht man, daß bei der auf dem Kegel Legenden Hyperbel 


pie erfte Are gleich 2a, die zweite gleich 2Vfg ig, und die Ereentricität » 





2Va? + fg iſt. 
Zieht man AS ſenkrecht auf. BD, fo findet fich leicht 
AD? —= 4a? + af? — aAf (f—g) = 4a? - Alg; 


alfo AD— 2Va?-+ fg — fg, woraus hervorgeht, daß der fans AD der 
Ercentricität gleich ift. 


1. Es feien H, I, K und H', r, K’ die Betührungspunkte der 
Linien xx’, RR’, TT’ und der beiden von biefen Linien berührten Kreiſe, 
bie wiſchen den Erzeugungslinien RR und TT legen, fo ift 


AH = A= = CK, 
und daher 
BH-L AH — BR CK — BC. 
Nun ift die Linie AD oder-BC gleich dem Abſtand der Brennpunkte der 
Curve, alfo ift der Punkt H ein Brennpunkt. Cbenſo iſt 
BH’ = BR’ = DIV, . 
und fomit N 
AH +BH=AP--D’=AD, 
alfo H’ der andere Brennpunkt. 
Man ziebeIL und K'L’ parallel mit BD; wegen ber ähnlichen < Dreiede 
AIL und ADB ift 
AL: AB= Al (oder AH): AD (ober HH’). 
Nun fei O die Mitte des Abſtandes AB, ſo gibt dieſe Broportion 
folgende: 
AL: OA —= AH: OH. 
Folglich erhält man dividendo 
OL : OA = OA: OH, woraus OL X OH = OA?. 


| Auf Ähnliche Weife könnte man finden OL’ OH’ = 0A?; alfo 
find (Nro. 372) die Punkte L und L. die Fußpunfte der 
beiden Directricen. 
| Itnis VER. 
II. Bei parallelen Durchſchnitten bleibt das Verhältniß Eu der 
beiden Aren conflant, weßhalb die Hyperbeln ähnliche heißen. 


Daraus, daß diefes Verhaͤltniß conſtant bleibt, folgt, daß die aus 
diefen Durchfchnitten fich ergebenden boperheln parallele Aſymptoten haben. 
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Huch laͤßt ſich leicht erkennen, daß der durch den Scheitel des Kegels ge⸗ 
führte parallele Schnitt zwei mit dieſen Aſymptoten parallele Erzeugungs⸗ 
linien gibt. 


IV. Will man eine Hyperbel auf einen gegebenen Kegel legen, ſo 
conſtruire man das Dreieck ADB, in“welchem ber ſpitzige Winkel D, die 
dem Abſtande der Brennpunkte gleiche Seite AD, und die ber erſten ober 
Duer«Are gleiche Seite AB gegeben iſt; dann errichte man auf der Mitte 
von BD die Senkrechte SV. Nun ift der gerade Kegel, der SV zur Are 
und SA zur Erzeugungslinie bat, gleich dem gegebenen Kegel, und die 
durch AB Tenfrecht- auf die Ebene ASV gelegte Ebene ſchneidet diefen Kegel 
nad der gegebenen Hypefbel. 

Da aber die Seite AB kleiner ift als AD, fo tft das Dreieck ADB 
nur in dem. Falle möglich, wenn AB nicht £letner iſt, als die Senkrechte AG. 
Das Dreieck ADG gibt nun | 


AG — AD sin ADG = - AD cos s ASV, 
alfo muß 


AD cos ASV <AB,. oder cos AsV < * 
fein (wobei jedoch das Zeichen < die Gleichheit nicht ausſchließt). 


In der gegebenen Hyperbel ift aber das Verhältniß * gleich dem 
Coſinus des von ber Aſymptote und der erflen Are. gebildeten Winkels 
(Rro. 411); wird daher diefer Winkel mit 0 bezeichnet, fo ift 

cos ASVY </ cos 6, alfo ASVY > 0 und 2ASV > 20. 

Cine Hyperbel fann alfo auf einen gegebenen Kegel 
gelegt werden, wenn nür der von zwei gegenüberliegen- 


den Erzeugungslinien gebildete Winkel nicht Eleiner tft, 
als der auß den Afymptoten der Hyperbel. 


A663. Dritter Ball Big. 200). Bet fteter Velbchaltung der⸗ 
ſelben Conſtructionen iſt wieder y? = EPPP. 

Da Ax parallel mit ST, fo tft PF= AC 2g, und aus den 
ähnlichen Dreiecken AEP und SAC ergibt fi, wenn AS—d gefegt wird, 

EP:x=?2g:d, woraus EP —= zer, 
folglich iſt die Gleichung der Eurve 
mi. 
. 3 =7% | 

und fomit iſt der Kegelfohnitt eine Parabel. 
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Bemerkungen. I. Der Parameter diefer Parabel iſt gleich “= 


Fallt man nun aus der Mitte von AC die Senkrechte GH auf Ax, fo find 
die Dreiecke AGH und AGS ähnlih, und daher 
2 


AH:g=g:d, woraus AH = 5; 


AH ift daher ein Viertel des Parameters, und folglich H ein Brenn— 
punkt der Parabel. 


1. Bon nun an ift Har, baß dieſer Brennpunkt eben der 
Berübrungspunft der Linie xx und des Kreiſes iſt, der 
- die beiden Erzeugungslinien RR’ und TT und bie Ge⸗ 
rade xx’ berührt. 

Berner iſt leicht einzufehen, wenn man durch den Berührungspunft 
der RR’ an. demfelben Kreije IL parallel mit AC zieht, daß AL = AH 
ift; alfo geht die Directrir durch den Punft L. 


II. Es braucht Hier nicht bemerkt zu werben, daß die durch parallele 
Ebenen gegebenen PBarabeln ähnlich find, weil alle Parabeln als 
ähnlich zu betrachten find. Die gründet fi darauf, daß bei 
zwei beliebigen Parabeln die durch die Scheitel in gleicher Neigung zu den 
Axen gezogenen Geraden immer in Proportion ftehen. Der Beweis dieſes 
Sages ift zu leicht, um denſelben bier anführen zu müflen. 


IV. Um eine gegebene Barabel auf einen gegebenen Kegel zu legen, 
conſtruire man das rechtwinflige Dreieck GAH, vor welchem die Seite AH 
und der Winkel GAH gegeben find ; dann errichte man Gs ſenkrecht auf AG 
und mache den Winkel GAS —= GAH. Nun iſt die durch die Umdrehung 
von SA um SG befchriebene Fläche vie des gegebenen Kegels, und die durch 
AH ſenkrecht auf die Ebene ASG gelsgte Ebene ſchneidet diefen Kegel in ber 
gegebenen Parabel. Folglich können alle Parabeln auf einen 
gegebenen Kegel gelegt werden. 


A466. Die Sauptfolgerung aus dem ganzen Vorhergehenden ift 
mn, daß die Kegelfhnttte Eurven der zweiten Ordnung 
find, und daß umgefehrt die Curven ber zweiten Örbnung 
Kegelſchnitte ſind. 


Andere Methode. 


A67. Bir wollen nun bie Kegelſchnitie mittelſt einer andern 
Methode, bei welcher die drei Curven ſich aus einer einzigen Gleichung 
ergeben, ſuchen. 
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Nachdem (Big. 201) dieſelben Conftructionen wie in Nro. 463 ge⸗ 
macht find, mäble man foldhe gegebene Größen, bie fi für alle Lagen’ der 
Linie Ax gleich eigiien, und fege 


SA=d, SAıx=« RSVY=B. 
Der Kreis EMF gibt nun y2 = EP X PF. 


Im Dreieck APE iſt 
EP:x = sin PAE : sin PEA. 


‚Aber 
sin PAE = — sin«, und sin PEA = — cos ß, 
alfo 
x sin a 
cos 4 


Zieht man AC parallel mit EF, und PH yarallef mit SF, fo ift im 
Dreieck APH 
AH:x= sin APR: : sin AHP; 


EP = 





aber 

sin APH = sin (« + 23), und sin AHP = cos ß, 
alſo 

au — ln @ +). 
cos 4 
Im Dreieck SAG ergibt ſich 2AG AC — 2d sin ß, und zieht 
man AH von AC ab, fo ift 
nic x sin (x + 2P) 
Sept man endli für EP und PF ihre Werthe, ſo iſt 


2d sin « sin B, __ sin sin (a —- 2) 
2 — 2 — — — — — — 2 . 
15] I cos ß cos? 6 iR 


alfo find die Kegelſchnitte Curven der zweiten Ordnung. 


Um den umgekehrten Sat zu beweiſen, iſt zuerſt zu beachten, daß bei 
rechtirinkligen Coorbinaten und wenn der Anfangspunkt im Scheitel liegt, 
die drei Curven ber zweiten Orbnung in der Gleichung enthalten find 


[s] y? = ?2px + nx?®, 


- wo 2p ben Parameter der Curve, und n das Quadrat des Verhältniffes 


der zweiten zur erften Are (ohne Rüdfiht auf das Vorzeichen) bezeichnet. 
Nun iſt zu beweifen, menn die Größen p, n, B gegeben find, daß für bie 
Unbelannten d und & reelle Werthe gefunden werden können, welche bie 
Gleichungen [S] und [s] iventifh machen. 
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Sekt man die betreffenden Eoefficienten von x und x? je einander 
glei, fo ift 

.dsin« sin sin « sin 2 
1) Sem, pmemetid_ 


—n. 
cos 6 cos? ß 








Die Gleichung [1] gibt für d einen reellen Werth, wenn @ ſelbſt 
reell iſt. Um dieſen Winkel zu finden, wollen wir jedoch die Form der 
Gleichung [2] in eine bequemere verwandeln. 


Nimmt man die trigonometrifhen Formeln für cos (A + B) und 
cos (A — B), und zieht die erfte von ber zweiten ab, fo iſt (Nro. 38). 
2sſin A sin B cos (A—B) — cos (A+B); 
nun ſei Ä 
A=a+2P, und B , 
ſo gibt dieſe Formel 
2sin « sin (æ426) = cos 28 — cos (22258). 


Für die Gleichung [2] erhätt man daher 
cos 28 — cos (2«+2P) = — ?n cos? 4, 


woraus 
cos (20 4 28) = cos 28 + 2n cos? ß. 
Nun tft 
cos 28 = cos? ß — sin? 8 = 2cos? B — 1, 
und fomit 


cos 2a +?) = 2 (1m) co? — 1. 


In der Ellipſe ift das Verhältnig von n negativ und Feiner ald 1; 
folglich Viegt der vorige Werth zwifchen +1 und — 1, alfo iſt der Bogen 
2« + 28, und damit auch & reell: iſt daher ein gerader Kegel 
gegeben, fo läßt er fh immer nad einer gegebenen Ellipfe 
fhneiden. 


Bei der Hyperbel ift n pofltiv und kann beliebig groß fein. Iſt der 
Werth von cos (2x — 28) negativ, fo muß er offenbar Eleiner als 1 
fein, und daher iſt © reel. Es verhält ſich aber nicht fo, wenn biefer 
Werth pofitiv iſt; dann muß 


2 (im) co? B — 1 < 1 fein, woraus cos 6 < \Y 


Um biefe Bedingung zu erlären, feße man anftatt m- das Quadrat 
des Verhältnifies ver Axren, fo wird | 


u a 
P< arm 
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Bezeichnet man num den dutch die Afgmptoten und die Quer⸗Axe ges 
bildeten Winfel mit 9, fo ift au 


co d = — — — 

VnT 9 
alſo | 
cos B < cos 8, daher B>0 und 28 > 20. 


Somit erhält man wieder die Bedingung: wenn man eine Hy⸗ 
perbel auf einen geraden Kegel legen will, fo muß der 
Winkel in: deffen Scheitel wenigftens gleih dem ber 
Aſymptoten fein. 

Bei der Parabel ift n = O, und dann gibt die Gleihung [2] ent- 
weder sine —= 0, ober sin (« 4 2) = 0. Der erfte Werth ift nicht 
zuläßig; denn menn er in bie Gleichung [1] gefeßt würde, fo wäre p=0, 
und die Gleichung [s} würde feine Barabel mehr vorftellen. . Man: muß 
alfo sig (x 4 28) = 0 fegen; nun muß aber & + 28 < 360° fein; 
alfo tft entwever æ + 28 = 0, oder & + 28 = 180°. 

Die Gleihung & + 28 = 0 kann man vernahläßigen, denn fie 
würde & negativ machen; bie Gleichung «+ 28 = 180° zeigt aber, 
daß die Kinie Ax (Fig. 201) mit ST parallel laufen muß: dieß muß wirf- 
lich beider Parabel fattfinden. Alſo laffen fih alle Barabeln 
finden, indem man. denfelben geraden Kegel durch Ebenen 
ſchneidet. 


Cylinderſchaitt. 


AGS. Es ſei AMB (Fig. 202) der ebene Durchſchnitt eines geraden 
Cylinders; macht man dieſelben Conſtructionen wie für den Kegel (Nro. 463), 
und bezeichnet den Halbmeſſer des Cylinders mit r, AB mit 2a, fo findet 
man leicht für die Curve AMB 


y? 


Diefe Gleichung, welche eine Ellipſe vorftellt, läßt fih auch von ber 
Gleichung [S] ableiten; man muß jedoch die Linie AG (Big. 201) in diefe 
zuvor einführen. 

Sept man AG = r, fo gibt das Dreied AGS -- = d sin ß, und 
jomit verwandelt fi [S] In 

a __ ?rsine sin « sin (« 4 2p),, 
er Y: cosꝛ ° 

Nimmt man nun 40 an, fo werben die Linien RR’ und Tr’ 
parallel, und der Kegel verwandelt fih in einen Cylinder. Unter dieſer 
Vorausſetzung verwandelt ſich die Gleichung in 


”?=?rsn®e.x— sin’«.x”. 
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+ Diefes Mefultat ſtimmt mit der Gleichnng [T] überein; denn «& ſteut 
den Winkel R'AB (Big. 202) vor, und das Dreied ABC gibt 


, . r 
sin ABC = sin .« — 2 
a 


fegt man nun dieſen Werth in bie obige Gleichung, fo verfällt man wieber 
auf Die Gleichung [T]. 


Antiyaralleler Schnitt des (diefen Brgels, 


AG9. Bewegt man eine Gerade fo, daß fle immer auf eine Kreide 
Tinte zu ftehen kommt und durch einen gegebenen Punkt geht, fo erzeugt fie 
einen Kegel, ver ben Kreis zur Grundfläche, den gegebenen Bunt 
zur Spitze (Scheitel), und die durch die Spige und den Mittelpunkt der 
Baſis gezogene Linie zur Are hat. Der Kegel iſt gerade oder ſchief, 
je nachdem die Are ſenkrecht oder fchief auf ver Baſis ſteht. 

Eine durch die Are eines fhiefen Kegels fenkrecht auf feine Bafls gelegte 
Ebene ſchneidet den Kegel und feine Bafis In einem Dreied, das der Haupt⸗ 
ſchnitt genannt wird. 

Der ſchiefe Kegel wird, wie der gerade, durch die mit feiner Bafls 
parallelen Ebenen ir Kreifen gefhnitten; er Hat aber außerdem noch bie 
Eigenſchaft, daß er aud) von andern Ebenen in Kreifen gefchnitten werben 
fann. Died foll nun gezeigt werben. | 

Es fei SAB (ig. 203) der Hauptfchnitt eines ſchiefen Kegels, und 
DMC die aus dem Durchſchnitt dieſes Kegels mittelſt einer auf der Ebene 
SAB ſenkrechten Ebene entftandene Curve. Nachdem man MP ſenkrecht 
auf CD, und EPF mit AB parallel gezogen bat, Iege man durch EF und 
MP eine Ebene, die mit der Baſis des Kegels parallel läuft, und dieſen in 
einem Kreife EMF ſchneidet. Nun muß offenbar MP auf dem Durchmeſſer 
EF fenfrecht ftehen; alfo it MP? = EP x PF. 

Angenommen, die Curve DMC fet ein Kreis, fo iſt die Gerade DC 
ein Durchmefjer desfelben; und es tft auch 

MP? = DP x PC; 
alfo if . 
ober au 
EP:DP=PC:PF. 


Die beiden Dreiecke EPD und, EPF haben aber zwifchen den propor⸗ 
tionirten Seiten gleiche Winkel; fie find daher ähnlich, und 
Winkel SCD = SEF = SAB. 


Iſt diefe Bedingung efült, fo muß offenbar ver Durchſqhaitt ein 
Kreis ſein. 
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\ 
Dadurch ift. auch die neue Richtung bekannt, welche ſchneidende Chenen 
haben müſſen, damit die Durchfchnitte des fchiefen Kegeld Kreife feien. 
Diefe Durchfihnitte heißen antiparallele oder entgegengefekte; 
auch bei dem fehiefen Eylinder mit Ereiöförmiger Grundfläche gibt es einen 
antiparallelen Durchſchnitt. 


- 370: Bemerkung. Welche Lage auch die Linien CD und EF 
haben mögen, wenn fie nur mit denen, die ben beinen Reiben Ereisförmiger 
Durchſchnitte entſprechen, parallel find, jo müſſen offenbar die Dreiede 
EPD und CPF ftets ähnlich fein, und es ift immer 


EPXxPF=DP>PC. 


Daraus laͤßt fih Leicht fehließen, daß CD und EF hie Sehnen eines und 
desfelben Kreifed find, und Haß die Freisföürmigen Durchfehnitte, welche 
diefe Linien zu Durchmefiern haben, auf derfelben Kugelflädhe liegen, deren 
größter Kreis eben CD und EF als Sehnen enthält. 





VBierzehntes Kapitel. ° 


Allgemeine Betrachtung der Langenten und Apymptoten. 


+4 


Cangenten an algebraifchen Eurven. 


AT1. Es ſeien x und y’ die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
einer Eurve. Für einen andern Punkt Habe man die Abſciſſe x’ — h und 
bie Ordinate y’ — k. Nun ift die Secante, welche durch die beiden 
Punkte gebt, beftimmt, wenn das Verhältnig von k zu h befannt ift; 
indefjen ift der allgemeine Werth dieſes Verhältniffes nicht erforderlih, wenn 
nur derjenige gefunden iſt, welchen dasſelbe erhält, wenn der zweite Punkt 
mit dem erften zufammenfält. Denn bezeichnet man dieſe Grenze mit A, 
fo ift offenbar die Gleichung der Tangente 


y—-y=ı(ı—)). 


Die Grenze A muß aus der Gleichung hervorgehen, welche die Ver⸗ 
bindung zmifchen der Abfeiffe und Ordinate ausbrüdt, und diefe Grenze 
läßt ſich auf folgende Weife finden. 

Es fet Z = 0 die Gleichung: der Cure. Es muß ihr Genügg ge⸗ 
leiſtet werden, wenn man darin x und y durch X und y’ oder durch X—+-h 
und y’ — k erfeßt; bezeichnet man alfo das, mad Z durch diefe Subftitu- 
tionen wird, mit 2’ und Z’, ſo muß 7 =0, ud 2’=0, alſo au) 
zZ’ — Z —=0 fen. 


Nehmen wir nun an, Z=0 fei eine algebraifche Gleichung, fo 
müfjen fich offenbar alle Glieder von Z’ in 2“ finden ; denn macht man 
h=0 us k= 0, fo verwandelt ſich “+ h inx um „kin y, 
und fomit auch 2’ in 2’. Daraus folgt, daß die Gleihung Z"—Z’—=0 
nur aus Gliedern beftehen kann, die h und k als Factoren, oder au) ald 
Potenzen und Producte aus diefen Größen enthalten. Man fege deßhalb 





.mum . 
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in diefer Gleichung k — Ik, leite aus dem Verhäftniß 1 einen allgemeinen 
Werth ab, und gehe dann zu ber Grenze A über, indem man h= 0 fegt. 


In der Algebra wird beiwiefen, daß dad Polynom Z, wenn man x 
und y durch x h und‘ y — koerfegt, ſich in 
Z + ih Yk-+ © serwanbelt, 


wo X und Ynahxund y abgeleitete. Polynome von Z, und o eine Meibe 
von Gliedern vorftellt, die alle Potenzen oder Producte aus h und k zu 
Factoren haben. 

Wenn nun Z/, X, Y’, ©’ die Größen. vorflellen, ,welche aus 
Z, X, Y, w dadurch entſtehen, daß x und y in x’ und y’ verwandelt 
werben, fo muß offenban 


Z'"=2+Xh+Yik-+ 0 fein; 
und folglich erhält man anftatt der Gleihung Z’ — Z’= 0, 
| ıh+Yi+o0=0. | 
Mun fege mank = Ih, dann ergibt ſich, wenn man mit h dividirt, 
und ben Quotienten aus o burch h mit oo’ bezeichnet, 


7 „ 
X + Yi-+o’ = 0, woraus I=—5—5 . 


Die Größe w’’ enthält noch in allen Gliedern h; fie wird alfo Null, 
wenn man, um die Orenze A vpn 1 zu erhalten, h= — 0 annimmt: dann 
‘ x - ” 


ift einfach 
Am — 


\ ’ y’ . 
und ſomit m die Gleichung der Tangente 
x 
'3-y=-ya-ır) 

ober ug in anderer Form ,, wenn x '’+-Yy= v’ geſetzt wird, 
[t] | Yy+Xı=\. 

Es ließe fich leicht zeigen, daß fich die Größe V’ mittelft ver Gleichung 
Z’ —= 0 immer auf ein Polynom von geringerem Grade als 2’ rebucktt; 


wir wollen und jedoch darauf beſchränken, diefen Sat an folgenven zwei 
Beiſpielen zu erweiſen. 


A772. Beiſpiel J. Man betrachte die Linien der zweiten Ord⸗ 
nung in ihrer allgemeinen Gleichung 
[A] Ay + Bıy+ CR + Dy+Er + F=0 

De iſt 

Y=2?2Ay -+Br’--D, X = By -+ 20x LE, 


V’— 2Ay? + 2Bry + 20x? + Dy. +8 Br 
Analyt. Geometrie. 
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Die Gleichung [A] gibt aber 
2Ay’? + 2Bx’y’ Fr 26x? = — 2Dy’ — ?2Exr’ — 2F; 


alſo iſt 
V — — Dy Ex’ — ?F, 


und folglich iſt die Gleichung der Tangente 
(2Ay’ —+-BY--D) y-+-(By’ + 2Cr +Hx+ Dy +Exr-+?2F = 0. 
Betfpiel ll. Es fei noch einmal die ſchon Nro. 183 conſtruirte 
Gleichung gegeben: u | 
y„—3ay-+-ı?=0, 
Hier ift = | . 


-Y = 3y?%—3arY, X = 37? —Bay, = 3y°--6ary-+3r’? 


— 3ax’y’, und daher ift die Gleichung der Tangente 
G—a)y+a?—ay)ı=a'y. 


Sangenten an die auf Polar-Casrdinaten bezogenen Curven. 


A73. Iſt eine Curve CD (Fig. 204) durch eine Polar⸗Gleichung 
gegeben, fo wird ihre Tangente in einem beliebigen Punkt M durch den 
Winkel AMT beftimmt, den ſie mit dem Radius-Vector AM madt. Um 
diefen Winkel zu finden, vente man fich die Tangente immer als eine durch 
zwei Punkte M und M’, die in einen einzigen zufammenfallen,, gehende 
Secante. Diefe Serante ſei M'MS; man befchreibe mit-AM einen Kreis, 
ber den Radius⸗Vector AM’ in N trifft, ziehe bie Gerade NMH und nod 
AS parallel mit NH. Nun geben die ähnlichen Dreiede ASM’ und. NMM’ 


AS - MN 


" [1] — _ AM — MN 


‚ Wird nun AM’ der AM immer näßer gebracht, bis fie zuſammen⸗ 


fallen, fo wird MS zur:Xangente MT, und MH fteht ſenkrecht auf AM; 


alfo erhält auch die Parallele AS eine auf AM fenfrechte Lage AT. Dann 
verwandelt ſich y 48; in Al. ; und da dad Dreied AMT in A rechtwinklig 


AM 
ſt, ſo hat man a | 
AS AT — 
Grenze von am aM” tang AMT. 





Ä | „MN 
Suchen wir au, was nun aus dem, Verhältniß WN wird. Es 
felen ©, o die Polar@oorbinaten des Punktes M, nd ob, oe —+k 
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-die von M’, fo daß Winkel MAX — o, AM = o, Winkel MAN — h, 
MN=kif. Baltman Al ſenkrecht auf MN, pi 
MN = 2NI = 2e sin 4h, 

alſo 

MN! _ 20 sin u 

MN x 

Um bie Grenze biefes Verhaummiſſes zu finden, ſchreibe man es auf 

folgende Art: 


MN sin Ib 
m x: xe: 





Im Augenblick, wo M ans M zufammenfallen, wird h Nul, und 
dann muß bekanntlich (Nro. 51) das Verhältniß von sin Ih zu 4h gleich 
1 ſein. Bezeichnen wir ferner das, was aus dem Verhältniß h zu k wird, 
mit 6, fo erhalten wir 60 ald ‚gefuchte Grenze. Alſo gibt bie Gleſchung 
im Augenblick, wo die Secante zur Tangente wird, 

[2] | tang AMT —= 9%. 


Die Lage der Tangente MT hängt fomit blos von der Größe 8 ab, 
welche Die Grenze des Werhältniffes ift,, in welchem der Winkel © und ber 
Radius⸗Vector wachſen, und-- offenbar muß fich diefe Grenze für jeden be= 
fondern Fall aus der Polar-Gleihung der Curve ganz auf diefelbe Welle 
ableiten laſſen, als menn o und o mit den Axen parallele Coordinaten wären. 


Bei der Anwendung von: Polar⸗Coordinaten heißt der zwiſchen dem 
Anfangspunkt und der Tangente liegende Abſtand AT, der im Anfangs⸗ 
punkt auf dem Radius⸗Vector ſenkrecht errichtet iſt, die Subtangente. 
Dieſer Abſtand läßt ſich aus dem rechtwinkligen Dreieck AMT ableiten, wo⸗ 
durch man erhält 


AT= e tang AMT = 60”. 


ATA. DBeifpiel. Nehmen wir die Polar⸗Gleichung der Curven 


zweiter Ordnung (Nro. 458) 
0 — — PP 
1—e cos ® 


rm nein + und oine-+k, fo tft 


e+k= 1—e zen) 
“ Zieht _. vongi-kab, fo ie 
1 p pe[cos(o-+h)— coso 
Am er” 1—e cos» (1—ecosw)[1—ecos(@+h)' 
22 * 
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- 


und 
h_h de cos ») [i—e cos -+h)]. 


ko pe [cos (o--h) — cos o] _ 


Aber die bekannte Formel (Nro. 39) 
008 — cosp= 2ein EP + DO X sin} P-g) 





gibt 
cos @ — cos (o +4 h) = 2sin (o 4 4h) sin 3h; - 
alſo 
h____(1i-ecoso) ——— 4 
ko pe sin (o-+-4h ° sin ih 


Um die Grenze 9 diefed Verhältniſſes zu erhalten, us h= 0 ge 
feßt werden, dann ergibt id 
— 2 
o— 4 e cos w) 
pe sin & 
und folglich verwandelt fich die Kormel [2], indem man für o und 6 ihre 
Werthe fegt, in 


tang AMT = — 


A-ecoso 
€ sin © 


Afgmptsten der algebraifchen. Curven. 


A735. Es ſei, wie in Niro. 746 
y-a+d 
bie Gleichung einer mit den Ordinaten nicht parallelen Aſymptote. Nach 
der Erklärung der Aſymptoten muß die Gleichung der Curve einen Werth 
für y geben, ſo daß 
y=aı+d+YVY 

if, wo V zu Null wird, wenn man x = * oo fett. Aus dieſer Glei⸗ 
chung erhält man aber uerfi 


—E——— d=y—a-— V, 


x . 
und dann ift nach der Borausfegung x = + X 
ce = Ötrenge von % d= Grenze von (y—cx): . . 


dieß find alfo die zu beſtimmenden Grenzen, welche nun für bie algebrais 
fhen Grenzen überhaupt gefunden werben follen. 
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Betrachten wir beliebige Polynome nad x und y, und es ſei 
U = AypyT + Barys + ete., 
- U, Axpyv B'xtys 4 etc., 
U, — A’'xP’yt" + Br’ ya". 4 etc., 
etc. . | | 
Angenommen alle Glieder von U feien vom mten, die von U, vom 


m—iten Grade, und fo fort, fo laffen ſich die algebraiſchen Turven ber 
mten Ordnung durch) die Gleichung darftellen 


Mi] U+U +U,+ee.=0. 


Dieß vorausgefeht, feße man in [1], um c zu erhalten, y= cx, 
und ſuche den Werth von c, dr x—= + entſpricht. Da nun bie 
Glieder. von U vom mten Grad find, fo müffen fie offenbar nad) der Sub⸗ 
flitution von cx alle xm- enthalten, ſowie bie von U, alle mi, uf. f. 
Zur Abkürzung feße man 


T. = Ac1-+ Be’ -+ etc, T, = Act! +B’c +etc. 
T,=A'ct' + B’c —ete, ete. 
jo verwandelt ſich Gleichung [1] in 
Txm —+ T,x0-1 1 T,x9? 4 ete. = 0; 
ober au, indem man . x@ dividirt, in 


T, T, — 
It rareo=0. 


Kun nehme man x—= © an, fo bleibt T =(, oder 


[2] Aca + Be’ + etc. = 0; 
und dieß tft die Sleichung, deren reelle Wurzeln die Werthe des Coeffi⸗ 
cienten c find. 


Kennt man c, fo gehe man zur Beftimmung von d über. Im der 
Gleichung [1] fege man y— cx — d oder vielmehr y=cx -+d, 
und bezeichne die nah c abgeleiteten Polynome mit 


T,Tr. ‚T’, "322. I, Ta”. eto., 
ſo iſt die daraus fa engebenbe Oleiihung — x gevehnet 


Tım Hr + a d+T,) x=2+ 1. n w.—0. 


Wegen. der Steihurfg [2] ift T gm Null; laffen wir diefen Theil weg, 
dividiren mit x@4, und nehmen x = 4 an, fo bleibt 


[3] ur Ta+T, =0, 
melde Gleichung ben Werth von d, ber iebem Werthe von c entſpricht, 
ergibt. 
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Sp werden die den y nicht parallelen Aſymptoten durch die Gleichun⸗ 
gen [2] und [3] Heftimmt. Die erfte, welde c ergibt, hängt einzig von 
den Coefficienten des Polynoms ab, und bie zweite, wodurch d beftimmt 
wird, läßt ſich blos mittelft der Polynome U und U, bilden, ohne von 
denen einer niebern Ordnung etwas zu entlehnen. 

Es ift jedoch eine wichtige Bemerkung zu machen. Es kann naͤmlich 
ber Fall fein, daß für einen Werth von c in der Gleichung Tx® + etc. = 0 
nicht nur die Glieder nach x® , fondern auch bie nach z@-1 verfehminden; 
in diefem Falle dividire man mit xm2, ſo ergibt fih für die Beſtimmung 
von d die Gleichung 

- 7 „.,Hı — 
54 + 4 a+n=o, 


welche im Allgemeinen vom zweiten Grabe ift. 


Im Falle die Glieder nad) m? auch verſchwinden, wendet man bie 
jenigen an, welche xm3 enthalten, und fo fort. 

Um feine Afymptote auszulaffen, varf man aud die nicht vergeffen, 
welche mit den y parallel find.- Sie merden durch De Werthe von x, wo⸗ 
dur y unendlich wird, beftimmt: nehmen wir nun an, bie gegebene 
Gleichung fei nach x georbnet, und fie heiße Dani Vy°-+-V,y"-1-Fetc.=0, 
fo dividire man fie durch ye; nun läßt ſich fogleich erfennen, daß die Werthe 
von x, für melde y — + o if, durd bie Sr V=0 ge⸗ 
funden werden. 


"276. Beiſpiel J. Es fer die allgemeine Gleiyung des zweiten 
Grads gegeben, 
[Al Ay +Bay-H CR +Dy-+Er+F=0, 


man fol fuchen, was in biefem Falle aus den Gleihungen [2] und [3] 
wird. Zur bequemern Auffaffung beachte man, daß T und T, nichts 
anderes find, als die Polynome U und U,, in melden x auögelaffen 
und y in c verwandelt ifl. 


Dieß vorausgeſetzt, iſt | 
VU Ayꝰ Bay 4 Cx U=Dy-+Es; 
T=Ac®—+Be+C, T=Dec+E, T 240 4 B. 
Somit verwandeln fich die Gleichungen [2] und [3] in 
A?+Bce+C=0,  WRA+Bd+De+E=0, 
woraus fich ergibt EN . 
B.vVB-üac D __BD— 2AE 
_ + — —, dd — 7— + — 
24 - 2A 24 - 2AV B?—4AC 
melche Wenhe auf die in Nro. 248 zurückkommen. Sekt man fie in die 
Gleichung y = cx -+ d, fo erhält man die Aſymptoten. 


cc = 
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Beiſpiel I. Es fet die Gleichung gegeben 
P—-3ay-+r=0; 
in diefem Falle iſt " 
U=y’+4x?, U, =—3ay, T=c+4, T,=—3ac, T=3c}, 
und die Gleichungen [23 und [3] fd 


e +1=0, 3ed-3ac=0, woraus — — 1, d=— 
Alſo hat die Curve eine Aſhmptote, deren Gleichung 
V— — x — à 


iſt; dieß iſt die Gerade GH (Fig. 205). 


ATT. Manche Mathematiker beftimmen bie Aſymptoten, indem fie 
biefelben ald Grenzen der Tangenten betrachten. Diefe Auffaffung, melde 
in Rüdficht auf die Hyperbel (Nro. 406). als richtig erkannt wurde, läßt 
ſich auch allgemein beweifen. Man nehme an, die Berührung finde in 
unendlicher Entfernung ftatt, und aus der Tangente MR Big. 206) werde 

. GH, deren Gleihung y = ex + dift. Run fein x’, y’ F Coordinaten 


des Punktes M, und man ziehe AM, deren Gleichung y = Er tft. Fin⸗ 


det die Berührung in unendlicher Entfernung ftatt, fo müffen RM und AM 
als Parallelen betrachtet werden, und dba Die Tangente RM mit GH zu⸗ 
fammenfäht , fo muß au AM mit GH parallel werden, alſo ift die Grenze 
von \ Y_ =c = 
m ziehe man bie Ordinate MP, die GH in N N tif, und AE pa⸗ 

tallel mit GH. Nach der Figur: ift 

ME = MP— PE= NE — MN; 
aber EEE 

M=y, PE=ce, NE=AG=J4; 


folglich 
y—ceY=d—MN. 
Wenn fih nun der Punkt M ins- Vinendliche entfernt, fo muß, da die Tan 
gente mit GH zufammenfällt, die Entfernung MN zu Null werden; alfo 
ift Die Grenze von (y’ — cr) = d. 

Somit find die Werthe von c und d bieſetben für die Grenzen der 
Tangenten, wie für die Aſymptoten. 


a7 8. Die geraden Linien find nicht die einzigen, bie man zu 
Afymptoten nehmen kann. Dean betrachte 3.3. die Curven, die man 
parab oliſ che heißt, und deren Gleichung von der Form | 


y=x"+dı + eio 
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iſt, und nehme fi vor, c,d,.. . fo zu beflimmen, daß bie paraboliſche 

Gurve einer andern gegebenen Curve unenblih nahe Fonıme. Zur be- 

flinnmtern Auffaffung unterfuche man bie parabotifche Curve, deren Gleichung 
y=ca®?+dı-te if. 

Damit diefe Gleichung eine Aſymptote vorflelle, muß man aus der 
Gleichung der gegebenen Curve einen Werth für y erhalten, befien Differenz 
mit dem vorigen Null if, wenn x unenbli wird; alfo muß dieſer Werth 
von der Form fein: 

y=ca®+dıre-+V, . 
wo V eine Größe bezeichnet, die zu Null wird, wenn x = + @ if. 
Daraus ergibt fih num 


b-dHiH)) 


J— 


V 
x. -(Gt+7) 
e=y— a? —dı — V, 


und wenn man x — + macht, fo werben bie Größen in den Klam⸗ 
mern zu Null; alfo ift 





d= 


2 


—— „e = Brngev.(y—cr?—diı). 


X 





e= Grenze 5, d= Grenze». 


Somit ſetzt man in ter Gleichung der gegebenen Curve y= cz”, 
und ſucht den Werth von c, der x —= + © eutfpridt; dann ſetzt man 
y— ex?— dx, oder y= ex? + dx, und ſucht den entipredhenden 
Werth von d für x — + ©, und endlich fegt man 

y— ı?— d<e=e oder y= caa®-+-dı te, 
und fucht den entfprechenden Werth von e für x—= + @. 





L 


Sünfzehutes Kapitel. 


Yon den ähnlidhen Curven. 


Allgemeine Shesrie 


479. Zwei Curven heißen ähnlich, wenn man fie fo 
legen Eann, daß, wenn man durch benfelben Punkt Ra- 
dien-Vectoren an verſchiedene Punkte ver beiden Curven 
zieht, die in derfelben Rihtung gehenden Radien-Vec⸗ 
toren proportionirt find. 

Man habe 3. B. die Curve ab (Fig. 207) in die Lage cd gebradit, 
und durch den Punkt O nd beltebigen Richtungen Gerade gezogen welche 
die Curve ABinM,M’...., und die Curve cdinN,N .... treffen; 


iſt nun 
OM OM. 0OM” 


ON "ON ON”’'''" 
fo find bie Curven ab und AB einander Ähnlich. 


Denken wir uns, bie Curve cd wieher in ab, und die Linien 
ON, ON... fein om, om’, ... ., fo heißen bie Punkte O und o, von 
welchen nun bie proportionirten Radien ausgehen, Aehnlichkeits— 
Mittelpunfte Dabei ift Ear, daß bie Radien ber einen Curve die⸗ 
felben Winfel mit einander bilden, wie die mit ihnen proportionirten Ra⸗ 
dien der andern Curve; daher man fie homologe heißen Eann. 

Die Curve ab kann zu AB jede bellebige Lage haben, und ihr doch 
immer ähnlich fein. Iſt ihre Rage fo, daß die Radien⸗Vectoren der einen 
Curve mit den homologen der andern parallel laufen, fo heißen die Curven 
ähnlich liegende. Haben fie eine Lage wie cd und AB, fo daß bie 
homologen Radien von bemfelben Punkte ausgehen und in berfelben Rich⸗ 
tung liegen, ſo haben ſie denſelben Aehnlichkeits— Mittelp unkt 
und dieſelbe ähnliche Lage. 
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ASO. Sind zwei Curven ähnlih, fo läßt ſich zeigen, daß man 
bei einer derfelben jeden beliebigen Punkt als ähnlichen Mittelpunkt 
annehmen Tann, und daß die andere immer einen entfprechenden Mittelpunkt 
enthalten nd. Aus der Aehnlichkeit ver Curven ab und AB folgt, daß es 
einen Punkt O gibt, fo daß, wenn man ab in die gehörige Lage cd bringt, 
und beliebige Linien OM , OM’ zieht, welche die Curven inM und N, M’ 
und N’ fhneiden, fi verhält ’ 


OM : ON = OM': ON. 


Der Punkt O ift alfo ein Aehnlichkeits-Mittelpunkt: dies 
felben Bedingungen können num auch in Betrteff eines beliebigen andern 
Punktes G erfüllt werben. 

Man ziehe OG, GM, GM’; ferner NH parallel mit-GM, und noch HN’. 


Nun iſt | 
06 :OH = OM:: ON = OM’ : ON’, 


alfo HN’ parallel mit GM’, und daher Winkel NHN’—= MGM’. Schneidet 
man num auf GM und GM’ die Linien GP —= HN und GP’ = HN’ at, 
und gibt dann der Curve cd eine neue Lage ef; fo daß HN mit GP zufanı= 
menfält, fo fällt auch HN’ mit GP’ zufammen. Alſo find die Bedingun—⸗ 
gen der Aehnlichkeit aud erfüllt; wenn man den Punkt G anftatt O nimmt, 
wenn nur die Curve ab auf ef gelegt wird. 

Welcher Punkt auch als ähnlicher Mittelpunkt genommen wird, fo 
bleibt das Verhältniß der homologen Radien-Vectoren unveränderlich, da 
fich (M: GP = OM: ON verhält. Dieſes Verhältniß könnte man das 
Verhaͤltniß der Aehnlichteit nennen. 


ASL. Stellen wir uns nun die Anufhabe, die allgemeine Gleichung 
ber Curven zu finden, bie einer gegebenen Curve ähnlich find. 
&3 fei AB (Fig. 208) die gegebene Curve, und ihre Gleichung 


[a] F&,y)=0. 


Zieht man vom Urfprung aus die Radien OM, OM’,... 2 und 
teilt fie proportional in m,.m’...., fo ift der drt der Punfte m, m .... 
eine ber AB ähnliche Curve ab. Dan bezeichne das Verhältniß von OM 
zu Om mit k, die Coordinaten eines beliebigen Punltes M der ‚Eure AB 
mit x und y, bie des homologen Punktes m .mit x’ und y'; nun in 
offenbar 

x 
x 


_y_M ki,y=k 
=y= mb woraus x = y y. 


Sept man biefe Werthe in [a], fo enthält die Gleichung 
[b) F(k',ky)=0, 
alle mit der gegebenen ähnliche Curven, die man erhält, wenn man für 
dad Verhältniß k alle möglichen Werthe fegt. 
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Dieſe Curven haben aber eine beſondere Rage; denn der Urſprung iſt 
für fie und die gegebene Curve der Aehnlichkeits-Mittelpunkt, und die ho⸗ 
mologen Radien⸗Vectoren laufen ferner in berfelben Richtung. Gibt man 
biefen Eurven eine andere Lage, und nimmt zuerft an, die Aren Ox und 
Oy werden parallel mit fich felbft nad) O’x’ und O’y’ gebracht, fo verman- 
beit fich die Curve ab in cd. Diefe hat in Beziehung auf diefe neuen Aren 
diefelbe Gleichung [b] wie für die alten; und will man fie fortwährend auf 
biefe beziehen, fo darf man in diefer Gleichung nur X in x — a, und y 
in y— a verwandeln, mo a und b bie Goorbinaten des Punktes O’ in 
Beziehung auf die Axen Ox und 0 ausbrüden. Auf diefe Weife findet 
man die Gleichung 


[e] . - Fka-a), kgQ-b)] =, 


welche alle ber gegebenen ägntihe und mit ihr Ähnlich liegende Curven 
vorſtellt. 


Dieſe Gleichung ſteht jedoch noch nicht in ihrer ganzen Allgemeinheit 
da; um dieſe zu erreichen, müflen die Aren Ox und 0y, anftatt parallel 
mit fich felbft in eine andere Lage zu kommen, irgend eine apdere Lage in 
ihrer Ebene erbaften. 


Nehmen wir daher an, fie feien O’r’, O’y’ (&ig. 209), und cd ſei vie 
neue Rage der Curve ab: fo muß offenbar die Gleihung von cd in Be— 
ziehung auf die neuen Axen wieder F (kx’, ky’) — O fein, und es han— 
delt fih nun darum, welche Gleihung man erhalten muß, wenn man bie 
neue Curve auf diefelben Aren Ox und Oy-, wie AB bezieht. 


- Um von den erften Aren auf bie letzten zu kommen, hat man (Nro.189) 


bie Formeln 
232 In: 4 
oa + x sin(®—«)-+-y’ sin —E — —p+? einer sn 


sin 6 
wo a und b die Coordinaten 06 und GO’ des Punktes O’, 6 den Winkel 
yOx, @ und a’ die Winkel x’O’E und y’O’E, melde O’x’ und O’y’ mit 
einer der Axe Ox parallelen Linie bilden, bezeichnen. Hier ift «’ = 0a, 
folglich verwandeln fich dieſe Formeln in 


_ x’ sin ((—e) — y’ sine Ysina+y sin ($-+e) 
1* a 7 sind | —b + sin 6 


’ 


Umgekehrt erhält man aus biefen Relationen bie Werthe für x’ und y’ 
in Bunctionen von x und y, nämlich 
ö | o 0-3) sin (0a) + (y—b) sin « 
sin 6 
y _—o _ (1-3) sin -- (y—b) sin Han 
sin 6 . 
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Setzt man biefe Werthe in die Gleichung F (kx’, ky’) = 0, fo iſt 


“ bie Curve cd auf die urfpränglichen Aren bezogen, und man Hat fo die 
allgemeinfte Gleichung der gegebenen ähnlichen Eurven. 


Anwendungen. 


AS2. Nehmen wir als erfte Anwendung die Parabel, deren 
Gleichung | 


y? = ?2px. = 
Berwanbelt man y in ky, und x inkx, fo iſt, wenn * = 2p’ 
gefett wird, | 
y’=2pr, 


‚welche Gleichung alle der Parabel ähnliche Cutven ergibt, und zeigt, ba 
dieſe Eurven felbft Parabeln find. Mit der Veränderung des Wertbes von 
k fanın audy der Parameter 2p’ jede beliebige Größe erhalten; alfo find 
alle Parabeln ähnlich. 


[2 


488. Betrachten wir e allgemeiner eine algebraifche Steigung 


F&yp=0, 

welche nur eine einzige. Conftante p enthält, und in Beziehung auf die drei 
Größen x, y, p gleichartig ift, d. h. bei welcher die Summe der Erponenten 
biefer drei Buchſtaben in allen Gliedern diefelbe iſt, wie bieß in ber Glei⸗ 
chung y? — 3pxy + x® = 0 der Fall if. 

Durch die Veränderung von x. und y inkxund ky erhält man für 
ähnliche Curven die Gleichung 

F(kx,ky,p) =0, 
und feßt man p = kp’, fo verwandelt fie ſich in 

F(kx -+-ky, kp’) = 0. 


Angenommen, die Sunme der Exponenten x, y, p fei in jedem Gliede 
der gegebenen Gleichung gleich m, fo tft offenbar kw der. gemeinſchaftliche 
Factor der vorigen Gleichung; folglich erhält man nach vorheriger Divifton ' 
durch k® die Gleichung 

F&yp)=0, 
welche fih von der gegebenen nur dadurch unterſcheidet, daß p’ an- die 
Stelle von p getreten iſt. Da überbieß p’ wegen k jede beliebige Größe 
erhalten kann, fo folgt daraus, daB alle Durch die Gleichung F (x, y, p) 
gegebenen Eurven, wenn man für p andere Werthe nimmt, einander ähn⸗ 
U find. Dabei (äßt ſich noch Hinzufügen, daß fte eine ähnliche Lage und 
den Anfangspunkt zum gemeinſchaftlichen Aehnlichkeits⸗Mittelpunkt Haben. 
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ASA. Es ſei noch die trans cendente Gleichung: gegeben 

er y=Mlogx, 
welche eine Familie von Curven darſtellt, die man logarithmiſ ch e 
heißt. Sie unterſcheiden ſich von einander wegen des Coefficienten M; ſie 
treffen aber alle die Axe der x in derſelben Entfernung OA= 1 (Fig. 210), 
denn x— 1 gibt y= 0; aud haben fie alle den untern Theil der Are 
der y zur Afymptote, denn x — 0 gt y=— O. Im Uebrigen 
haben fie die in der Figur angebeutete Form. 


Erſetzt man x und y durch kx und ky, fo iR ky=Mlogkx, . 

woraus man, wenn M—= M’k gefegt wird, 
y=Mlgkx=M’loggx-+Mlogk erhält. 
| Verändern wir den Urfprung und verfegen ihn nach O’ in eine Ent⸗ 
fernung 00’ = M’ logk. Sind x’, y’ die neuen Coordinaten, fo iſt 
ı=X, J=y +Mlogk, 
und bie vorige Gleichung reducirt ſich auf 
y Mlog x- 
Diefe Gleichung ſtellt auch noch eine logarithmiſche Curve dar, und 


da M’ alle möglichen Werthe annehmen Kann, fo folgt daraus, daß alle 
logärithmiſchen Curven ähnlich ſind. | 


ASS. Ais letzte Anwendung nehmen wir uns aoch vor, bie Be⸗ 
dingungen zu fuchen, unter welchen zwei Curven ber zweiten Ordnuns 
ähnlich und: ähnlich liegend find. Es ſeien 


[1] Ay? +Bxy 4 Cx + Dy, +K+F=0, 
2] Ay-+ B’xy + 0x? —4-D'y 4 EFx F O, 
die Gleichungen zweier Curven. Nach dem, mas in Niro, 481 zur Er⸗ 


langung der Gleichung [ec] gefagt wurde, muß man, um alle mit ber erſten 


ähnlichen und ähnlich Legenden Eurven zu erhalten, in [1] x und y dur 
k-(x —.a) und k (y— b) erfeßen. 

Seht man zur Abkürzung u 
A"—Ak® B’=Bk?, C’—=Ck2, D’——2Abk®—Bak? + Dk, 
E"=—2Cak?—Bbk?’+Ek, F’=Ab?k?+-Babk?+-Ca?k?_Dbk—Eak-+F, 
ſo Tann man die fi ergebende Gleichung fo fehreiben: 
[3]: A“!y? 4 B’xy 4 Cx⸗ + D”y + E’x + F'= — 0. 


Damit die zweite Curve mit ber erſten ähnlich und aͤhnlich liegend fet, 
- müflen die Eurven der Gleihtingen [2] und [3] durch eine paflende Be⸗ 
flimmung von a, b, k identiſch gemacht werben können, und: damit dieſe 
Identität flattfinde, müſſen die ähnlichen Glieder, nachdem man bie eine 
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ber beiden Gleichungen mit A’, die andere mit A’ dividirt Hat, gleiche 


Eoefficienten haben. Segen wir zuerft nur bie Coefficienten von xy und 
x? einander gleich, fo tft 
BB € 4 _ B _e 


ger 75, mis; 


Somit find die Bedingungen {bon erfüllt, daß die 
Coefficienten ber Glieder bed zweiten Grads in den ge- 
gebenen zwei Gleigungen einander proportionirt fein 
müffen. 


Nehmen wir nun an, dieſe Vedingungen ſeien erfüllt, und es ſei 
N=Ae, B=Be, C = 0; 
mau ſete ferner 
D’’=d, E=eo, Fh, 
fo verwandelt ſich die mit ꝙ dividirte Gleichung (2)—7 in 
[4] Ay”? +-Bıy + Cx -dyteı+f=0. 


Um die Eurven vollends identiſch zu machen, muß man noch ſeten 
D’' d E e F’ 5, 
Ar A’ ar —7 Tel 
und fett man für A”, D”, E”, F’ wieber ihre Werte, fo erhält man 
[5] —?2Abk—Bak--D=dk, [6] —2Cak—Bbk--E = ek, 
[7] Ab?kK? + Babk? + Ca?k? — Dbk — Eak -- F = fk?. 
Werden diefe drei Gleichungen addirt, nachdem man fie vorher be⸗ 
ziehungsweife mit bk, ak und mit 2 multiplicirt Hat, fo ergibt fich leicht 
[8] afk?-—+ dbk? -}- eak? 4 Dbk -— Eak — 2 F = 0. 


Diefe Gleichung enthält aumd b mur in ber erften Potenz, und fie 
dient vorzugsweiſe in der Gleichung [7], um in Verbindung mit den Glei⸗ 
ungen [5] und [6] a, b, k zu beſtimmen. DieWerthe ver Coorbinaten 
a, b müffen reell, und. außerbem ver des Verhältniffes k pofltiv fein; ſuchen 
wir nun die Bedingungen hievon. 


— man der Kürze halber 
B?—4AC=N, BD—?RAE=G, Bd 2de=g, 
BE — 2CD=H, Be —.2Cd=h, 


19 ergeben die Gleichungen [5] und [6] 
G—gk . —F H— hi, 
NK ’ — Nk: ’ 
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und at man diefe Werthe in [8], fo ift nach vollendeter Rechnung 
x2 — 2FEN — EG — DH 
— "ZEN — eg — dh 


Damit dad Verhältniß k reell und poſitiv fei, muß k? poſitiv fein; 
daraus folgt noch die zweite Bedingung, daß der Zähler und Nenner 
des vorigen Ausdrucks gleihe Vorzeichen haben müffen. 

Da die Werthe a und b reell find, wenn k reell ift, jo geben fie zu 
feiner weiteren Bedingung Beranlaffung. 


ASG. Sind bie zu vergleichenden Curven Parabein, fo tft N oder 
B? — 4AC Null, und die Werthe a und b feheinen unendlich zu werden. 
Sest man aber, ebe man N = 0 annimmt, für k’ feine beiden Werthe, 
fo findet fi unter den zwei Syftemen von Werthen, die man für a und b 
‚erhält, ein Werth, der auch nach der Vorausfegung N = 0 noch aus 
endlichen Größen befteht. | 


Indeffen ift e8 doch beſſer, um biefe Rechnungsſchwierigkeiten zu ver- 
meiden, wenn man zu den Gleichungen [5], £6] und [8] zurückgeht. 
Eliminirt man b aus den beiden erften, fo verſchwiadet auch a, und man 
findet k fogleih; dann wird a und b mittelft der Gleichungen [5] und [8] 

beftimmt. Der Werth, den ntan für k erhält, tft 


ko G_ BD — ?2AE 
.g Bd-— 2Ae’ 
und hierans folgt, daß, für B? — 4AC = 0, anflatt der leßt erwähnten 


Bedingung, die Größen BD — 2AE und Bd — ?2Ae gleide 
Vorzelchen haben müſſen. 
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Bon einigen Anwendungen der Curven. 


‚ Confiruction beſtimmter Gleichungen. 


AST. Es ſoll irgend eine Gleichung mit einer Unbekannten con« 
ftruirt werden. Die Unbelannte fei nämlich eine Länge, welche man mit« 
- veift Durchſchnittspunkte von Linien, ohne die Auflöfung der gegebenen 
Gleichung auszuführen, beftimmen fol. Die Unbekannte könnte jede Art 
von Größe, und fogar eine abftracte Zahl vworftellen, ohne daß dadurch 
die Aufgabe verändert würde: denn offenbar kann man dieſe Unbefannte 
immer al8 eine Linie betrachten, deren Verhaͤltniß zu einer gewiſſen Längen- 
einheit jo groß ift, als das Verhältniß der gefuchten Größe zu ihrer gleich- 
artigen Einheit. Die gegebene Gleichung fei 

f(x) = 0, 
in weldher x eine unbekannte Linie ift: tonflruirt man nım die Durch die 
Gleichung y— f(x) vorgeftellte Curve durch Punkte oder auf jede andere 
Weiſe, fo müſſen offenbar die Abfeiffen der Punfte, mo diefe Eure bie 
Are der x trifft, die reellen Wurzeln ver Gleihung f (X) — O fein. Neh⸗ 
men wir daher an, die Curve ſei die in Fig. 211, und die gefuchten Wur⸗ 
zen fin x—= AR, x= AR, x = — AR”. 

Indem man einen Theil der Glieder in der Steigung £fV=0 wf 
die andere Seite ſchafft, erhält man eine von der Form 


9yAa)=yA); 
und man conftruirt Linien mit den Gleichungen 
960), y=yW); 
dann haben die Durchſchnittspunkte diefer Linien die gefuchten Werthe zu 
Adfeifien; denn für diefe Punkte iſt 9 () = y (). 


— 
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Veberhaupt lafſſen fi zwei Linien, aus deren Durchſchnittspunkten 


die Wurzeln einer Gleichung ſich ergeben, auf unendlich verſchiedene Weife 


wählen. ine wefentliche und die einzige Bedingung dabei ift jedoch, daß 
man durch die Elimination von y aus den Gleichungen dieſer Linien die 
gegebene Gleichung nder menigflend eine folche erhalte, die alle reellen 
Wurzeln derfelben enthält, und wenn dieſe refultirende Gleichung andere 
Wurzeln als die gegebene enthält, fo bürfen dieſe fremden Werthe nach den 
Gonfiruetionen nicht berückſichtigt werden. 


ASS. Betrachtet man Linien einer beſtimmten Gattung, fo läßt 
ſich Leicht erfennen, welche Gleihungen zu ihrer Auflöfung anwendbar find. 
Man darf nur den Grad der legten Gleichung, die man durch Elimination 
von y aus den Gleichungen diefer Linien erhält, unterfudhen. So gibt die 
Elimination von y aus den Gleichungen der geraden Linie und des Kreifes 
eine refultirende Gleichung ded zweiten Grades, woraus wie in Niro. 171 
folgt, daß mit der geraden Linie und dem Kreiſe nur foldhe Aufgaben gelöst 
werben können, beren Gleichung ſich auf den zmeiten Grad bringen läßt. 
. Zwei beliebige Curven der zweiten Ordnung geben eine Endgleichung des 
vierten Grades, und man fchließt daraus, daß bie Durchſchnittspunkte 
biefer Linien nur zur Gonftruction einer Gleihung dienen, die nicht höher 
als vom vierten Grade iſt. Ohne diefe Folgerungen weiter fortzufegen, 
wollen wir einige Anwendungen vornehmen. 


AS9. Es fei zuerft die Gleichung des zweiten Grades zu conftruiren 
[1] ax +b=0. | 


- Betrachtet man fie ald entftanden durch die Climination von yauß - 


den Gleichungen | 
. y=-0, y-=%-aı-b, 

fo muß man bie durch die zmeite dargeftellte Parabel auf beliebigen Aren 
eonflruiren, und die zwifchen dem Anfangspunft und der Curve auf der 
Are der x liegenden Abftände find die gefuchten Wurzeln. 


Man Tann fi hiezu einer gegebenen Parabel bedienen; denn bie 
Gleichung [1] ergibt fih auch aus 
2—-ky, ytaı+tb=0, 
und der Parameter k kann dabei jede beliebige Größe haben. 


Die Verbindung des Kreiſes und der geraden Linie iſt indeſſen vor⸗ 
zuziehen. Setzt man nun die Gleichungen 
y=0, — 5)— 60 —- 6 Re, 
und eliminirt y, ſo ergibt ſich 


? — 2x Fr + — R’=0; 
Analyt. Geometrie. 
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damit dieſe Gleichung mit [1] identiſch ſei, muß 


— 20 ⸗ a, 2 - R2 
ſein, woraus 
a 


—- w—"_) - 
2’ 4 +. 


Alfo Tann B willkührlich genommen werben, wenn nur R? pofitiv 
tft, und dann erhält man einen Kreis, deſſen Durchſchnitt mit der Linie 
ber x die Wurzeln der Gleichung [1] eftimmt. 


a = 


A490. Es ſei die Gleichung des dritten Grads zu conftruiren, 
[2] tax +b=0; 
zuerft kann man fle durch folgende erfegen, | 
— 18, yraıtb=0: 
ſo daß man nach der Conſtruction der Curve y — xXL nur noch eine gerade 


Linie zu conftruiren hat; dabei ift zu beachten, daß diefelbe Eurve anwend⸗ 
bar ift, welches auch die Coefflcienten ber Gleichung [2] fein mögen. 


Es ift indeffen Leicht, die Linien von einer höheren als ber zweiten 
Ordnung zu vermeiden. Bür die Gleihung [2] kann man 3. B. folgende 
fubftituiren: 


= kytat-b=0. 


. Diefe ftelen nun eine Parabel und eine Hyperbel vor. Da der Pa= 
rameter der Parabel willführlih ift, fo fann man immer diefelbe Parabel 
gebrauden; die Hyperbel muß aber für jeden befondern Fall der Gleichung 
[2] eine verſchiedene fein. 

Findet man es endlich einfacher, die Parabel und den Kreis zu ge= 
brauchen, fo kann auch dieſes, wie im folgenden Paragraphen gezeigt wird, 
geichehen. 


A91. Betrachten wir noch die Gleichung des vierten Grabe, 
[3] x axꝰ +-bı+c=0, 
und beſtimmen mit Uebergehung der verſchiedenen Syſteme von Linien, die 
man etwa gebrauchen könnte, ihre Wurzeln mittelſt der Durchſchnittspunkte 
einer Parabel und eines Kreiſes. 

gu dieſem Zwecke nehme man die Gleichungen 

y=r, - 4) 40 - 6 Ræe. 
Durch Elimination von y ergibt fich 
xt + k(k— 28) x? — 2k’ax +? + — R) = 0. 


» 
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Diefe Gleichung wird aber mit [3] identiſch, wenn man feßt: 
ki) =a. ?%ka=—b (HP —RYAKR—=c;, - 

man bat alfo drei Gleichungen zwiſchen den vier willkührlichen Größen k, 
a, 6, R; folglich kann man eine derſelben zur Beſtimmung ber drei andern 
gebrauchen. Dadurch findet ſich eine Parabel und ein Kreis, deren Durd)- 
ſchnittspunkte die reellen Wurzeln der Gleichung [3] zu Abfeiffen haben. 

Diefe Auflöfung enthält auch als beſondern Fall die einer Gleichung 
des dritten Grades; denn für c — O0 verwandelt fi die Gleichung [3] in 


“ax? bx — 0, 


+ x +b=0, 

wobei die Wurzel Null meggelaflen wird. Dann gibt die Ießte der brei 
obigen Relationen @®+B?—R?; alfo geht der Kreis durch den Urfprung, 
und da die Parabel auch durch denjelben geht, fo entfpricht offenbar bie 
vernachläßigte Wurzel x — O dieſem Durchſchnittspunkte. 

Es dürfte hier am Orte ſein, einige merkwürdige Aufgaben der Alten, 
welche dieſe viel beſchäftigten, die aber für die Neuern ein bloßes analyti⸗ 
ſches Spiel ſind, anzuführen. 


oder in 


Von einigen merkwürdigen Aufgaben der Alten. 


492. Aufgabe JIJ. Zwei mittlere Proportionalen 
zwifchen zwei gegebenen Geraden zu finden. 


Die gegebenen Geraden feien a und b, die unbekannten Proportionalen 
x und y, fo tft 


a:xXx=x:y, x:y=y:b, 
und diefe Proportionen geben die Gleichungen 
[1] x — ay, „”=bk, | 
welche zwei PBarabeln beflimmen, die in Fig. 212 dargeſtellt find, wo 
x—APund y — PM if. Dieſe Conſtruction hat Menächmus, ein 
Mathematiker aus Plato's Schule, gegeben. 

Multiplicirt man die Gleichungen [1] gliederweiſe, und dividirt durch 
ihren gemeinſchaftlichen Factor xy, fo erhält man xy — ab, d. i. die Glei⸗ 
chung einer Hyperbel zwiſchen ihren Aſymptoten. Man kann dieſe Curve 
einer der beiden Parabeln ſubſtituiren, und erhält fo die in Fig. 213 dar⸗ 
geftellte Conftruction, die ebenfalls Menächmus gegeben hat. 

Diefe zwei Auflöfungen find infofern als mangelhaft zu betrachten, 
als dabei zwei Kegelſchnitte angewendet werben, während einer in Verbin⸗ 
dung mit dem Kreife hinreicht. Denn verbindet man die Gleichungen [1], 


fo ergibt fi | 
”+rr=ay+bx, “ 
23 * 
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und wenn man biefe Gleihung mit rechtwinkligen Aren conſtruirt, fo er⸗ 


hält man einen Kreis, deffen Durchſchnitt mit einer der Parabeln die - 


beiden mittleren Proportionalen x und y beftimmt (f. Fig. 214). 

Ebenfo kann man den Kreid mit der Hyperbel anwenden, welche Auf« 
löſung dem Apollonius befannt war. 

Auflöfung des Diocles. Zur Köfung. der Aufgabe von den 
zwei mittleren Proportionalen hatte Diocles die Ciſ ſoide gefunden. Es 
ſei (Fig. 215) mittelſt eines beliebigen Kreiſes ALB eine Ciſſoide beſchrieben. 
Nach der Conſtruction dieſer Curve, Nro. 184 Aufg. I. it aM LD, 
alſo find die Dreiecke AMP und LDR congruent, und daher 


AP—=QB=ER, MP=DR, AQ=BP, PN = QL. 


Ferner folgt aus ben rechtwinkligen Dreieden 
AQ:QL=QL:OB, BR:LR=LR:DR; 
ober wegen der gleichen Linien, 
BP:PN=PN:AP, PN:AP=AP:MP, 
ober was dasſelbe iſt 
:PN:AP:MP. 


Somit find PN und AP die zwei gefuchten mittleren Proportionalen, 
wenn BP und MP die gegebenen Linien a und b find. 
Beftimmen wir zuerft den Punkt M auf der Ciſſoide fo, daß 
BP:MP =a:b; 


hiezu nimmt man im rechten Winkel BE — a, EF — b und zieht BF, 


welche die Curve im geſuchten Punkte M trifft. Dann iſt 
BP><b 
— UT MP’ Ä 
und indem man bie Glieder der obigen Progrefflon mit b multiplicirt, dann 
durch MP dividirt, ergibt ſich 
„EN Xxb.APXb 








mp mp > 
Alfo erhält man für die gefuchten mittleren Proportionalen 
_PNXb _4APx<b 
= mM MP ’ 


und man darf nur noch die beiden vierten Proportionalen eonftruiren, was 
feine Schwierigfeit darbietet. 


In Nro. 184 Aufg. II. wurde gezeigt, wie die Ciſſoide dur eine 


ftetige Bewegung .befehrieben wird: dieſe Vervolftändigung von Diocles 
Auflöfung verdankt man Newton. Descartes Hat auch ein aus meh— 
reren Rinealen beftehendes Werkzeug erfunden, mittelft deffen man mittlere 
Proportionalen in beliebiger Anzahl conftruiren kann; doch verdient bieß 
heutzutage nur noch der Merkwürdigkeit halber einer Erwähnung. 





x 
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A93. Aufgabell Einen Cubus zu finden, der dop⸗ 
pelt fo groß ift als ein gegebener Cubus. 

Es ſei a die Seite des gegebenen, und x bie des gefuchten Cubus, fo 
ift die Gleichung zu conftruiren 


[2] 2 2a. 


Diefe ergibt fich durch die Elimination von y- aus den beiden Glei⸗ 
hungen ay — x° und y= 2a, von denen die erfte leicht durch 
Punkte conftruirt wird, und die zweite eine mit der Abfeiffen-Are parallele 
inte vorſtellt; folglich gibt die Abfciffe des Durchfchnittäpunftes x— AP 
(Fig. 216) die Seite des gefuchten Cubus. 

Man Tann die Gleihung [2] auch auf folgende Weife fehreiben : 

x? x x—=2a°; dann flieht man, daß fle auch aus den beiden Gleichungen 
x? = 2ay und xy — a? hervorgehen kann; alfo läßt ſich die Aufgabe 
auch mittelft des Durchfchnittd einer Parabel und einer Hyperbel auflöſen. 


Führt man die Wurzel x = O ein, die man nachher vernachläßigen 
kann, ſo verwandelt ſich die Gleichung in 


xt — 248x. 


Set man nun x? = ay, fo verwandelt fich die legte in y®—2ax; 


alſſo wird die Aufgabe auch mittelft zweier Parabeln aufgelöst. 


Addirt man die Steigungen diefer zwei Parabeln, fo iſt 


2 4222 ay -4 2x; 
alſo kann man ſich nu einer Parabel und eined Kreifes bedienen, und 
dieß ift die einfachfte Auflöfung. 

Diefe Aufgabe hat mit der erften eine auffallende Achnlichkeit: bie 
Seite des doppelten Cubus ift namlich fo groß als die erfte der beiden mitt- 
leren Proportionalen zwiſchen a und 2a. Denn fest man die Proportionen 

x? 1.0 
a: x— X’, und x: — —=— :2%, 
a. a a 


fo folgt daraus die Gleichung [21 x? — 2a°. 


ABA, Aufgabe II. Einen Winkel in drei gleide 
Theile zu theilen.. — ©. 
GEs fet BAC (Big. 217) der gegebene Winkel. Plan befchreibe aus 
dem Mittelpunkt A mit einem beliebigen Halbmeſſer den Bogen BC, fälle 
die Senfredte CD auf AB: nun fann man AB als Einheit und AD als 
Gofinus des Bogens BC annehmen; dann ift die Aufgabe gelöst, wenn 
man cos 4 BC gefunden hat. Seht man 

| cos BC =a, un cs1BC=x, 
fo hängt nach Nro. 33 die Unbekannte x von der Gleichung ab 


[3] " X k—h=0. 
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Obgleich fle verwickelter iſt, ald die für den doppelten Cubus, fo läßt 
fie fich Doch mittelft derſelben Curven conftruiren: denn 
4) Tann man für fte die Beiden Gleichungen feßen 
y=r4, y=4ı+343 
welche eine in Fig. 218 confiruirte Gerade und eine Eurve vorftellen. 
2) Kann man bie Gleichungen 
kxy — àx — ha=0, und x2 — Ky 
nehmen, mo k einen beliebigen Parameter bezeichnet, d. h. man kann eine 
Hyperbel und eine Parabel anwenden. 
3) Multiplicirt man die Gleichung [3] mit x, fo erhält man 
ir ju=0; 
und diefe Tann aus den beiden Gleichungen 
”’—ıy—lx=0, und x2 
entſtehen; alſo läßt ſich die Aufgabe mittelſt zweier Parabeln auflöſen, 
wobei jedoch der Werth x = O zu vernachläßigen iſt. 


4) Man kann auch dieſe zwei letzten Gleichungen addiren, fo daß man 


”=y, ”+”?—dy—d4aı=0 
erhält, mas eine Parabel und einen Kreis anzeigt. 
Bemerkung. uber vem Bogen BC gibt e8 eine Menge anderer, 


die a zum Coſinus haben, und mo die Gleichung [3] den Coſtnus des 


Drittel3 von jedem verfelben geben muß. Nun gibt ed aber befanntlich 
(Nro. 33) drei Bögen, deren Drittel verfhiedene Cofinus haben; alfo 
müffen die Wurzeln der Gleihung [3] reel und < 1 fein. 


Die Figur 218 murde. gezeichnet unter der Vorausſetzung a — 4. 
Dernadhläßigt man den Wertb x —= 0, fo erhält man für x die Wertbe 
x=0P, x= — OP, x—= — OP”, 
und man flieht leicht, daß fich der erfte allein für die Aufgabe eignet. Kehrt 
man nun zur Kig. 217 zurüd, nimmt hir AD—#$AB an, fegt AE=OP 
und zieht ER ſenkrecht auf AB, fo ift der Bogen BF ber dritte Theil des 
Bogens BC, und ver Winkel BAF ift der dritte Theil des Winkels BAC. 


Anwendung der Eurven in der Algebra. _ 

A953. Da die Linien ein leichtes Mittel darbieten, die Stetigfeit 
ber Größen darzuftellen und zu veranfchaulichen, fo laſſen fte ſich mit vielem 
Vortheil in rein analytifchen Unterfuchungen anwenden, was Bier gezeigt 
werden fol. 


— — — 
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Es ſei f (x) = O eine Sleihung son der Form 
Axn 4 Bra-i1 + Can-2 etc. = 0, 
in welcher m eine beliebige ganze Zahl, und A,B, GC... beliebige ge- 


gebene Zahlen find. Nehmen wir eine gewiſſe Länge ald Einheit an, und 
betradhten 


y=-!i@) 


als Gleichung einer Curve. Seht man für x jede mögliche Größe, fo hat 
die Orbinate y für jede Abfeiffe nur einen Werth, der nie imaginär fein 
fann. Daraus folgt 1) daß die Curve fi in der Richtung der pofltiven 
und ‚negativen x ind Unendliche erfiredt; 2) daß zwiſchen zwei beliebigen 
Punkten verfelben nie eine Unterbredung flattfindet; 3) daß fle nit in 
fih felbft zurückkehren kann, wie dieß in Fig. 219 der Kalt if. 

Angenommen, die Coordinaten ftehen ſenkrecht auf einander, und 
f (x) bezeichne das von f (X) abgeleitete Polynom, « den Winfel, mel 
cher von der an die Curve gezogenen Tangente und der Abſciſſen⸗Axe ein⸗ 
geſchloſſen wird, fo ift nach der Formel für A (Nro. 471) 


tanga=f (x). 


Dem Wefen des Polynoms f’ (x) gemäß kann nıan für denfelben 
Werth von x auch nur einen einzigen Werth für tang « erhalten, und 
diefer Werth kann nicht unendlich werben, wenn nicht guch x unendlich iſt; 
alſo kann die Curve in keinen ihrer Punkte die bei Big. 220 angegebenen 
Formen in M und M’ Haben. 

Dagegen Fann durch gewiſſe Werthe von x au f (X) = 0 wer⸗ 
den: dann würde man Tangenten erhalten, die mit den Abfeiffen parallel 
Yaufen, wie dieß in N und N’ der Fall iſt. 


A96. Nehmen wir nun an, zwei Abfeiffen, wie AP und AP’ 
(Fig. 221) geben Ordinaten mit entgegengefeßten Borzeihen MP und 
M’P’, fo Tann die Curve nicht von M nach M’ gehen, ohne die Are Ax 
in irgend einem zwiſchen P und P’ liegenden Punkte R zu treffen. Nun ift 
offenbar die Abſciſſe x = AR eine Wurzel von der Gleichung f (X) = 0; 
daher der bekannte algebraifhe Sag: Wenn zwei in einer gegebe- 
nen Gleihung fubftituirte Größen Nefultate mit ent- 
gegengefegten Borzeihen geben, fo ift wenigftend eine 
reelle Wurzel zwiſchen diefen Größen enthalten. 

Der Anblick der Fig. 222 zeigt auch, daß zwiſchen zmei Orbinaten 
mit entgegengefebten Vorzeichen die Curve mehrere Durchfihnittöpunfte, aber 
Immer in ungerader Anzahl mit der Abfeiffenlinie Ax haben kann. Gaben bie 
zwei Orbinaten gleishe Vorzeichen (Fig. 223), fo hat die Curve entweber 
feinen Durchſchnittspunkt zwiſchen P und P’, oder eine gerade Unzahl der= 
felben. Ift alfo zwifchen zweit Größen eine ungerade Ans 
zahl Wurzeln enthalten und man fubflituirt diefelben 
in ber Gleichung, fo ergeben fih Reſultate mit entgegen- 
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gefegten Vorzeichen, und enthalten biefe Größen Feine 
Wurzel oder eine gerade Anzahl derſelben, ſo baben 
die Reſultate gleiche Vorzeichen. 


A497. Es gibt jedoch Fälle, wo der letzte Sat fehlerhaft zu fein 
ſcheint. Es kann nämlich vorkommen, daß die Curve, nachdem ſie die 
Are Ax (Fig. 224) in einem Punkte R erreicht hat, nicht ſogleich auf die 
andere Seite berfelben Üüdergebt; dann Eönnen die Ordinaten MP und M’P’ 
entgegengefeßte Vorzeichen haben, und doch find die der Curve und ber 
Art Ax gemeinfhaftliden Punkte in gerader Anzahl vorhanden. 
Dann ift aber auch zu beachten, daß die Gleichung f(x) — O0’ eine gerade 
Anzahl Wurzeln gleih AR enthält, und daß man deßhalb ten Punkt R 
als den Vereinigungspunkt von eben fo vielen Durchſchnittspunkten, als fie 
gleiche Wurzeln hat, betrachten kann. Dieß follnoch näher erläutert werben. 

Man bezeihne AR mit a; um die Ordinate y’, die einer Abſciſſe 


x-+ h entfpriht, zu erhalten, fubftituire man ah für x in f(5). 


Denken wir und nun wie gewöhnlich unter f (a), (a), f' (a).. 
bie Größen, die man erhält, menn in dem Polynom und in feinen Ab— 
rn x— a geſetzt wird, fo iſt. 


2 3 „ 
BIS LIOE — 


Da nun a oder AR eine Wurzel der Steigung ift, fo hat man 

f (a) = 0; alfo 
‚_ hf (a) , hf’c(a) , h’f” h’f” (a) 
y— tIo2s 








+ etc. 


Da ferner die Burve nach Erreihung des Punktes R nicht auf die 
andere Seite der Are Ax gebt, fo müffen die diefem Punkte fehr nahe lie— 
genden Drdinaten rechts und links gleiche Vorzeichen haben; folglich muß, 
‘wenn man für auch noch fo Eleine, pofltive und negative Werthe febt, 
der vorige Ausdruck dasſelbe Vorzeichen beibehalten, und damit biefes 
ftattfinde, ift zu beweifen, daß f (a) = 0 fein muß. Man fehreibe den 
Werth von y’ in folgender Weiſe: 

fa), hf’), h?f” (a) 
y + (2 Tr, re 


Nun könnte man offenbar, wenn f (a) nicht Null wäre, h fo Elein 
nehmen, daß die zwifchen den Klanımern enthaltene Größe dad Vorzeichen 
von f (a) erhielte, und daher y’ fein Vorzeichen zugleich mit h ändern 
würde; daher ift f! (a) = 0. Ebenſo können auch mehrere andere ber 
Größen f’ (a), f’’ (a)... zu Null werden; aber in. Betracht der vorigen 
Folgerungen muß in den übrigen Gliedern der kleinſte Erponent von h 
Immer eine gerade Zahl fein. on 





u — 
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Zur anſchaulichern Darftellung nehme man an, daß mit f (a) — 0 
und f (a) = 0 auch f’ (a) = 0 uind f”’ (a) = 0 ſei, und da vermöge 
Diefer Bedingungen in der Gleihung f (a) — 0, wie die Algebra lehrt, 
vier Wurzeln gleich a vorhanden find, fo ift far, warum man annehmen 
fann, der Punkt R ſtelle vier Durchſchnittspunkte vor, die unter beſondern 


Vorausſetzungen in einen einzigen zuſammenfallen. Dabei iſt auch zu be⸗ 


achten, daß die Are Ax in dieſom Punkte die Curve tangirt, da 
tage —=f (a) = 0 
ift (Nro. 495). 


ABS. „Die Curve kann zumeilen die Are Ax erreichen, dann auf 
die. andere Seite derfelben gehen, und doch diejelbe Are zur Tangente Haben 
(Big. 225). Dieß ift der Fall, wenn die Anzahl ver Größen f’(a), f’(a)...., 
melche zugleich mit f (a) Null werden, eine gerade iſt. Dann beginnt bie 
Entwicklung von y’ mit einer ungeraden Potenz von h, weßhalb fehr Kleine 
Werthe von h mit entgegengefegten Vorzeichen Werthe mit entgegengejegten 
Vorzeichen für y’ ergeben, und dieß beweist, daß die Curve in der Nähe 
des Punktes R zum Theil über, zum Theil unter der Axe Ax liegt. Ueber⸗ 
dieß ift diefe Are- auch deßwegen Tangente, weil f(a) = 0. Im diefem 
alle hat die gegebene Gleichung f(x) —= O eine ungerade Anzahl Wurs 
zein gleich a, und deßhalb nimmt man an, der Berührungspunt R ent- 
ftehe au8 einer ungeraben Anzahl Durgfenittapunkte, die in einen einzigen 
zufammenfallen. 

Es ließen ſich jetzt fehon leicht verfehisnene Arten der Berüb- 
rungen zwifchen ver Geraden Ax und ber Gurve je nad) der Ordnung der 
Potenz, mit welcher die Entwickelung von y’ beginnt, unterſcheiden; dieſe 
Betrachtungen gehören aber eigentlich in das Gebiet der Differential» 
rehnung, von der ſie nicht getrennt werden können. 


ADH9. Es folgen bier noch einige andere intereffante Säge zur 
Auflöfung der numerifchen Gleihungen, die man Rolle, dem Verfafler 
einer unter dem Namen Methode der Unterbrehungen (Methodes 
des cascades) befannten Abhandlung zuſchreibt. 


Gonftruirt man (Big. 226) den Ort der Sleihung y= f(x), fo 
muß offenbar zmifchen zwei auf einander folgenden Durchſchnittspunkten 
der Curve mit der Are der x wenigftens ein PBunft, wie M vorfonmen, 
deſſen Ordinate MP größer ift als die unmittelbar folgenden ober vorher⸗ 
gehenden, und es foll nun gezeigt werben, daß die Tangente in biefem 
Punkte mit den Abfeifjen parallel läuft. Denn es ſei AP = a; man 
mahe x—=a-+ hin f(x), und bezeichne die zu a-- h gehörige Or- 
dinate mit y’, fo ift, wie in Nro. 497 


za 
=10+” (a) , hf @) 


+72 — 
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Sept man für hpofitive oder negative, aber immer fehr Kleine Werthe, 
fo erhält man die auf MP unmittelbar folgenden oder ihr vorausgehenden 
Werthe; nun müflen aber alle diefe Ordinaten kleiner als MP ober f (a) 
fein, alfo muß die. Größe 

29 
hf’ DT f I + ete., 


die in y’ zu f (a) binzulam, für a ſehr kleinen poſitiven oder negativen 
Werthe von h befländig negativ bleiben. Nach den Folgerungen im ange- 
führten Paragraphen Tann dieß nur unter der Bedingung flattfinden, daß 
f (a) = 0 ift; alfo ift die Tangente im Punkte M mit den Abfciffen pa⸗ 
rallef. Ueberdieß ift es möglich, daß es zwiſchen zwei auf einander folgen- 
den Durchſchnittspunkten der Curve mit der Are Ax mehrere Punkte gibt, 
in welchen die Tangente mit diefer Are parallel ift, wie z. B. zwiſchen R’ 
und R’’, und offenbar müfjen die Abfeiffen diefer Punkte immer Wurzeln 
der Gleichung f (x) = 0 fein. 


Enthält alfo die Gleichung f(x) = 0 feine gleiden 
Wurzeln, wenn man eine abnebmende Reihe bildet, die 
1) aud der oberen Grenze der pofitiven Wurzeln diefer 
Gleihung, 2) aus den reellen Wurzeln der abgeleiteten 
f(0) — O, 3) aus der obern Grenze der negativen Wur— 
zeln der gegebenen Gleihung beftebt, fo ift jede reelle 
Wurzel der gegebenen Gleihung zwiſchen zwei auf ein- 
ander folgenden Gliedern diefer Nethe enthalten 


Daraus folgt unmittelbar, was auch aus der Figur hervorgeht, daß 
bie Anzahl der reellen Wurzeln der gegebenen Gleihung 
um nicht mehr als 1 größer fein Tann, als die Anzahl 
ber reellen Wurzeln der abgeleiteten, und baß fogar die An⸗ 
zahl der reellen Wurzeln, Die in der gegebenen Gleihung 
mit einem gewiffen Borzeihen, — oder — behaftet find, 
nie um mehr als 1 größer fein fann, als die Anzahl der 
Wurzeln mit demjelben Borzeihen in ber abgeleiteten. 

Dabei iſt wohl zu merken, daß die reellen Wurzeln mit jedem Vor⸗ 








zeichen in der gegebenen Gieichung in geringerer Anzahl vorhanden ſein 


können, als in der abgeleiteten. 


500. Es ſoll nun gezeigt werben, welche Methoden pie Geometrie 
an die Hand gibt, um annähernde Wurzeln der Gleichungen zu erhalten. 


4 


"Nehmen mir wieder die Gleichung . 
Axm 4 Bym-1 1 Cya-2 — etc. = 0, 
von welcher das erfte Glied mit £ (x) bezeichnet wurde: man nehme an, ed 


fei eine Wurzel von einem gewiffen Näherungsgrad befannt, und man joll 
eimen näheren Werth dafür erhalten, . 


Bon einigen Anwendungen der Curven. 363 


Es ſei MM’ (Fig. 227) die Curve von der Gleichung y = f(x), 
und AR die Wurzel, von welcher bereitd ein erfter Näherungswerth 
o = AP bekannt if. Man ziehe die Ordinate MP, die Tangente MP’, 
und berechne die Subtangente PP’. Da fang MP'x = f (oe), fo tft 


M, _f(d, 
‚= ang MPP fie) ' 
und durch Addition dieſes Wertes zu e erhält man einen neuen Näherungd- 
wertb e = AP’. 

Man ziehe ferner die Orbinate M’P’ und die Tangente M’P’”: be⸗ 
rechnet man auf ähnliche Weiſe mittelft. 0’ die SubtangenteP’P”, und addirt 
fie zu 0’, fo erhält man einen britten Näherungswerth.. Diefer Werth 
dient zur Beſtimmung eines vierten, und f. f. 

Der Leſer hat in diefem Verfahren wohl bereits die NAH erungs- 
methode Newton's erkannt. Ber Fig. 228 ſieht man, daß bie 
Fußpunkte P’/, P” .... der Tangenten fi immer weiter von R entfernen; 
für diefen Salt ift daher das Verfahren mangelhaft. Wenn aber, wie in 
Fig. 227, die Ordinaten vom Punfte M an bis, R abnehmen, und die 
Gurve in biefem Zwiſchenraum gegen PR immer conver bleibt, fo müfjen 
fich offenbar die Fußpunkte P', P’ .... dem Punkte R immer mehr nähern, 
und die vorigen Berechnungen geben wirklich immer genauere Werthe. In⸗ 
deſſen Eönnte auch dann noch zu befürchten fein, daß die Fußpunkte der 
Tangenten, wenn ſie fih auch R beftändig nähern, doch eine gewiſſe be= 
flimmte vom Punkte R abweichende Grenze nicht überfchreiten können. 


501. Anftatt der Tangenten Eönnte man auch Sehnen, und zwar 
auf folgende. Weife, gebrauchen. Nachdem man auf irgend eine Weife ge= 
funden, daß bie Größen o und oe’, inf (x) fubftituirt, Nefultate mit ent⸗ 
gegengefegten Vorzeichen geben, und daß zwiſchen venfelben nur eine ein= 
zige Wurzel enthalten ift, fo fege man (Big. 229) AP=e und AP'=o}, 
und ihre entſprechenden Orbinaten feien 


MP =f() wm MP’=f(e). 


Man ziehe die Sehne MM’, vie PP’ in P“ fchneivet, berechne PP’ 
mittelft ähnlicher Dreiecke, und addire das Mefultat zu AP oder o, fo ifl 
AP”, das mit 0” bezeichnet werde, befannt. 

Nun ſuche man, ob der Punkt P’’ auf der Seite RP oder RP’ liegt: 
zu diefem Zwed darf man nur o” in f (x) ſubſtituiren und das Vorzeichen 
des Reſultats finden. 

Angenommen, es ſei negativ, fo weiß man gewiß, daß die Wurzel AR 
zwifchen AP und AP’ enthalten iſt. Diefe Grenzen ſtehen einander näher 
als AP und AP’, und durch Portfegung besfeiben Verfahrens erhält 
man immer nähere Grenzen. 

Auch diefes Verfahren ift nieht frei von Mängeln; es ift jedoch nicht 
unfer Qwed, biefelben hier zu erörtern, fondern blos die Hilfsmittel anzu⸗ 
deuten, welche bie Analyfis der Geometrie entnehmen Tann. 
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502. Wir geben hier noch dieſen ſchönen Lehrſatz nebft dem Be⸗ 
weife von Sturm und Liouville, der in bem Journal. de Mathe- 
matiques veröffentlicht wurde. i 

Es ſei f(2) = O eine algebraiſche Gleichung von der Form 

Aæm Bam-i 4 Czm? 4 etc. — 0, 
in welder A, B, C gegebene, reelle oder imaginäre Größen find. Gebt 
manx y.vV— ı anftatt z, fo erhält f (z) die SrımP -QV-1, 
mo P und Q Polynome mit x und y find, die fein V— 1 enthalten. Um 
die Gleihung f (zZ) = 0 aufzulöfen, muß man für x und y reelle Werthe 
finden, welche zugleih P und Q zu Null machen. 

- j Nun fann man x und y als die 

T c - Abfeiffe OP und die Ordinate PM eines 
gewiffen Punktes betrachten, und die 

D 3 Auflöfung der Gleihung f (z) = 0 

4 auf die Aufgabe zurückführen, die Punkte 

zu fuchen, deren Coordinaten fo befchaffen 

— — 7 7 find, daß durch ihre Subſtitution für x 

und y zugleid P=0 und 220 werte. 

Durch dieſe Punkte werden gemiffermaßen 

- bie Wurzeln der Gleichung geometrifch 

dargeſtellt, weßhalb wir der Kürze wegen diefe Punkte ſelbſt Wurzeln 

nennen wollen. Iſt dte Ordinate y gleich Null, fo liegt der Pımft M auf 
der Abfeiffen-Are, und die Wurzel ift dann reell. 

Man zeichne in der Ebene der Coordinaten x und y eine beliebige ge- 
fehloffene Figur ABCD. Nun fragt es fi}, ob innerhalb diefes Umfangs ſich 
Punkte befinden, für welche P und Q zugleih Null find, und wie viele es 
beren gibt: oder Fürzer, wie viele Wurzeln ver Gleichung f (z) —= 0 inner- 
halb diefes Umfangs vorhanden find. Zur Auflöfung diefer Aufgabe Hat 
Cauchy folgenden Lehrfag aufgeftellt: 


Man fehe das Verhältniß = R und nehme an, e8 


befinde fib auf dem Umfang fein Punkt, für melden P 
und Q zugleih Null find, fo bat daß Verhältniß R für 
jeden Punkt diefes Umfangs einen beflimmtien Werth. 
Geht man auf dieſem Umfang von einem beliebigen Punkt 
A aus immer in der Richtung ABCD weiter, bis man 
wieder auf den nämlihen Punkt A fomnt, fo nimmt das 
Verhältniß R nad einander verſchiedene Werthe an, und 
fein Vorzeichen Eann ſich beim Uebergang durch Null, 
wenn P Null wird, und durchs unendlich Große, wenn Q 
Null wird, ändern. Bezeihnet nun i die Zahl, wie viel 
mal diefes Verhältniß, indem es verfhwindet und fein 
Borzeihen verändert, vom Pofttiven zum Negativen 


u' 
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übergeht, und i’ die Zahl, wie viel mal Dasfelbe Ver- 
Hältniß beim VBerfhwinden und der Veränderung feines 
Vorzeihens vom Negativen zum Bofitiven übergeht: fo 
fann die Zahl inte Eleiner fein als /, und die Differenz 
i— i muß Doppelt fo großfein als die Anzahl der inner 
halb des Umfangs ABCD enthaltenen Wurzeln. Wird 
daher die Zahl diefer Wurzeln mit u, und ber ueberſchuß 
i — i mit A bezeichnet, ſo muß — A fein. 

Dieſer Lehrſatz, den die Gleichung u — LA ausdrückt, fol num 
bewieſen werden. Es wird in demſelben vorausgeſetzt, daß auf feinem 
Punkte des UmfangsP und Q zugleich Null werden. Auch iſt zu bemerken, 
daß auf die Veränderungen des Vorzeichen, die das Verhältnig R beim 
Vebergang durchs Unendliche erfahren kann, feine Rüdfiht genommen 
wird, ebenfo wenig auf die Kalle, wo dieſes Verhältniß, ohne fein Vor⸗ 
zeichen zu ändern, zu Null wird. 


503. Der Lehrfag iſt klar, wenn innerhalb bed Umfangs und 
auf diefem feldft nie P= O0 wird; denn dann ft u=0, A=0, 
und fomit auch u = IX. 

Diefer Gleihung wird auch noch genügt, wenn innerhalb des Um⸗ 
fangs und auf dieſem ſelbſt nie Q=09 iſt; dann iſt wieder die Zahl u—0, 
und es läßt ſich beweiſen, daß auch A = 0 iſt. Denn hat man den 
ganzen Umfang durchlaufen und trifft wieder auf den Anfangspunkt, fo 
erhält das Verhältniß R wieder dasfelbe Vorzeichen, wie im Anfange der 
Bewegung; alfo ift e8 eben fo oft vom Pofltiven zum Negativen, ald vom 
Negativen zum Pofitiven übergegangen. Bei jeder Veränderung des Vor⸗ 
zeihend muß überdieß R verfähwinden, ka der Vorausfeßung nach der 
Nenner Q nicht Null werden fann. Somit ift in dem betreffenden Ball bie 
Differenn A = 0, und die Gleichung u = #/\ befriedigt. 


504. Betrachten wir nun einen Punkt M, deſſen Coorbinaten a und 
b den Gleichungen P=0 und Q=O zugleich Genüge leiſten, oder was 
dasſelbe iſt, wo der Werth — a bVI eine einfache oder viel— 
fache Wurzel der Gleichung I (z) = 0 iſt. Um den Punkt M ziehe man 
einen converen Umfang ; ift nun für jeden Bunft N diefes Umfangs der 
Radius-Vector MN Hein genug, fo läßt fich bemeifen, daß für dieſen Ums« 
fang die Gleichung u = 4A, ftattfinden muß. 

Es ſei MN = E und o der Winkel, den biefer Radius - Vector 
mit der Are der x einfchließt. Die Coordinaten des Punktes N find nun 


x=a-+tocoso, y=b-osino, 
und fomit verwandelt ſich der allgemeine Werth 
z=ıtyy—-iinz= @+bvV—i)+te (cos o + — 1 sine). 


Sept man a&b YZ1=k, und o (cos o+y-1 1 sino) — 6, ' 
fo läͤßt fi einfach fihreiben z=k + 0, und die Subftitution dieſes 
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Ausbruds verwandelt £ (z) inf(k + 0). Entwickelt man biefes und 
beachtet, daß fk) = 0, fo ergibt fi 
ft” © 


_f® & 0 : 
Mittelſt der Moivre' en Born! St 124) Hat man 
6 =e (coso-—- vV--15sino), 
0° = 0? (cos o + Y 1 sin 0)? = go? (cos 20 + Vi sin2o), 
6° — 0° (cos + Y—1 sin w)? = g? (cos 30 + Y 1 sindo), 
uff. 
Berner laſſen fi mit ven Factoren der verfhiedenen Potenzen von 0 


beachtenswerthe Umformungen vornehmen. So kann man z. B. mittelft 
algebraifcher Rechnung f (k) in folgender Form darftellen: 


f k C ) c d — 
——-=c+tHd v-1 1ı= vore(TerR ra) 


Beachtet man nun, daß die Quadrate der Brüche 


C . 
Vera Ver 
eine Summe gleich 1 geben, fo kann man biefe Brüche als den Coſinus 
und Sinus desfelben Winkels «, betrachten. 


Setzt man ferner V c®+-d?=M,, fo kann man ſchreiben 


* — M, (oa, +V—-1sing,); 
folglich erhalt man 


f 2 6=M, (cos REN 1 sina,)xXe (cos o + V— 1 sine) 


—M e[eos@ + a) +V Tisin + «,)]. 

Aehnliche Umformungen laſſen fi auch mit den Gliedern, welche die 
verfehiebenen Potenzen von 6 enthalten, vornehmen, und man erhält 
f@-+yvV=D = Me [cos (ta) + Vi sin ( o-+a,)] 

+ M,g*[cos(20-+a,) -+ 1 sin (2o-Ha,)] 
+ M,o’[cos@o-+ag) + V— 1 sin (30--«,) ] 
+ u. f. f. 

Stellt man in diefer Entwicklung die reellen Glieder zufammen, und 
ebenfo die mit / — 1 behafteten, fo erhält man die mit P und Q hezeich- 
neten BE nämlich: 


P=M, e cos (o+«a,) Moꝰ cos (20-4,) + u. ſ. f. 
= = e sin (orta,) + M;e? sin Rotaz) + u. f. f. 





Größen 
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Iſt k oder a by —-1 eine einfache Wurzel, fo muß das abge- 
leitete Bolynom f (k) von Null verfehienen fein; alfo muß wenigftens eine 
ber oben mit c und d bezeichneten Größen, und fomit au M, von Null 
verfehlenen fein. Diefer Fall fol nun zuerft unterfucht werden. 


505. Um zu beflimmen, wie klein der Radius⸗Vector g fein kann, 


fege man | 
S=M,;.+-M,-+tıf.f. 
S’=M, cos (?0-+-a,) + M, ę cos (30-+«,) + u. f. f. 
S’=M, sin (?0-+e,) + M, e sin (30o-+e,) + u. ſ. f. 


Bezeichnet man auch einen beliebigen, im erften Quadranten willkühr⸗ 
li genommenen Bogen mit A, fo kann man ſchreiben 


P— 80? u A. 008 (oe) + 8 


cos A 8 
| M, sinA sin (o--«,) 4 
— 2)" 1 > 6, 
=} So — tg 


hierauf nehme man an, der um den Punkt M gezogene convere Umfang 
jei fo befchaffen, daß ver Radius⸗Vector o in jevem feiner Punkte 
Heiner jet, als bie Eleinfte ver drei Größen | 1, el, M, & a 
Nun find die Glieber, aus denen S befteht, alle poſitiv und beziehungs⸗ 
weile größer als die ihnen entſprechenden in S’ und S”; folglich find die 
J „ . . 


Brüche = und 5 nad ihrer abfoluten Größe < 1; dagegen find bie 
ut und u pofitivo und > 1: alfo erhält P das 
Vorzeichen feines erften Gliedes für alle Werthe von @, die in ihrer 
abfoluten Größe genommen, cos (o—+-«,) > cos A machen, was ber 
Tall ift, wenn der Winkel oe, zwiſchen H—A und H-FA, oder zwi— 
ſchen ZH—A und 2H--A (mo H den Halbkreis vorftellt) fällt; ebenfo 
erhält auch () das Vorzeichen feines .erften Gliedes für alle Werthe von o, 
die, In ihrer abfoluten Größe genommen, sin (o-H«,) > sin A machen, 
was der Sal ift, wenn der Winfel oa, zwifchen A und H— A ober 





zwiſchen H-A und 2H—A fällt. 


Somit läßt fi aus dem Obigen folgende Tabelle Hilden : 
Bögen oa, ..... A H—A, H-A, ?H—, 2H-HA, 
Borzeihen vonP.... — + +, 
Vorzeichen von... — — +, 
Vorzeichen von R.... — — 4. 


+++ 
I+l1 
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Hier flieht man ſogleich, daß in dem erften Zwiſchenraum von A bis 
H—ı das Vorzeichen von P zuerft + ift, und zulegt — wird, während 
das Vorzeichen von Q beitändig — ift; alfo muß in diefem Zwiſchenraum 
das Verhältnig R beim Verſchwinden einmal öfter vom Pofttiven zum 
Negativen, als von diefem zu jenem übergehen. 

In dem Zmwifchenraume von H—A bis HA bleibt p fortwährend 
negativ und dad Vorzeichen Q fan ein ober mehrere mal ſich ändern; in 
dem Lehrfag find aber nur die Aenderungen des Vorzeichens von R zu 
betrachten, welche beim Mebergang von P dur Null flattfinden. 

In dem Bmifchenraum von H-HA bis 2H—ı iſt das Vorzeichen 
zuerfi — und wird zuleßt —; in demfelben Zmifchenraum bleibt aber Q 
beftändig negativ; alfo kann fi das Vorzeichen des Verhältniſſes R nur 
beim Verſchwinden von P ändern, und da e8 zuerft — und dann — ifl, 
fo muß die Zahl der Mebergänge von + auf — um L größer fein, als 
von — auf —. 

In Betreff des letzten Uebergangs von ZH — A auf 2H—- beachte 
man, daß die Aenderung des Vorzeichens von R nicht beim Vebergang 
duch Null ftattfinden kann, da hier P beftändig pofitiv bleibt. 

Nachdem. alfo ver Radius o einen ganzen Kreisumfang durchlaufen 
hat, ift einfah A = 2; und da innerhalb des Umfangs nur eine Wurzel 
„= 1 vorkommt, fo ift offenbar der Gleichung u = 4 A Genüge 
geleiftet. ' 


506. Nun ift zweitens der Sal zu unterfudhen, mo die Wurzel 
kodera+byV/-- 1 ein Vielfaches einer beliebigen Ordnung n ifl. Dan 
find die n abgeleiteten Bolynome f’ (k), f’ (k)...., fP(k) Null; folg- 
lich find e8 au die MobulM,, M,,..... M„_ı, und die Werthe 
für P und Q find 


P = M„ 0" cos (no-+a&n) + MH Heos[(n+ Noten] + u. 1. f. | 


Q0=M, o” sin (no--«,) + M,-ort sin[(n+1)o-+an+:] u. f. f. 


Dividirt man alle Glieder -vom zweiten an mit erti, und bezeichnet 
bie Summe Mnyı + Ma42 +... . mit S, fo läßt fih mit Beibehal« 
tung. desjelben Silföroinkel® A für P und Q folgende Form aufftellen: 


M, cos A. ‚cos (no + «,) s' 
| Se TS 


P= Sort 
r= Set x cos A 


— S;ut ) Mn sin A sin (no —- 0.) 
0 | —E x sin A +5 8 

Bei ähnlichen Sofnemunge, nie für ven Fall, wo die Wurzel Fein 
Bielfaches war, wähle man ben die Wurzel einfehließenden converen Um⸗ 
fang fo, daß ber Halbmeſſer o in jedem feiner Punkte fleiner werde, als 


M, sin 
die Eleinfte der drei Größen 1, Mı = u. u A. ; nun ſieht man leicht, 
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wenn eos (no 4 an) > cos A, fo erhalten die Werthe von P dasſelbe 
Vorzeichen wie ſein erſtes Glied, und wenn sin (no + ©) > sin-A, ſo 
erhalten auch vie Werthe von Q gleiches Vorzeichen mit feinem erften Gliede. 


Es find alfo Hier noch einmal die in den Zmifchenräumen der Reihe 
ı, H— A, H-+A, ?H— A, 2H-—A enthaltenen Werthe des Bogens no-ten 
zu betrachten; bier muß aber, damit der Halbmeffer einen ganzen Kreide ' 
umfang durchlaufe, diefe Reihe bis 2uH—-A und 2nH--% gehen. 


Nach den Folgerungen der vorigen Nummer geben bie Zmifchenräume 


von gerader Stufe, wie H—A bis HA, für das Verhältnig R Verändes 


rungen des Vorzeichens, die durch das Verſchwinden von Q, und nicht 
von P, entftehben; deßhalb kommen viefe Veränderungen bier gar nicht 
in Betracht. Dagegen ändert fih bei den Zwiſchenräumen von unges 
rader Stufe dad Vorzeichen von R erft mit dem Verſchwinden von P. 

Nun ift aber die Zahl diefer Zmifchenräume gleih 2n, und in 
jedem: derfelben ift die Anzahl der Mebergänge von + zu — um 1 größer 
als von — zu 4; alfo it A = ?2n. Da überdieß die gegebene Glei⸗ 
Hung n gleihe Wurzeln für k zuläßt, fo muß“ u = n fein, und die Glei⸗ 
Hung u = 3X ift wieder erwiefen. 


507. Findet diefer Lehrfag für zwei Umfänge ABCDA, DCED, 
die ein gemeinſchaftliches Stück DC haben, ftatt, 
fo muß er gleichfalls für den ganzen vereinigten 
Umfang ABCEDA ftattfinden. Denn offenbar 
müffen auf den Wege ABCDA die Vorzeichen 

e von R, die von C nach D vorkommen, auch ſtatt⸗ 

B- finden, jedoh in umgekehrter Ordnung, wenn 

3. man auf dem Wege DCED von D nad) C geht. 
Bezeichnet man alfo die auf die beiden partiellen 

4 Umfänge bezüglichen Werthe von A mit A’ und 
A”, und den ganzen Umfang wieber mit a 


| I ſo muß 
A=A-+A” fin. 

Es ſei nun w die Anzahl der von erften Umfang, u’ der vom zweiten, 
und u die Anzahl der von dem ganzen Umfang eingeſchloſſenen Wurzeln, 
fo ift offenbar a = u + u". Da aber die Richtigkeit des Lehrſatzes für 
die beiden Umfänge — genommen, bewieſen iſt, ſo muß auch 

— 4 N, w" — —4 N” 
fein; alfo ift 
Wu „ — IA MIA, 
und ſomit a = 3A. Folglich if ber Lehrſat für den ganzen Umfang 


richtig, 
Analyt. Geometrie. 24 
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Hätte man eine beliebige Anzahl zufammenhängender Umfänge, und 
der Lehrſatz würde für jeden berfelben Geltung haben, fo müßte er au für 
den durch ihre Vereinigung entftandenen Gefammtumfang ftattfinden; denn 
nad) der Bereinigung zweier zufammenhängender Umfänge in einen einzigen 
laßt fich diefer neue Umfang mit einem dritten angehängten, dann wieder 
der neue Umfang mit einem vierten, und fo fort, vereinigen, und nad) dem 
oben Bemerkten muß ber Lehrfa immer noch feine Geltung haben. 


508. Nehmen wir endlich an, ein beliebiger. Umfang ſei gegeben: 

nun läßt fich derfelbe immer in partielle Umfänge theilen, von denen bie 
einen um jede Wurzel gezogen und von den Bebingungen in Nro. 504 
abhängig find, während die andern Feine Wurzel einfehließen und ben Be- 
dingungen in Nro. 503 unterliegen. Da nun nad) ber vorigen Nummer 
der Lehrfa für jeden partielen Umfang wahr ift, fo muß er auch für ven 
gegeberien Umfang wahr fein; womit der Lehrſatz von Cauch 9 erwieſen ift. 


509. Aus’ diefem Lehrfage- folgt nun, daß die Gleihung 
f(d=0, m Wurzeln von der Form ab V-1T Bat, 
und nit weiter. Denn man ziehe um ben Urfprung O einen Kreis 
mit fehr ‚großem Halbmeſſer, und fuche, wie viel Wurzeln innerhalb dieſes 
Kreifes enthalten find. Es fei o ein beliebiger Halbmeffer des Kreisum- 
fangs, und o der von diefem Halbmeſſer mit der Are der x eingefchlofjene 
Winkel, ſo iſt 


x=ocoso und y=osino, 


o 
f (x+y v1) = Ag" [cos mo + VSA sin mo— 
-+ Bom-1 [cos (m—1) © + VI sin (m—1) 0) + u. f. f. 


Jeder der Coefficienten A, B, ... fann in die Form 
H (cos — Y—-1sin «) 
gebracht werben, und fomit läßt ſich diefe Entwicklung in folgender Weife 
darftellen: 
f («ty 3) = Hon {cos (mo-+e) -+ Vi sin (mo-+-e) J 
+ B,gn-1 cos[m—Dotfa] + v1 sin[m— Note] }tuf-f 


Dadurch erhält man für Pund Q, 
P = Ho" cos[mo-+«] + H, o"1 cosffm—1)o+«,] + u: f. f. 
Q = Ho sin [mo-ta] -+ H,0” sin [(m—1)o-Fa,] + u. f. f-, 
oder auch, in anderer Form, indem man, wie in Nro. 2 den Hilfd- 


winfel A gebraucht, und die Summe HH + H, + uf. f mit 8 
bezeichnet, 
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He cos A__ cos (mo-+«) | 

— Som) Te WR 

PS ko — + ’ u 

He sin A _ sin (mo-t-«) 
— m—i — — — — — 50 

2 80 "vi: +5 | 
Dabei wird angenommen, daß der Halbmeſſer größer genommen ſei, 

als die größte der drei Größen 1, Mecosı’ Hein 


daß P mit feinem erſten Gliede jedesmal gleiches Vorzeichen hat, wenn 
cos (mo-t«) > cos A, und ebenfo Q mit feinem erſten Gliede jedesmal 
dasſelbe Vorzeichen, wenn sin (moæ) > sin A. 


Betrachtet man deßhalb die Reihe der Bögen 
A, H—A, HA, 2H—A, 2H-R, ... 2mi—R, 2mil-ta, 
und macht diefelben Schlüffe, wie in Nro. 506, fo findet man die Zahl 


N = 2m, alſo u=m; folglich Hat bie gegebene Gleichung 
m Wurzeln und nit weiter. 


Tanz) dann fleht man, 


S1O. Wir übergehen bier das Verfahren, wie der Ueberſchuß A 
für einen gegebenen Umfang gefunden wird, und verweifen in Betreff dieſes 
Punftes auf das Journal de Math&matiques yon Liouville, Aug. 1836. 


24 ® 





Siebzehntes Kapitel. 


Einige ausgewählte Anfgaben. 


s 


E11. Aufgabel. Die Gleihung eines Kegelfänitts 
zu finden, der durch fünf gegebene Punkte gebt. « 

Man wähle die Coorbinaten-Aren fo, daß jede derfelben zwei ber 
gegebenen Punfte enthalte, und bezeichne die Ordinaten der auf der Linie 
ber y (Big. 230) liegenden Punkte A und B mit y’ und y”’, die Abfeiffen 
der auf der Linie der x liegenden Punkte C und D mit x’ und x”, und die 
Coordinaten des fünften Punktes E mit x’ und y’””. 


Nun werden die Bedingungen der Aufgabe ausgedruͤckt, indem man 
in der allgemeinen Gleichung 
[A] Ay? -Bxy 4 Cxꝰ + Dy-Ee+F=0 
für x und y nach einander die Coordinaten jedes dieſer Punkte ſetzt. So 
erhält man die fünf Gleichungen | 
Ay? -+-Dy—-F=0, A”"?’+-D”+-F=0 
CX? Er —F=0, "”?+E’ -F=0 
Ay’? + Bx’’'y’’ + Cx’!'? + Dy’” + Ex’ + F — O. 

Die Coefficienten der Gleichung [A] find bier die unbefannten Größen 
ber Aufgabe. Unter denfelben ift immer.eine, welche willführlich bleibt: 
nehmen wir an, biefe fet F, und dividiren alle diefe Gleichungen durch F, 
fo findet man 

A ii D —y-y' cC ı E ro” 

F yy'Fr yyvY  ' Fri U Ro nen 

B 1 y'(y’— y '—y') x’ x’__y! —x 

a en (ln + yy +1). 
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Dividirt man auch die Gleichung [A] dur F, und feßt dann diefe 
Werthe für die Coefficienten, fo erhält man bie verlangte Gleichung. 

Wenn unter den gegebenen ‚Punkten feine drei in gerader Linie liegen, 
fo ift Eeine der Größen X’, x”, y’, y’, x”, y’ gleich Null; alfo find bie 
vorigen Berhältniffe weber unendlich 10 unbefltmmt. Ueberdieß hat jedes 
derfelben nur einen einzigen Werth; folglih Tann man dur fünf 
Punkte, von denen nie drei im gerader Linie liegen, 
immereinen Kegelſchnitt ziehen, abernureinen einzigen. 


512. “Anftatt der Bedingung, daß die Curve durch zwei Punfte . 
geht, kann man die fegen, daß fle eine Gerade in einem gegebenen Punkte 
berührt. Sol z. B. der Kegelſchnitt bie Gerade Oy im Bunkte A berühren, 
fo fegt man in den vorigen Formeln y’ = y’. 


513. WIN man nun die Aufgabe ſogleich mit dieſer neuen Be⸗ 
dingung behandeln, fo muß man in [A] zuaft x = 0 fegen, dann iſt 
— 
Ay? --Dy-+-F=0, woraus y-— — VMCIIIÄI; 


dann ſetzt man dieſe beiden Werthe gleich y’, und erhält fo bie beiden 
Gleichungen 


ur om ’ 


ZA 
814. ‚Sol der Kegelfchnitt eine Parabel werden, fo muß 
B? — 4AC=0 | 


fein, und e8 find nur vier Bedingungen zur Beftimmung ber Curve nothwendig. 
Auch kann man diefe Borausfegung fogleih in der Bleihung [A] aus⸗ 
brüden, indem man (Nro. 233) für die drei erflen Glieder ein Quadrat 
nimmt; dann Hat die Gleichung folgende, nur den Parabeln zufommende _ 


Form | 
A?y? + ?ACıy + Ca? -Dy—+Ex+-F=0. 


Aufgabe U. Es feien (Big. 231) zwei Winter RAR’ 
und SBS’ gegeben, die man um ihre Scheitel fo dreht, 
daß die Schenkel AR’ und BS’ fi immer auf einer gege- 
benen Geraden oder Directrir LL’ fhneiden: man folf die 
Sleihung der Eurvefinden, welche durch die auf einander 
folgenden Durchſchnittspunkte ber beiden andern Schen— 
kel entſteht. 

Man nehme die Abfeiffen auf der Geraden xx’, welche durd bie 
Scheitel A und B geht, und die Orbinaten auf der Sentreäten Ay. Da 
die Directrix LL’ gegeben y fo fei ihre Gleichung 

—& X—P), 
wo « und ß bekannte Größen find. 
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Man feße ferner 
AB=d, tang RAR’ = a, und tang SBS’ = b. 


Nun denke man ſich die Winkel in einer beliebigen Lage, wo ſich die 
Schenkel AR und BS in M fihneiden, und die Schenkel AR’ und BS’ die 
LL/ in demſelben Punkte N treffen. Die Coordinaten von M feien x und 
y, die von N feien x’, y’. Nun find brei Bedingungen auszudrücken: 
1) vaß der Punkt N auf der Linie LL’ liegt; 2) daß die Tangente des 
Winkels MAN glei a, und 3) die des Winfels MBN gleich b if. 


So erhält man die drei Gleichungen . 
y=z.ıt! — P) / 
yı—_ıXy _; 
why 
ya—-—ya—d) _ 


@— I @—+y — 
und man darf nur noch die Variablen x’ und y’ eliminiven, um bie Glei⸗ 
hung des gefuchten Orts zu erhalten. Diefer Ort ift eine Curve ber 
zweiten Orbnung, denn nad) der Elimination ergibt fich folgende Gleichung 
des zweiten Grades: 


[ @—b)e—(ae--1) ;] y?+ T@-b)a+b («—a) ;] x? 


— [b-De+a+b] [a — [@b+1)ed—bac+1) 2 y 


- [a—b)ad-Hb(a—a) Fa x—=0: 


516. Diefe Gleichung ift zu verwickelt, um leicht zu erfennen, ob 
fe jede ver drei Curven geben Fann. Folgendes ift indefien ein befonberer, 
beachtungswerther Fall, der alle Zweifel hebt. | 


Man nehme die Directrix LL’ ſenkrecht auf AB, den Winkel 
| RAR’ = 90°, und SBS’ — 0, 
fo iſt 
« nn, a=@, b=0. 
Che wir jedoch diefe Annahmen in die Gleichung ſetzen, dividire man 
dieſelbe vorher durch au; dann ergibt ſich 
(8 — d) y? + Br? — dx = ( 


welche Gleichung, fo ſpeziell fle auch iſt, noch alle drei Curven darſtellen 


kann. Um eine Fxerabel daraus abzuleiten, dividire man durch d, und 
ſetze dann d= 
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517. Kehren wie zur allgemeinen Gleichung zurüd. Derſelben 
wird Genüge geleiſtet durch x — 0 und y= 0; was beweist, daß 
. ber Bunkt A der Curve angehört. Dan hätte auch den Urfprung der Orte 
naten in ben Punkt B verfegen können, und hätte dann gefunden, daß bie. 
Gurve auch durch diefen Punkt geht. 

Nach der Aufgabe muß die Curve dur A und B geben, und es muß 
fogar die Tangente an jeden ihrer Punkte beftimmt werben Fünnen. Denn 
unter den Lagen, die der Winkel SBS’ einnehmen kann, ift eine, wo BS 
auf Bx’ fällt, wie Fig. 232 zeigt. Nun fe RAR’ die entfprechende Lage 
des andern Winkels, fo müffen fi. offehbar RA und SB im Punkte A 
ſchneiden; folglich liegt dieſer Punkt auf-der Curve. Außerdem fieht man, 
daß die Linie AR eine Tangente fein muß, denn man kann ſie als eine 
Secante betrachten, deren beide Durchfchnittäpunfte in einen einzigen zu⸗ 
fanmengefallen find. 

Alles, was vom Punfte A gefagt wurde, laßt ſich auch auf B an⸗ 
wenden. Nimmt man alſo an (Big. 233), der Schenkel AR des Winkels 
RAR’ liege auf Ay’, und SBS’ fet die entfprechende Lage des andern Win⸗ 
feld, jo ift BS im Punkte B Tangente an der Curve. 


818. Aufgabe I. Dan ſoll einen Kegelfänitt, 
von weldem fünf Punkte gegeben find, durh Punkte 
oder ineiner fietigen Bewegung befhreiben, und dann bie 
Art und die Elemente diefer Curve geometrifch beftimmen. 

Aus der vorigen Aufgabe haben wir erfehen, daß, wenn man zwei 
Winkel um ihre Scheitel dreht, fo daß zwei Schenkel ſich immer auf einer 
geraden Linte ſchneiden, ber Durchſchnittspunkt der beiden andern Schenkel 
eine Curve befhreibt, die Durch Die Scheitel der beiden Winfel gebt. Dffen- 
bar laflen fich fo zur Erzeugung der Curve fo viel Punkte befehreiben, als 
man will, oder läßt fie fich fogar durch eine fletige Bewegung zeichnen. 
Es handelt ſich alfo darum, die beiden Winkel und die Directrix fo zu be⸗ 
ſtimmen, daß der Kegelfehnitt durch die fünf gegebenen Punkte A,B,C,D, F 
(Big. 234) gebt. 

Man ziehe durch zwei dieſer Punkte A und B die Gerade xx’, ziehe 
AC und BC, und nehme CAx’ und CBx’. ald die beweglichen Winkel. 
Yun drehe man diefe Winkel, daß die Schenkel AC und BC zuerft auf AD 
und BD, dann auf AE und BE zu liegen fommen; und nehme an, bie 
Schenkel Ax’ und Bx’ fihneiden ſich nach der erfim Drehung in L, und. 
nach der zweiten in L’; dann ziehe man LL’ und nehme fie ald Directrir. 

Nah der Eonftruction muß offenbar, wenn die Winkel fih um ihre 
Scheitel drehen, . während ſich ihre Schenkel Ax’ und Bx’ fortwährend auf 
der Geraden LL/ treffen, der Durchſchnittspunkt ver Schenkel AC und BC 
eine Curve beſchreiben, welche durch die Punkte C, D, E gebt, außerdem 
weiß man, daß ſie ein Kegelſchnitt iſt und au durch die Punkte A und B 
gehen muß. Dieſe Curve leiſtet alſo der Aufgabe Genüge, und zwar iſt 
es die einzige, denn durch fünf gegebene Punkte kann man nur einen Kegel⸗ 
ſchnitt beſchreiben (Nro. 511). 
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519. Lim die Art der Curve zu erfennen, erinnere man ſich, daß 
ihre Tangenten in A und B (Nro.517) gefunden werben können; auch ift 
zu bemerfen, daß man anflatt B den Punkt C als Scheitel eines der beiden 
. Winkel nehmen, und dann die Tangente in C finden kann. Es feien alfo 
(&ig. 235) AG, BG, CH diefe drei Tangenten, von benen bie erfte die 
zwei andern in & und H fohneidet. Im Allgemeinen treffen die an eine 
Eurve der zweiten Ordnung durch die Endpunkte einer Sehne gezogenen 
Tangenten den Durchmeſſer, der durch die Mitte diefer Sehne geht, in dem⸗ 
felben Punkte: zieht man alſo durch die Mittelpunfte P und Q der Sehnen 
AB und AC, und durc die Bunfte G und H die Geraden GG’ und HH’, 
fo erhält man zwei Durchmefler des Kegelſchnitts. Sind diefe Durchmefier 
parallel, fo ift die Curve eine Parabel; fehneiden fle ſich in einem Punkte 
O, der von H aus auf der andern Seite von AC Tiegt, fo ift fie eine 
Ellipſe; und fie tft eine Hhyperbel, wenn die Punkte O und H auf der⸗ 
jelben Seite von AC liegen. Siehe Big. 236 und 237. 


3520. Beſtimmen wir für jeden Fall die Elemente der Curve. 
Soll diefelbe eine Parabel (Big. 238) fein, fo zieht man die Durch⸗ 


mefier AA’ und CC’ parallel mit GG’, macht die Winkel HAF und HCF' 


beziehungsmeife gleich GAA’ und ICC’, dann ift der Punkt F, wo ſich 
AF und CR fchneiden, der Brennpunkt der Parabel (Nr. 438). Ber: 
Yängert man AA’ um AK gleich dem Radius-Vector AF, und errichtet KR’ 
fentreht auf AA’, fo. hat man die Directrir der Parabel (Nro. 425). 
Der Brennpunkt und die Directrix find alfo Die Elemente diefer Eurve. 


Iſt der Kegelſchnitt eine Ellipſe (Big. 239), fo ziehe man durch den 
Mittelpunkt die OK parallel mit CA; dann geben die Pinten OH und OK 
die Richtungen zweier conjugirten Durämefie. Um ihre Länge zu erhalten, 


nehmen wir bie Formel (Nro. 322) OH = 68 in welcher man a’ als 


den in der Richtung von OH liegenden halben Durchmeſſer betrachten Tann, 
und man erhält aus biefem Ausdruck a’ = VOHX OR. 


Bezeichnet man den mit a’ conjugirten halben Durchmeffer mit br. 
zieht CK parallel mit OQ, und verlängert OR bis I, fo Hat man aud) 
b — VORXOI. Alſo erhält man a’ und b’ durch Conftruction mitt- 
lerer Proportionalen. Ä 


Sind zwei conjugirte halbe Durchmeffer a’ und b’, und der von ihnen 
eingefhlofjene. Winfel HOI bekannt, fo findet man leicht die halben Aren. 
Denn bezeichnet man bie halben Aren mit a und b, und fegt HOT = 7, 
ſo iſt (Nro. 351) 


ab = a’b’ siny, a? Far = a’? +’, 
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Addirt man zuerſt die doppelte erſte Gleichung zur zweiten, und zieht 
ebenſo ab, ſo iſt 
(a+b)? = a? + p 2 + Aa'b! sin y 
(—b)”? = a?’ + N 2a’b’ sin y, 
md daher 
| ‘atb = Va”? bh? + 2a’b’ sin 7, 
a—b Va? p?_— 2a’ sin y. 


Diefe Wurzelwerthe Taffen fih nad den Eigenschaften der ſchiefwink⸗ 
ligen Dreiecke elegant conftruiren, und wenn A und B die dadurch vor⸗ 
geftellten Linien find, fo ift 


a=4A+3B, b=44—B. 


_ Um die noch unbekannte Richtung der Aren zu beftimmen, darf man 
nur die Brennpunkte der Ellipfen fuchen. Run haben (Nro. 332) befannt- 
lich. die Fußpunkte der von’ den Brennpunften auf die Tangenten gefällten 
Senfrechten zum geometrifhen Ort einen Kreis, ver aus dem Mittelpunft 
der Ellipſe mit der halben großen Are als Halbmefler befchrieben wird: 
indem man daher diefen Kreis befchreibt, und auf den Tangenten AH und 
HC in ven Punkten, wo er diefe fehneidet, Senkrechte errichtet, erhält man 
die Brennpunfte F und F’. 


Sol endlih der Kegelſchnitt eine Hyperbel fein, fo beſtimmt man 
zuerſt, wie bei der Ellipſe, zwei conjugirte Durchmeſſer; dann conſtruirt 
man die Aſymptoten (Nro. 406), und hierauf die Axen (Nro. 409). 


321. Aufgabe IV. Die Curve zu finden, die durch 
den Scheitel eines rechten Winkels, deſſen Schenkel fort- 
während Tangenten an einem Kegelſchnitt ſind, beſchrie— 
ben wird. 


Betrachten wir zuerſt die Ellipſe mit ihrer Gleichung 
fe] . a?y? + b?x? — a?b?. 


Man bezeichne die Goorbinaten der Punkte, wo bie Ellipfe von den 
Schenkeln des rechten Winkels berührt wird, mit X’, y’ und x”, y“, fo 
müffen diefe der Gleichung [e] genügen: es ift alfo | 
[1] ady’? + b’r? — a?b?, [2] ay"? + br’? = a®?. 


Es feien x und y die Coordinaten der Winfelfpige, fo müffen fie den 
Gleihungen der Tangenten Genüge leiſten, und man hat daher auch 
(Nro. 319) 


[3] -a2yy’ + b?xx’ — a?b?, [4] a?yy" + h?xx’ — a?b?, 
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Da endlich die beiden Tangenten einen rechten Winkel mit einander 
bilden, und die trigonometrifchen Tangenfen der Winkel, die fie mit ber 


Are derx maden, — F und — a find (Nro. 319), fo ift no 
bey’x’' J 


[5] yyri=0 


Man hat alfo, um alle Betnnungen der Aufgabe auszubrüden, fünf 
Gleichmgen. Diefelben enthalten ſechs Variable x,y,x, y,x’,y'; 
und um bie gefuchte Eurve zu Fhauen muß man aus diefen fünf Glei⸗ 
chungen die vier Größen x ‚ y,x’,y eliminiren. 


Zuerft eliminire man y’ aus [1] und [3], dann ergibt fi 
vr _ 2a?b?x + at (b? — y?) _ 0. 
a?y? 4 I bi? * a?y? I 52x? 

Eliminirt,man y” aus [2] und. [4], fo findet man offenbar eine der 
vorigen ganz ähnliche Gleichung nach x”; mas bemeist, daß x’ und x” 
die beiden Wurzeln dieſer Gleichung find. Nun iſt aber das legte Glied 
gleich dem Produkt der beiden Wurzeln, alſo 
at - y”). 
a?y? 4 bpꝰxꝰ | 

Beginnt man die Rechnung mit ver Elimination von x’, fo ergibt fich 
auf dieſelbe Weife 


x’y’’ — 


pe (aꝰ — x 
fr genen 


und ſetzt man biefe Werthe in die Gleichung [5], fo ergibt ſich für Die ge⸗ 
fuchte Curye 
Ä Bee ae Eee Ze 


welche Gleichung den Kreis vorftelt, der um dad auf den Aren der Ellipſe 
eonftruirte Rechteck (Fig. 240) befchrieben wird. 
Um die Aufgabe in Beziehung auf die Hyperbel, deren Gleichung 
a?y? — b2x? — — a%h? 
ift, aufzuldfen, darf man nar überall b? in — b? verwandeln; dann er⸗ 
halt man 
2 L22— a? — p2, 
welche Gleichung wieder einen Kreis vorſtellt. 


Iſt —a, fo reducirt ſich dieſer Kreis auf einen einzigen Punkt, 
und er wird imaginär, wenn b >a tft. 

Mendet man die bei der Ellipſe angeftellten Rechnungen auf die Pa⸗ 
rabel an, deren Gleihung y? — 2px iſt, fo findet man für die durch 
die Spike des rechten Winkels befchriebene Linie x= — Ip, d. h. die 
Directrix, wie dieß (Mro..443) vorauszufehen war. 


inige ausgewahlte Aufgaben. ee 


522. Aufgabe V. Es fel (Big. 241) eine Ellipſe ge- 
geben, man. trage auf der großen Are vom Mittelpunkt 
aus eine Zänge,AB--BD glei der halben Summe der 
Axen an, und befhreiberauf AD als Durdhmeffer einen 
Kreis; durch den Endpunkt der großen Are, der dem Mit« 
telpunft des Kreifes am nächſten liegt, ziehe man in Dies. 
fem Kreife die Sehne HBH, und durch die Endpunkte 
diefer Sehne die Durhmeffer der Ellipfe AR und AR”. 
Nun denke man fi, die Bunfte H und H’ bewegen fi 
auf AR und AR’, obne daß HH’ feine Größe Ändert: fo 
beſchreibt ver Punkt diefer Kinte, der zuerſt mit dem End— 
punft B der großen Are der Ellipfe zufammenfiel, eine 
Curve, deren Gleichung gefuht werben foll.. 


Es fei HH’ (Big. 242) eine beliebige Lage der Geraden, die ſich i im 
Winfel RAR’ bewegt, und M die. des Punktes, der die Curve befchreibt. 
Man nehme AR und AR’ als Coordinaten⸗Axen, ziehe MP und MQ pa= 
rallel mit biefen Aren, und made 


AP =, M=y, MH=c, Mi=.d. 


Degen ber Parallelen ift nun . 
AH:c--d=x:d, uw —— 


n-C+ör, um _e+ay 


© 


alfo 


Im Dreieck AHH’ ift aber 
AH? + AH”? — 2AH X AH’ X cos RAR — — HH’. 


‚Sept man in dieſe Gleichung die Werthe ber Linien, mo 

H=c-+d, und maht RAR’ = 9, 

fo ergibt ſich ' 
Ä * x? _2xy’ c080 

[1] + d? cd =1; 


um man ſieht Kon, daß die gefuchte Curve eine Ellipfe if, die mit ber 
gegäbenen Elipfe gleichen Mittelpunkt hat. 


Dan febe (Big. 241) . 
AB=a, BD=b, Winkel BAR= «, 


. und fuche die Wertbe für c, d, cos 0. Zu diefem med ziehe man DH, 
ferner BL parallel mit DH, und BK parallet mit AH. Nun find bie 
Dreiecke BAI und BDK rechtwinklig, und geben 


HK=Bl=asine, BE=b cos e. 
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Dann gibt das rechtwinklige Dreie® BHK 
ce= BH— VHR? + BE? — Va? sin? a I b? cos?a: 
und vermöge der Eigenfchaften des Kreifos ift ° 





a — — PXM____ db — 
BH Va? sin? «tb? cos? a 


Um jest cos 9 zu finden, berechne man zuerft sin BAR’ und 
cos BAR’. Bezeichnet man BAR’ mit @’, und beachtet, daß 


BAR’ —= BHK, 
fo ergibt fih für das Dreieck HKB 
sin d= BE __ — cs 
BH Va?sin? «tb? coa 
co — HK _ asina 
BH Vırsnatbrosta' 


aber 
= cos («+ «)= cosa cos — sina kind; 


alſo if 


. (a—Fb) sin «@ cos « 
cos = Cm 
. Va? sin? «a Tb? cos? a 


Subſtituirt man in der Gleihung [1] die Werthe für c, d, cos 6, 
ſo ergibt fi für die gefuchte Gleichung | 


[2] y’? x’? (a? sin? @ + b? cos?«) 
a? sin? 4 b? cos? « a?b? 


2xy (a—b)sin« cosa 


abV a? sin? «—+-b? cos? & u 





Um diefe Curve mit der gegebenen Ellipſe leichter zu vergleichen, 
beziehe man auch dieſe Ießtere auf AR und AR’. Auf ihre Aren BB’ und 
CC’ bezogen, tft ihre Gleichung | 
[e] a?y? + b?x? — a?b?, 
und bie Formeln, mittelft welcher man von rechtwinkligen Orbinaten auf 
ſchiefwinklige mit gleichen Anfangspunft übergeht, find: 

ı=rY’coae+-ycod, y=x sin « -}- y’ sin @’, 
wo @’ denſelben Winkel BAR’ wie oben bezeichnet, aber 

«= 360° — BAR 
iſt; daher darf man nur, wenn BAR fortwährend mit & bezeichnet werben 
ſoll, in den vorigen Formeln « in 360 — « verwandeln. Dann ändert 
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fich cos & nit, sin « wird — sin «, und indem man für sin @’ und 
cos a’ ihre Werthe fett, erhält man 


ay’ sin & " 
x—xr cos x - —— lt HE — 
Va?sin? « + b? cos?x 

by’ cos « | 
ZH Tag 
Va? sin? «+ b? cos? « 





y=—reina-+ 


Führt man die Subftitution diefer Werthe in der Gleichung [e] aus, 
fo ergibt fih ein mit der Gleihung [2] identifhes Nefultat; alfo if 
die gefuhte Curve keine andere als Die gegebene Ellipfe. 


. 523. Aufgabe VI Es fei (Big. 243) ein Winkel yOx, 

und zwei Punkte A und B auf feinen Schenfeln gegeben; 
. man bewege eine Gerade ST fo herum, daß die Liaien OA 
und OB immer in der Proportion 


AP: PO —= 00: QB 
gefhnitten werden: die fortgehbenden Durchſchnittspunkte 
der in diefen auf einander folgenden Tagen betrachteten 
Geraden ST mit fi ſelbſt beftimmen eine Curve, an wel- 


her ST immer Tangente if, und deren Gleichung gefudht 
werden foll. 


Man theile AO und OB in m gleiche Theile, wo m eine beliebig 
große Zahl fein Fann, und nehme an, AP und OQ enthalte jede eine An⸗ 
zahl n diefer Theile, und ziehe PQ. Berner ziehe man die Gerade P’Q/, 
welche auf AO und OB einen Theil weiter, als PQ abſchneidet. Nun 
ſchneiden fih PQ und P’Q’ in einem PunfteM, deſſen Lage von den Zahlen 
m und n abhängt. Climinirt man zuerft die unbeftimmte n aus den Glei⸗ 
chungen dieſer zwei Geraden, fo beftimmt die fich ergebende Gleihung den 
geometrifchen Ort, der die Eckpunkte des Polygons MM’M”... enthält, 
welches durch die auf einander folgenden Lagen der Linie PQ gebildet wird, 
wenn man die Punkte P und Q afle Iheilungspunfte der Linien AO und 
OB durchlaufen läßt. Um die Stetigfeit der Bewegung darzuftellen, ſetze 
man m = 0, unt man erhält die gefuchte Burve. 


Man nehme bie beiden Linien Ox und Oy als Eoorbinaten, und fehe 
O0A=a OB=b. j 


ach dem Vorigen hat man 
»—-®, p- MD 9-— 
m’ m — 
und hieraus findet ſich leicht als Gleichung von PQ 


[fl] . m (m—n) ay -- mabx-—= n (m—n) ab, 


’ 


nb 
m 


982 IE Anuaolytiſche Geometrie in der Ebene. 

Verwandelt man n in n 1, fo erhält man die Gleichung der 
Linie P’Q’, nämlich 
[2) m (m—n—1) ay + m (n+1) bx = (14) (m—n—1) ab. 

Nun tft n aus [1] und [2] zu elimintren. Um die Rechnung leichier 
auszuführen, ziehe man zuerſt [2] von [1] ab; dieß gibt 

may — mbx — Gn—m-1) ab; 
hieraus erhält man 
_ m (ay—bx) 4 (m—1) ab, 


2ab 
und daher 
— m (ay—bx) — -11) ab 
m—n= —— 0-1 21070 
2ab 
. Suffituirt man dieſe Werthe in [1], fo ergibt fih als Reſultat 
a?b? 


(ay—bx—ab)? — 4ab?x — arm 0 


Diefe Gleichung gibt die Curve, welche die Eckpunkte des Polygons 
MM’M’”’.... enthalt. Um auf die geſuchte Curve zu kommen, muß 
man m == 00 jegen, dann ift 

(ay — bx — ab)? — 4ab?x = 0, 
welche Gleichung eine Parabel worftelt. Die Curve muß durch A und B 
gehen, und OA und OB zu Tangenten haben; benn bei y — 0 gibt die 
Gleichung zwei Werthe für x, deren jeder = a, und hei x = 0 
zwei Werthe für y, derem jeder = b ift. 


Kennt man zwei Bunfte der Parabel und die Tangenten an biefen 
Punkten, fo. laffen ſich die Elemente diefer Curve (Nro. 520) leicht con- 
ſtruiren. WIN man diefelben durch die Rechnung finden, fo fuche man 
zwei rechtwinflige Aren, melche die Gleichung der Parabel auf die Yorm 
y? = ?px bringen, was durch eine einfache Transformation der Coordi⸗ 
naten geſchieht. 


Rx 


324. Wir Schließen dieſen Theil mit folgenden Aufgaben, zu 
denen der Leſer ſelbſt die Figuren zeichnen mag. | 


I. Lehrfag. Nimmt man die Kreife einer Kugel als Grundflächen 
verfchiedener Kegel, und den Endpunkt eines Halbmefferd als gemeifſchaft⸗ 
liche Spitze dieſer Kegel, fo ſchneidet jede auf dem Halbmeſſer fenkrechte 
Ebene die Kegel in Kreifen. 


II. Lehrſatz. Zieht man an die Ellipfe oder Hyperbel eine Xangente, 
fo ift das Nechted aus den Theilen derſelben, welche zwiſchen dem Berüh⸗ 


* 
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rungspunkt und zwei confugirten Durchmeflern liegen, fo groß als das 
Duadrat des mit diefer Tangente parallelen halben Durchmeſſers. 


II. Lehrſatz. Sieht man durch zwei Bunfte A und B einer Linie 
der zweiten Ordnung eine Secante, und in diefer Curve eine Reihe von 
parallelen Sehnen, welde die Secante ſchneiden, fo ſteht das Rechteck aus 
den entfprechenden Abdfchnitten der Secante in einem conftanten Verhältniß. 


IV. Lehrfag. Wenn eine der Länge nach conftante Gerade ſich fo 
bewegt, daß ihre Endpunfte immer auf die beiden Schenkel eines gegebenen 
Winkels treffen, fo befchreibt bekanntlich (Nro. 522) ein beliebig auf diefer 
Geraden angenommener Punft eine Ellipſe. Mean betrachte nun dieſe 
Gerade in irgend einer ihrer Tagen, errichte dann in ihren beiden Endpunften 
Senkrechte auf die Schenkel des gegebenen Winkels, und ziehe durch den 
befehreibenden Punkt eine Normale an die beſchriebene Curve: ſo treffen ſich 
dieſe Normale und die beiden Senkrechten in demſelben Punkte. 

Anſtatt der Geraden, von welchen der Gang der beweglichen Linie 
abhängt, ſetze man zwei Polygone dann für dieſe Polygone zwei Curven: 
-fo muß offenbar der Sat noch ſtattfinden, wenn man nur, anſtatt der auf 
den leitenden Geraden errichteten Senkrechten die fie erfegenden Normalen 

an den Curven nimmt. 


V. Lehrfag. Bei zwei eoncentrifchen Tinten der zweiten Ordnung 
ift Die Summe der Quadrate aus zwei beliebigen conjugirten Durchmeflern 
der erften Linie beziehungsmweife dividirt durch die Quadrate der auf den 
Richtungen diefer Durchmefjer liegenden zwei Durchmeſſer der zweiten Curve 
eine conſtante Größe. ü 


Nimmt man ald zweite Curve einen Kreis, fo findet m man wieder einen 
befannten Sag (Nro. 350, 400). 


VI Aufgabe. In der Ebene eines Kegelſchnitts AMM’A’ fei ein 
Punkt O gegeben; man ziehe durch diefen Punkt Secanten, mie OMM’, . 
welche die Curve in M und M’ trifft; dann nehme man eine befonder⸗ 
Secante OAA’, welche die Curve in A und Af trifft, und ziehe die Geraden 
AM, A’M’, deren Verlängerungen fich in N, und die Geraden AM, A’M’, 
die fich in N’ fchneiden. Nun fol der geometrifche Ort der Punkte N und 
N’ gefucht werben. 


VO. Aufgabe. Es jet in der Ebene eines Kegelſchnitts ein Punkt 
O gegeben; man ziehe eine beliebige Secante OMN, welche diefe Curve 
in M und N trifft, dann theile man diefelbe fo, daß ſich 


OM:ON=PM:PN 
verhält: es fol der geometrifche Drt der Punkte P gefucht werben. 
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VII. Aufgabe. Den geometrifhen Ort der Punkte zu finden, 
welche die durch einen gegebenen Punkt gezogenen und zwifchen zwei gege- 
benen Geraden liegenden Linien in fletiger Proportion theilen. 


IX. Auf gabe. In der Ebene eined Polygons den Ort der Punkte 
zu finden, fo daß die Summe der Quadrate aus den, Abftänden jedes der⸗ 
felben von den Eckpunkten einem gegebenen Quadrate gleich fei. 


X. Aufgabe. In der Ebene eines regulären Polygons die Linie 
zu finden, fo baß die Quadrate aus den Abjtänden jedes Punktes dieſer 
Linie von den Seiten des Polygond zufammen einem gegebenen Quadrate 
gleich feien. 


XI Aufgabe. Es ſei ein Parallelogranım und eine Gerade gegeben; 
man foll mit dem Lineal und dem Zirkel die Punkte conftruiren, in welchen 
die Gerade von einer Ellipfe, welche die Seiten des Parallelogramms in 
ihren Halbirungspunften berühren fol, gefchnitten wird. 


XU. Aufgabe. Es ſei ein Dreieck DEF und ein Punkt O gegeben; 
man fol dur diefen Punkt eine Gerade OABC ziehen, welche die drei 
Seiten DE, EF und DF oder ihre Verlängerungen in drei Bunften A,B, C 


on ı __ 41 1 
fo ſchneidet, daß man erhält 0m” opt 00* 


XIII. Aufgabe. Will man durch einen gegebenen Punkt eine 
Normale an die Parabel ziehen, ſo findet man, daß die Aufgabe vom dritten 
Grad abhängt, und je nach der Lage des gegebenen Punktes drei Auf⸗ 
Jöfungen, ober zwei, oder eine zuläßt. Nun bilden die Punkte, von welchen 
aus zwei Normalen gezogen werben können, einen geometrifchen Ort, defjen 
Gleichung verlangt wird. 


XIV. Lehrſatz. In einer Eurve des zweiten Grads ziehe man eine 
beliebige Sehne MM’ und den Durchmeffer OL, der diefe Sehne halbirt: 
fält man nun vom Brennpunft F, die Senkrechte FK auf M’M”, fo 
ſchneidet dieſe Senkrechte die nächftliegende Directrix in demfelben Punkt 
wie der Durchmefler OL. 


XV. Lehrfag. Zieht man durch den Brennpunkt F einer Curve 
der zweiten Orbnung zwei beliebige Radien⸗Vectoren FM und FM’, und 
durch ihre Endpunkte M und M’ eine Secante, bis fie die nächftliegende 
Directrir in R trifft: fo halbirt die diefen Punkt mit dem Brennpunft ver- 
bindende Gerade RF den Winkel, der von.einem der Radien⸗Vectoren und 
der Verlängerung des andern gebilvet wird. 

Die zwei letzten Säge find einem Werke Jakob's entnommen, worin 
ſich eine große Zahl ausgewählter Uebungsaufgaben finden. 
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Bon den Projectionen der Knien nnd. Flächen. 


J 


Lineaor-Projertion eines Syſtems von Geraden. 


525. Es fei (Tafel X, Fig. 1) OX eine Are oder unendliche 
Gerade, und AB eine Gerade von beftimmter Länge, welche nicht nothwendig 
in derfelben Ebene mit OX zu liegen braucht: zieht man AR parallel mit OX, 
fo ift BAR der Winfel, den die AB mit der Are OX madt, und füllt 
man auf diefe Are die Senkrechten AA’ und BB’, fo Heißt der Abſtand A’B’ 
bie Projection von AB auf OX. 


Man fege 
Winkel BBR—=«a, AB=1, AB—=p; 
ziehe parallel mit AA’ die B’D, welche AR in D trifft, und ziehe BD, fo 
ift dad Dreied ABD rechtwinklig, und man hat 
[1] p=lco«; 
alfo tft die Profjection einer Geraden auf eine Are glei 


dem Product aus diefer Geraden und dem Coſinus bed 
von ihr und der Axe eingefhlofjenen Winkels. Ä 


526. Betrachten mir ein Syftem von mehreren auf einander fol- 
genden Geraden, wie ABCD (ig. 2), und legen durch die Eckvpunkto 
A, B, C, D ſenkrechte Ebenen auf die Are OX: fo find die Punkte 
” 9 B’,C', D', wo dieſelben die Are ſchneiden, bie Brolectionen biejer 
Analyt. Geometrie. 
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Eckpunkte, und die Abflände A’B’, B’C’, C’D’ find die Profectionen der auf 
einander folgenden Seiten AB, BC, CD. Zieht man die das Polygon 
fehließende Gerade AD, die wir refultirende Linie oder einfach 
Refultante nennen wollen, fo ift A’D’ felbft die Projection viefer 
Geraden. Bezeichnet man die auf einander folgenden Seiten mit 1,1’, 1’; 
die Winfel, welche fie mit den mit OX parallel gezogenen, und wie bie 
Figur zeigt, alle in derſelben Richtung laufgaden Geraden AR, BR’, CR’ 
einfchließen, mit &, «, «” ; die Nefultante AD mit L, und ven Winfel 
DAR mit p: fo faffen fich die Projectionen dieſer verſchiedenen Linien aus⸗ 
drücken durch 


lcose«, 1’ 008 od, Y’ cos«”, Lcosg. 


Sind nun bie Winkel a, c',«" ſpitze, fo find alte Coſinus, und 
daher auch dieſe Producte vofltiv; überdieß tft offenbar die Summe ber 
Projectionen A’B’, B’C’, C’D’ glei A’D’; alfo ift 


[2] lese +!lco« +1" cos «’ = L cos g. 


Kommen aber ftumpfe Winfel vor,. und iſt z. B. DCR“ oder æ“ 
(Fig. 3) ſtumpf, ſo muß man, um A'D’ zu erhalten, bie Vrojection 
C’D’ von den übrigen abziehen. Dann iſt aber auch J“ cos a’ ein nega⸗ 
tives Product: folglich gibt die vorige Kormel wieder ven Werth für A’D’ 
oder L cos 9. 

Ueberhaupt ſieht man leicht, wie groß auch die Zahl der zwiſchen den 
äußerſten Eckpunkten enthaltenen Seiten iſt, daß man, um die Projection 
der Reſultante zu bilden, die Projectionen mit ſtumpfen Winkeln von 
denen, bie ſpitzigen Winkeln entſprechen, abziehen muß; und da der Aus⸗ 
dru für jede Projection an und für ſich additiv oder ſubtractiv ift, je 
nachdem der Winkel fpigig oder ftumpf ift, fo folgt daraus, daß die For⸗ 
. mel [2] immer unbeſchrankte Geltung hat. 

Dieſe Formel iſt im Grunde nur die Umſchreibung des ſchon an ſich 
klaren Grundſatzes, daß die Summe der Projectionen meh— 
rerer auf einander folgender Geraden auf eine beliebige 
Axe gleich der Projection der refultirenden Linie if. 

Diejer Grundſatz findet ſeine Anwendung bei der Umformung der 
Coordinaten im Raume, und wer die Methoden zur Anwendung der Ana⸗ 
lyſe auf Flächen ſchnell kennen zu lernen wünſcht, kann nun ſogleich zum 
folgenden Kapitel übergeben. 


8527. Wenn die auf einander folgenden Geraden, fie mögen in 
derſelben Ebene liegen oder nicht, ein geſchloſſenes Polygon bilden, ſo 
it L=0, und daher Lcosg = 0; alſo iſt in jedem gefhlof-- 
leren Bolygon die Summe der Projectionen feiner 
Seiten auf eine beliebige Are gleih Nult. 

‘ In einem gefehloffenen Polygon ift eine Seite die Refultante der an- 
dern Seite, und ber letzte Satz feheint mit dem vorhergehenden nicht über⸗ 
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einzuftimmen; die Schwierigkeit verſchwindet aber, indem man beachtet, 
daß in den beiden Fällen die von diefer Seite mit der Projections⸗ Axe ge⸗ 
bildeten Winkel Supplemente zu. einander find. So iſt in Fig. 2, wenn 
man AD alg Nefultante betrachtet, DAR der von dieſer Linie und ber 
Projections⸗Axe gebildete Winkel, und betrachtet man AD als Seite. des 
Polygons, fo find ADR’”, BAR, CBR’, DER’ die von den vorher- 
gehenden Seiten mit der Are gebildeten Winkel, 


528. Bringt man Bie Projections· Are in verſchiedene Lagen, und 
nimmt ſie zuerſt parallel mit der Reſultante, ſo iſt 


9=0, und Lcsp=L: 


welches der größte Werth iſt, den dieſes Product erhalten taun. riegt die 
Axe in einer mit der Reſultante ſenkrechten Ebene, ſo iſt 


9=%°, und Lecosp= 0. 


Bildet endlich die Are, während fie ihre Lage Ändert, fortwaͤhrend 
denſelben Winkel mit der Reſultante, fo bleibt auch das Product L cos ꝙ 
immer dasſelbe. Daraus ergeben fi folgende Säge: 

1) Die Summe der Projectionen mehrerer auf einan=- 
der folgender Geraden iſt die möglidft größte, wenn die 
Brojeetiond=- Are mit der NRefultante parallel Yäuft, 
und diefe größte Summe ift fo groß als die Reſultante 
ſelb ſt. 

2) Die Summe der Projectionen iſt auf alten mit 
ber Refultante ſenkrechten Axen gleich Null. 

3) Diefe Summe bleibt für alle Axen, die mit der 
Nefultante gleihe Winkel bilden, fi glei. 


Bemerkung Das Vorige läpt fih auch auf ein Syflem getrennter 
Geraden ausdehnen: dann muß man aber biefe Linien parallel mit fich felbft 
fortbewegt denken, bis fie in ihren Endpunkten zufammentreffen, und fo 
einen Iheil von einem Polygon bilden, von welchem die das Polygon 
ſchließende Gerade die Refultante bildet. 


Helstionen, die ſich aus den Projectisnen auf verfhiedene 
Atren ergeben. 


529. Es ſei OG (Fig. 4) eine gegebene Gerade, und OX,OY, OZ 
drei unter fich ſenkrechte Axen; legt man durch den Punkt G Ebenen parallel 
mit den Ebenen YOZ, XOZ, XOY, fo erhält man ein rechtwinkliges 
Parallelepipedon mit der Diagonale OG, .veffen zufanmenftoßende Kanten 
OA, OB, OC die Profectionen von OG auf bie drei Axen find. Nun ift 
das Quadrat der Diagonale des Parallelepipenons gleich ber Summe ber 

25 
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Duadrate aus den drei zufammenftoßenden Seiten: alfo ift pie Summe 
der Quadrate aus den Projectionen einer Geraden auf 
dbreirehtwinfligeArengleihgpem Quadrat dieferGeraden. 


Um dieſen Sat in einer Formel auszubrüden, fel ! 
06G=1, A=p, OB=q, OC 1; 
dann ift 
[3] Pri+r=P. 


. 830. Set man OG = 1, fo ift offenbar 
OA —= 008 GOX, OB = cos G0OY, 0OC — cos G0Z, » 
folglich erhält man, wenn diefe drei Winkel mit a, 6, y bezeichnet werben, 
[4] cos? « + co? B® + cos®!r = 1; 
db. 5. die Winfel einer Geraden mit drei rehtwinfligen 


Axen müffen immer fo befhaffen fein, daß die Summe 
der Quadrate ihrer Coſinus glei der Einheit ifl. 


531. Nehmen wir nun ein Syſtem von Geraden }, Y,1”,... 
die auf einander folgen oder getrennt fein können, und deren Refultante 
L Heiße, und denken uns I, l, I“, ... auf drei rechtwinklige Aren proji⸗ 
ehrt. Addirt man je die auf eine Axe gemachten Projectionen, fo erhält 
man drei Summen, die den Projectionen von L auf diefelben Aren be= 
ziehungsweife gleich ſein müſſen (Nro. 526): bezeichnet man daher die 
Projectionen von L, I, l', ... auf die erfle Are mitP,p,p’.. .; die 
auf die zweite mit Q, q, q’ .. ., und bie Profectionen auf die dritte mit 
R,ur...,fif 


PtP+...=P, atq-+...=0, r+r+..=R 


Nun iſt . 
u P? +0? —-R? = L? (Ntro. 529); 

. alſo 

51. @4+P +? +td+.. 9 + 0474. L. 


- 2 Die.drei Summen 
„PtPrt..., g+tg+.... r+r-+... 

- ändern fich zugleich mit den rechtwinkligen Arten; die vorige Gleichung be= 
meist aber; Daß die Summe ihrer Quadrate eine conftante 
Größe bildet, die bei jeder Lage der drei rehtmwinfligen 
Aren gleih dem Quadrat der Refultante tft. 

Mir Haben (Nro. 528) gefehen, daß die Richtung der Nefultante L 
mit den Aren, auf welchen die Summe der Projectionen des Syſtems 
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,Y,... ein Maxim um beträgt, parallel if; und daß bie Länge L 
eben dieſes Marimum ausdrückt. Nun läßt ſich aber die Größe und die 
" Richtung von L leicht, beftimmen, wenn man 1,7,..., und die Winfel 
diefer Geraden mit den drei sehtrwinfligen Aren kennt; ; denn bezeichnet man 

dieſe Winfel mit , 6, y; d,Pß,y;u.f. w., fo ift 

p=lcose, p=!lcos«, uf. m. 

q=1cosß, =! cos f, u. f. w. 

r=1lcosy, "=! cosy, u. f. w. 
alſo | u 
P=1lcos«ae+t!Ycose + uf. w. 
Q=1csß-+lYceos’—+ uf. mw. 
R=lcos yr-+!Ycosy-+uf.w. 
Alſo find die drei Projectionen P, Q/R von L bekannt. 


Bezeichnet man ‚die unbekannten Winkel, welche L mit den Aren 
bildet, mit 9, 9“, 9“, fo tft 


Lese=P, Leos =Q, Lesg"=R,; 
und außerdem hat man nad) Neo. 529 au 
L? — — p? + 224 R?. 
Aus dieſen vier Gleichungen erhält man 


L=V PP--Q°-+-R?, cos ꝙ = , cos ꝙ n cos g” =T. 


Die erſte Formel gibt die Länge der refultirenden Linie, und die brei 
andern beftimmen ihre Richtung. Jedoch ift zu beachten, daß, wenn die. 
Brofectionen auf parallele Aren einander gleich find, dieſe Beſtimmungen 
nicht eine einzige Are, fondern vielmehr unendlich viele unter ſich parallele 
Aren ergeben. 


532. Kehren wir wieder zum Parallelepipedon (Big. 4) zurüd, 
in welchem OG eine gegebene Gerade, und OA, OB, OC die Projectionen 
dieſer Geraden auf: drei rechtwinklige Aren find. Projicirt man diefe drei 
Kanten oder die ihnen gleichen OA, AD, DG auf eine beliebige Gerade OV, 
fo ift offenbar (Nro. 526) die Summe diefer drei Profectionen gleich der 
Projection von OG auf diefelbe Gerade. Kennt man alfo die Pro- 
jeetionen einer Geraden auf drei rehtminflige Arten, fo 
erhält man ihre Projectionen auf eine beliebige Are, 
wenn man diefe drei Projectionen.auf legtere Are pro— 
jteirt, und diefe neuen Projectionen addirt. 

Um dieſen Sag ald Formel darzuftellen, denken wir und wie oben, 
bie Projsctionen eines Geraden 1 auf bie drei Axen ſeien p, q r, bezeichnen 
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ihre Projection auf der neuen Are mit s, und die Winkel viefer Are mit 
den rechtwinkligen Aren mit A, x, 7; fo ift nach dem oben Gefagten 


[6] s=pcosA—tqgcosu--T cos». 


Meberhaupt ift die Summe der Projectionen beliebig vieler Geraden 
immer gleich der Projection ihrer Mefultante, welches auch die Projections- 
Aren fein mögen (Nro. 526), woraus folgt, daß man die Formel [6] 
auf eine beliebige Anzahl von Geraden ausdehnen Eann. 


Sind alfo P, Q, R die Brojertionen eines Syftemd von Geraben auf 
-drei rechtminklige Aren, und S ihre Projection auf die neue Are, fo ift 
KB S=PcosA-+Ncosu-+Rcosr. 


"333. Die Formel [6] führt auch auf eine merkwürdige Nelation 
zwiſchen den Winfen. Man bezeichne den Winkel GOV ver Geraden 1 
mit der neuen Are, auf welcher vie Projection v von 1 gleich s ift, mit 9, 

fo ift s = 1 cos 9: überbieß iſt 


p=l.os«, = 1cos ß, r—1cos 7, 


Sept man naher diefe Werthe in [6], und läßt den Factor l weg, 
ſo iſt 


[8] cos d = cos @ cos A cos-ß cos u + cos y cos»: 


vermittelft melcher häufig gebrauchten Formel der Winkel von zwei Geraden 


gefunden wird, wenn die Winfel, welche jede derfelben mit 
drei rehtwinfligen Axen bildet, befannt find. 


Sept man cos 9° = 0, fo gibt diefe Formel 
[9] cos x cos A —+- cos ß cos u cosy cs »— 0; 


und dieſe Bedingung muß ſtattfinden, wenn die beiden Geraden einen rechten 
Winkel bilden. 


Die Formel für sin 9 it viel verwickelter; denn es ift 
| sin 9 = 1 — cos? 9; 
nun iſt wegen der oben gefundenen Relation [4] 
(cos?a-t+eos?+cos? y) (cos?%-+cos?u-+cos?r) = —=1; 
alſo 
sinꝰ = (cos? &4 cos? ß -+ cos? y) (cos? A + cos? u + cos? ») 
. — (cos @ cos A —- cos ß cos u —- c08 y 608 »)2, 
und bei Ausführung der Rechnungen findet man leicht 
sin 6 — V (cos cosu — cosA cosß)° -T- (cosa co89 — cosA cos)? 
+ (038 c0sr— cosu cosy)?. 





Bon ben Projectionen ber Linien und Ylächen. a 


53a. Der Grundfag der Profeetionen Nro. 526, Formel [2], 
führt noch auf fehr merkwürdige Relationen zwifchen ben <heilen eines 
ſchiefen Parallelepipedons, die für Die Praxis von großem Nutzen ſind. 


Es ſei Fig. 5 das betreffende Parallelepipedon: man ſetze 
O6 l, OA=x, OBy, OC=z, G0X=e, 
GY=ß, G0Z2=y,, XOVV A, X0Z=u, YOZ=»; 


nun projicire man die gebrochene Rinie OADG, oder x + y—+ z, zuerft 
auf die Diagonale OG, und dann auf jede der drei zuſammenſtoßenden 
Kanten OX, OY, 0Z. Dadurch erhält man vier Summen, die den 
Profectionen von 06 oder 1 auf diefelben Linien beziehungsweiſe gleich fein 
müffen, und e8 ergeben fich fo die vier Gleichungen: 


xco@e-+ycosß + zcosY—=1,- 
x ycosA-+zcosu=|1cose, 
xcsoA+y-+tzcos»=1cosß, 
xcosu-+y 089-2 =1 cos. 

Dieß ſind die aufzuſtellenden Relationen; alle andern, die man zwiſchen 
den zehn Größen, x, y, 2, @,ß,y, A,u, v, ober wiſchen einigen derſelben etwa 


noch ſinden könnte, wären Folgerungen aus dieſen. Man kann ſich davon 
ſchon durch die Bemerkung überzeugen, daß das Parallelepipedon durch 


10) 


feine drei Seitenx, y, z und drei Winkel A, u, » beftimmt iſt; alfo können 


dann auch Die Diagonale 1 und die Winfel x, B, y beftimmt werden, wozu 
nur vier Gleichungen noͤthis ſind. 


uss. Eliminirt man &, B, y aus dieſen Steigungen, zu welchem 
Zwecke man bie erfte mit J multiplicht, und dann für l cos «, 1 cos ß, 
1 cos y ihre Werthe Ist, fo ift 
[11] P= =xı?-+y?-+ 2° 4 2Xy cosa + 2xz cosu —- 2y2 cos»; 
dieſe Formel gibt die Diagonale des Paralleleptpedons. Doc findet man 
fle auch auf andere Weife; benn man ziehe OD, fo ergibt das Dreieck ODG 
für OG? oder 

? = 0D?-- 2°-+- 22. OD. cos COD. 


Aber aus dem Dreie OAD erhält man einerfeits 
OD? = x? -+ y?-H 2xy cosA, 


und anderfeitd muß das Product OD >< cos COD, das bie Projection 
von OD auf OC ausprüdt, gleih der Summe ber Projestionen von OA 
und AD auf diefelbe Gerade OG fein: alſo iſt 


OD x cosCOD=xcosu-+- y cos ». 


Subftituirt man diefe Werthe für OD? und OD X cos COD in den 
Werth für 12, fo ergibt fich wieder die Formel [11]. 


— 
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536. Sucht man zwifchen den von einer Geraden. mit drei ſchiefen 
Aren gebilveten Winkeln eine Relation ähnlich der in Nro. 530, fo müffen 


l, x, y, z, oder vielmehr bie Berhättniffe > , m, 4 aus den Gleichungen 
[10] eliminirt werben. j 


Wird der Winkel zwifchen zwei Geraden als Function derjenigen, die 
fie mit den ſchiefen Aren bilden, gefucht, jo projicite man den Umfang 
x — y + z und den von OG ober 1 auf eine andere Gerade OV, und 
ſetze dann die beiden Ausdrücke einander gleih. Für 


vVXxX=60, VVY=f, VoZ=Yy, 60V=9, 
erhält man die neue Gleichung 
lcos =xcosa + ycos ß 4 zcosy, 


in welcher man nur die aus den Gleichungen [10] genommenen Werthe 
- x,:y, z fubftituiren darf; der Factor 1 verfchwindet von felbft, und man 
hat dann den Ausdruck für cos d. Die Ausführung ber Rechnung bleibe 
dem Leſer überlaffen. 


- 


- Pesjectiouen ebener Flächen. 


537. FÄNt man aus den verfehtenenen Punkten des Umfangs einer 
ebenen Figur Senkrechte auf eine Ebene, fo entfleht auf biefer Ebene eine 
zweite Figur; welche die Projection der erſten iſt. 


Nehmen wir zuerſt ein Dreieck, von welchem eine Seite mit der 
Ebene, auf welche man projicirt, parallel läuft, ſo kann man, ohne den 
Umfang der Profection zu ändern, biefe Ebene parallel mit ſich felbft fort- 
bewegt denken, bis die mit ihr parallele Seite. in derfelben liegt. Es fel 
nun (Big. 6) ABC ein Dreieck, deſſen eine Seite BC in der Projections⸗ 
Ebene UV liegt: men fälle AA ſenkrecht auf diefe Ebene, fo ift A’BC die 
Projection dieſes Dreiecks. Man fälle A'H ſenkrecht auf BC, und ziehe 
AH; nun fteht auch die Linie AH ſenkrecht auf- BC, und folglich mißt der 
Winkel AHA’ die Neigung der Ebene ABC zur Ebene UV: dieſer Winkel 
heiße 9. 

Die beiden Dreiecke A’BC und ABC haben gleiche Grundlinie; deß⸗ 
dab halten fie fi zu einander mie A’H : AH; da aber das Dreied 
H rechtwinklis ift, fo iſt dieſes Verhältniß — cos p, alſo au 

ABO _ cos 
ABC 9 
woraus 
A'BC = ABC x cos 9. 


— 


* 
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Die Lage des Dreiecks ABC (Fig. 7) mag aber fein, welche fie wolle, 
fo kann man immer annehmen, die Projectiond«-Ebene gebe Durch eine der 
Spigen B, Es fel ABC’. die Projection des Dreiefd ABC; man ver 
längere AC bi8 zu ihrem Durchſchnittspünkte D mit der Ebene UV, fo 


liegt der Punkt D in der Richtung ver Linie A’C’,-und die Dreiecke A’BD 


und C’BD find die Profectionen von ABD und CBD. Nach dem Vorigen 


iſt daher 


A’BD —= ABDxX cosyg, CBD = CBDxXcosg, 


und folglich ift ihre Differey - u “ 


ABC’ — ABC > cos FE 


Um nun auf das Polygon überzugehen, zerlege man basfelbe. in 
Dreiecke. Bezeichnet man dieſe Dreiecke mit T, T’, T”,...., und ihre 
Projectionen mitt, U/,t”,..., fo ift 

—T 005 9, Y os 
alſo ift, wenn man beiderſeits abbirt, 
t+’-+t”+....=-(T+-T-+T’-+.. c0s9. 

Die Summe T-+ T + T”... ift aber dem Polygon, und 
tt’ +1’ + .... feiner Projection glei ; bezeichnet man daher 
dieſe beiden Flächen mit Aund a, fo iſt 
[12] . ".  a=Acosp. 


Diefed Reſultat läßt ſich auch auf eine won krummen Linten begrenzte 
ebene Figur anwenden; denn man kann diefe Linien als Polygone von 
unendlich vielen Seiten betrachten: alfo ift überhaupt die Projertion 
einer ebenen Figur auf eine Ebene gleih dem Product 


auß jener Figur und dem Eofinus ihres Neigungswinkels. 


538. Die vorige Relation ift diefelbe, wie zwifchen einer Ge⸗ 
raden und ihrer Projection auf eine Are (Nro. 925); und ferner läßt 
fih in der Geometrie Leicht beweiſen, daß der Winkel, den zwei auf 
zwei Ebenen ſenkrecht ftehende Geraden einfchließen, gleid dem Supple— 
ment des Neigungsminfels diefer Ebenen iſt; daraus ergibt fich 


- folgender Schluß: 


Liegen mehrere Flächen A, A’, A”, .... in beliebigen Ebenen, und 
man errichtet auf diefen Ebenen Senkrechte, deren Längen 1, V,1”.... 
zugleich mit den Flächen A, A’, A”,.. .. in Proportion ſtehen; proficirt 
man ferner alle dieſe Flächen auf eine Ebene, und alle diefe Geraden auf 
eine mit dieſer Ebene ſenkrechte Are: fo verhalten fich die Kinear-Projectionen 
zu einander, mie die Slächen-Projectionen. 


539. Damit ergibt ſich ſogleich noch eine andere wichtige Folgerung: 


es laſſen ſich nämlich die auf Profestionen ebener Flächen bezüglichen Unter- 
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ſuchungen nunmehr auf ganz ähnliche Unterſuchungen zurüdfähren, in 
‚ welchen man für die Flächen und ihre Projectionen Gerade fubflituirt, die 
auf denſelben ſenkrecht ftehen und ihnen proportionirt find. 

Sucht man z.B. die Ebene, auf welcher die Summe der Projectionen 
mehrerer Flächen ein Marimum ift, fo beſchreibe man ein Stüd von 
einem Polygon, deffen Seiten mit diefen Flächen in Proportion und ſenk⸗ 
recht auf denfelben ftehben. Die das Polygon fchließende Gerade, die Re⸗ 
“ fultante genannt mwurbe, ift nun die Are, auf welcher die Summe. der 
Projectionen der Vielecksſeiten ein Marimum (Nro. 528) ift, und daraus 
folgt, daß auf der zu diefer Linie fenfrechten Ebene auch die Flächen⸗ 
. Projectionen eine größte Summe ausmachen. Dabei ift zu bemerken, 
daß diefed Marimum zu jeder Fläche dasfelbe Verhältniß hat, mie die 
refultirende Linie zu der auf jener Fläche ſenkrechtenSeite. Diefe Bemers 
fung genügt zur Beflimmung der größten Summe von Flächen⸗ 
Projectionen, welche Summe man auch refultirende Fläche nennen 
fönnte. 

Alles, was von Linear Profectionen gefagt wurde, laͤßt ſich nun 
ohne Schwierigkeit auf Flächen⸗Projectionen übertragen. Es ſoll hier nur 
noch die Eigenfchaft angeführt werden, die der in Nro. 532 analog if: 
um nämlich eine ebene Figur auf eine gegebene Ebene zu 
projiciren, kann man fie zuerft auf drei rechtwinklige 
Ebenen proficiren, dann proficirt man die drei Projec- 
tionen auf die gegebene Kbene und abbirt hierauf die 
Drei neuen Projectionen. 


5AO. Der in Nro. 527 aufgeführte Grundfag ift dem für Die 
Polyeder (körperlichen Vielecke) analog. Unter Polyeder verfteht man bier 
eine Verbindung von ebenen Flächen, die einen nach allen Richtungen be⸗ 
grenzten Raum einſchließen; und der barauf bezügliche Grundſatz läßt fich 
fo ausdrüden: In jedem Polyeder ift die Summe ber Pro- 
jectionen der verfhiedenen Flächen auf eine beliebige 
Ebene gleih Null. 

Diefer Sag erfordert offenbar, daß gewiſſe Projectionen negativ ge- 
nommen werben, und es ift zuerft zu zeigen, wie die Vorzeichen zu ver⸗ 
theilen find. 

Angenommen, die Profectionen mehrerer auf einander folgender 
Flächen fein (Fig. 8) ABCD, ABEFG, AGHI,......; nun fann man 
einer derjelben ein beliebiges Vorzeichen geben, und es erhalte ABCD das 
Borzeihen +. Um das der unmittelbar darauf folgenden Projectton 
ABEFG zu beftimmen, iſt darauf zu achten, ob fle von der Seite AB aus, 
in welcher fie mit der erften zufammentrifft, nach aufen oder nad) Innen 

von dieſer liegt: Hier findet der erfte Ball flatt, und hiezu dient das 
Zeichen —. Die Profection der dritten Fläche iſt AGHI; viefe ift von ber 
Seite AG aus auf die vorige überfihlagen, und erhält beftwegen das ent» 
gegengefehte Vorzeichen. So fährt man fort, die Projertion jeder Fläche 
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mit ber Beojostion der unmittelbar vorhergehenden, mit welcher fie eine 
Seite gemeinfchaftlih hat, zu vergleichen, und gibt ihr dasſelbe oder das 
entgegengeſetzte Vorzeichen, je nachdem fie jenfeits ober diesfeitg der gemein⸗ 
fhaftliden Seite zu liegen kommt. 

Hat man fich diefe Regel gehörig aufgefaßt, fo denfe man fich die 
Flachen eines converen Polyeders, ähnlich denen in der Elementar-Geometrie 
auf eine beliebige Ebene projicirt. Nun fteht man leicht, daß jeder Theil 
des diefe Profeetionen einfchließenden Raumes zu betrachten tft, als ents 
halte er zwei gleiche Projectionen mit entgegengefegten Vorzeichen, fo da, 
menn man bie Profectionen aller Fläͤchen mit den ihnen zukommenden Vor⸗ 
zeichen addirt, das Nefultat gleih Null wird. Wenn das Polyeder ein- 
wärts gehende Winkel bat, To muß, da ed nach allen Seiten gefchloffen ift, 
jeder Theil der von den Projectionen bedeckten Fläche eine gerade Anzahl 
Projectionen, von denen je zwei gleich find und entgegengefegte Vorzeichen 
haben, enthalten; folglich ift die Summe ver Profectionen aller Flaͤchen 
wieder gleich Null. 


In Big. 9 iſt für die Volygone ein Fall dargeſtellt, der dem eben 
beſprochenen analog iſt. Der Theil pq der Profectione-Are OX iſt bier 
von vier Projectionen bedeckt, von denen je zwei gleich find und entgegen⸗ 
gefeßte Vorzeichen Haben, nämlich die von ab und cd, und von ef und gh. 
Die-geiftige Auffaffung muß aber bier weiter gehen, als die mörtliche Er- 
Härung, und das Elare Bemwußtfein geminnen, daß der Natur der gefchloffenen 
Vielede gemöß die Summe der projicirten Flächen immer 
gleih Null if. 


5Al: Man bezeichne Die auf einander folgenden Flächen eines ge- 
ſchloſſenen Polyeders mit A, A’, A”, ..; ziehe eine Reihe auf einander 
folgender Geraden L, L', L”,....., die auf diefen Flächen fenkreht und - 
mit denfelben in Propgrtion ftehen, und mähle ihre Lage jo, daß die von 
ihnen eingefchloffenen Winfel gleich den Neigungswinkeln ihrer Flächen ſind: 
dann läßt ſich beweiſen, daß dieſe Geraden ein geſchloſſenes 
Polygon bilden. 


Angenommen, dem ſei nicht ſo, und die Seite, welche das Polygon 
ſchließt, Heiße X. Nun projicire man das ganze Polygon auf eine bes 
liebige Are, und das Polyeder auf eine auf diefer Are ſenkrechten Ebene: 
fo Bilden die Flächen A, A’, A”, .... mit diefer Ebene diefelben Winkel, 
mie die proportionirten Geraden L; L’,L”,... mit der Are; und da die 
Summe diefer Flächen⸗Projectionen gleih Null fein muß, fo tft auch die 
ber Rinear-Projectionen diefer Geraden gleih Null. In dem von der Seite 
X gefchloffenen Bolygon ift aber die Summe der Kinear-Projectionen Null 
Mro. 527); alfo ift die Projection von X auch Null. Diefe Yolgerung 
findet bet jeder Projectiong- Are flatt, mas nur dann möglich ift, wenn 
X = 0 ift; alfo beftinmen die Linien L, L’, L”,..... ein geſchloſſenes 
Polygon. 
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Diefer Sag iſt wichtig; denn er zeigt, daß alle Relationen zwiſchen 
ben Seiten und Winkeln eines Polygons auch auf die Polyeder anwend⸗ 
har find, 


342. Betrachten wir noch befonders eine dreieckige Pyramide, 
beren Flächen mit A, A’, A”, A” Hezeichnet werben, und es fei ABCD 
(Fig. 10) das entfprechende Viereck, deſſen Seiten AB, BC, CD, DA auf 
diefen Flächen ſenkrecht und mit denſelben in Proportlon ſtehen. Dieſe 
Seiten können nicht in derſelben Ebene liegen; denn wenn dieß der Fall 
wäre, ſo müßte dieſe Ebene auf allen Flächen und alſo auch auf allen Kanten 
der Pyramide ſenkrecht ſtehen. 

Daraus folgt, wenn man das Parallelogramm ABCE vollendet und 
die Linien BF, AG und EH gleich und parallel mit CD zieht, fo entfteht 
ein Barallelepipebon ; folglih muß die Formel [11] in Nro. 535 au 
zwifchen AB, AE, AG, AD und den WinfenBAE, BAG, GAE ftattfinden. 
Diefe Winter find Supplemente zu ABC, ECD. BCD, und diefe letzteren 
find gleich den Neigungswinkeln wiſchen A und * A und A”, A’ um”. 
Bezeichnet man daher diefe Neigungsmintel mit &, &’, «”, fo Tann man in 
der angeführten Formel die Winkel durch 

180° — «, 180° — «', 180° — a”, 


umd bie Linien durch die Flächen A, A’, A”, A’', welche mit den Linien 
AB, AE, AG und AD in Proportion fliehen, erfegen. So erhält man 
die Formel 
[13] A’?—=A?--A/? A? 2 AA cose—2AA” cos’ —2A’A’cose”, 
welche die Relation zwifchen einer beliebigen Zläche der Pyramide, den drei _ 
andern Slächen und den gegenfeitigen Neigungen diefer drei Flaͤchen ausdrückt. 


Zweites Kapitel. 


Yon der Ebene und der geraden Linie im Raume. | 


Allgemeine Vorbemerkungen über die Veflimmung der Yunkte, Flächen 
und Linien im Naume. 


5A3. Um die Lage verfhtedener Punkte im Raume zu beftimmen, 
bezieht man ſie auf drei fefte Ebenen, vie einen körperlichen Winkel bilden. 
Gewöhnlich ftehen diefe Ebenen fenfrecht auf einander; doch wollen wir 
hierüber vorerft Feine befondere Vorausfegung aufftellen. 
| Es feien (Fig. 11) xOx’, yOy’, z0z’ die Durchſchnittslinien je zweier 

biefer Ebenen, und M irgend ein im Raume liegender Punkt. Durch diefen 
Punkt und parallel mit den drei feften Ebenen lege man breit Ebenen, näm⸗ 
lich MM’PM’’, welche die Linie x’x in P ſchneidet, parallel mit der Ebene 
yOz, MM’QM’”, welche y’y in Q fchneivet, parallel mit xOz, und 
endlich MM’RM’”, welche z’z in R fjchnelbet, parallel mit xOy. Der 
Punkt M ift volllommen beftimmt, wenn die Punkte P, Q, R bekannt find; 
denn zieht man durch diefe Punkte mit den feſten Ebenen parallele Ebenen, 
fo fchneiden fte fth im Punkte M. Diefe drei Punkte laſſen fich ſelbſt 
mittelft der Abftände OP, OQ, OR, welche nach ihrer Lage zum Punkte O 
das Vorzeichen 4 oder — erhalten, leicht beftimmen. 

Die Abſtände OP, OQ, OR mit den ihnen zukommenden Borzeichen 
behaftet, heißen nun die Coordinaten des Punktes M. Die Geraden 
xx, yy, zz find die Linien oder Axen diefer Coordinaten; der Punkt 
O, wo fie zufammentreffen, iſt Ihe Urfprung ober Anfangspunkt, 
und bie Ebenen xOy, xOz, yOz heißen jelbft Eoorpinaten=- Ebenen. 
Dft bezeichnet man die Coordinaten allgemein mit x,y,z, und xx heißt 
dann Die Are der x, xOy die Ebene der xyu.f.w. Die Ebenen und 
Aren der Eoordinaten muß man ald unbegrenzt betrachten ; um jeboch Feine 


⸗⸗ 
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Verwirrung zu verurſachen, kommen in den Figuren gewoöhnlich nur 
die Theile der Axen vor, auf melden bie pofltiven Eoorbinaten ge= 
nommen werden. 


SAN. Die drei durd den PunftM gelegten Ebenen bilden mit den 
Coordinaten⸗Ebenen ein Parallelepipedon; deßhalb kann man als Coordi—⸗ 
naten des Punktes M beliebig entweder die auf den Axen liegenden Ab⸗ 
ſtände OP, OQ, OR nehmen, oder die Abſtände MM’”’, MM”, MM’, vie 
vom Punfte M ausgehen und mit den Aren parallel laufen, oder auch die 
Abftände OP, PM’, M’M, welche die zwiſchen dem Punkte M und dem 
Anfangspunft gezogene gebrochene Linie OPM’M bilden. 


SA. Bezeichnet man brei pofitioe oder negative Längen mit 
a, b, c, und ſetzt 
‚ı=a yz>=b ı2=c, 
fo Beftimen biefe Werthe nah dem Vorigen volftändig die Lage eines 
Punktes. 


Iſt eine der Coordinaten Ruf, fo liegt der Punkt in ber Ebene ber | 

beiden andern; iſt z. B 
| x=a y=b, z=0, | 
fo liegt er in der Ebene xy. Sind zwei Coordinaten Null, ſo liegt der 
Punkt auf der Ure der dritten; ift daher 
x=a y=0, z=D, 

ſo liegt er auf der Are der x. Der Punkt liegt endlich im Anfangspunkte 
ſelbſt, wenn zugleid x= 0, y=0,2=0 if. 


SAG. Die BuntteM’, M’, M’', in welchen die vom Punkte M 
parallel mit den Aren gezogenen Linien die Coordinaten⸗Ebenen treffen, 
heißen vie Projectionen diefes Punktes, und diefe Profjectionen heißen 
verticale (ortbogonale) oder ſchiefe, je nachdem fe durch ſenkrechte 
oder ſchiefe Linien entſtanden ſind. 


Sind die Coordinaten des Punktes M gleich a, b, c, ſo hat man 
offenbar 
x—a,y=b, z—=0 für die Brofection von M’ auf der Ebene xy; 
1 a, y — 0, 2 S ec für die Profection von M” auf der Ebene xz; 
x=0, y=b, z= e für die Projection von M’” auf der Ebene yz. 
Sol eine der Projectionen, 3. B. M’, bezeichnet werben, fo gibt 


man zumeilen nur bie zei Gleichungen x= a, y=b an; dabei if 
aber bie dritte z —= O hinzuzudenfen, worauf manı bei den Bolgerungen 


wohl zu achten Bat. 


Von der Ebene und ber geraben Linie im Raume. 399 


5417. Es iſt nun zu erklären, mie bie Flächen beftimmt werben. 
Man betrachte eine beliebige Fläche, und nehme zwei beliebige Koordinaten 
an, 3.8 x= OP, und y= PM’ (Big. 11): zieht man die Gerade 
M’M parallel mitder Are Oz, fo muß fie die Fläche in einem Punkte M, 
ober in mehreren völlig beflimmten Punkten treffen. Daraus ergibt ſich 
eine Relation zwifchen x, y, z, vermittelft welcher, wenn zwei dieſer Linien 
. gegeben find, die Werthe der dritten daraus abgeleitet werben Fönnen. 
- Die diefe Relation ausbrüdende Gleichung heißt Die Sleihung ber 
Flache, und umgekehrt ift die Fläche der Ort der Gleichung. 

Sp wird man darauf geleitet, eine Gleichung zwiſchen x, y, z als 
Darftellung einer Fläche zu betrachten. Diefer Sag läßt ſich übrigens auch 
auf folgende Weiſe ableiten. 

Es ſei F (x,y,z) = O bie betreffende Gleichung. Man nehme 
(Fig. 12) auf der Are der z eine beliebige Entfernung O0’ = c, und 
lege die Ebene x’O’y’ parallel mit xOy, fo fehneidet diefelbe die Ebenen 
xOz und yOz in den Geraden O’x’ und O’y’ parallel mit den Aren Ox 
und Oy. Unter ven Bunften, welche der gegebenen Gleichung 


F(&,y, 2) = 0 


genügen, betrachte man nur bie in der Ebene x’O’y’ liegenden, und es ſei 
M irgend einer dieſer Punkte. Sieht man MN parallel mit O’y’, und ſetzt 


ON= — x’ f NM = = y N 
fo find bie Coorbinaten des auf bie Linien O’x’ und O’y’ bezogenen Punktes 


M gleih x und y’. Die drei Coorbinaten desſelben auf die drei Axen 
Oz, Oy, Oz bezogenen Punktes M find 


ı-ON=Y, y=M\=y, z=00=.c. 


Diefe Größen müffen aber der Gleihung F (x, y, c) = 0 Genüge 
“Jeiften ; führt man daher die Subflitutionen aus, fo enthält bie fich ergebende 
- Gleihung 

F@, y, )=0 
nur die zwei Veränderlichen x’ und y’, und ftellt eine auf die Axen O’x’ 
und O’y’ bezogene Linie dar. 


Es mag aljo der Ort der Gleichung 
F&,yz2)=0 
fein, welcher er wolle, fo wird diefer Ort durch Ebenen, die mit der Ebene 
xy parallel find, in Linien gefchnitten. Diefe Eigenfchaft kann nur einer 
Blähe zukommen; alſo ftellt eine Oleihung zwifhenx,y,z 
eine Fläche dar. 

Da es jedoch der Fall fein kann, daß die Gleichung nach x’ und y 
nur einen ober mehrere Punfte vorftelt, oder gar unmöglich ift, jo wird 
08 auch in gewiſſen Fällen vorkommen, daß die Gleichung nah x, y, 2 
nur eine Linie, einen ober mehrere einzelne Punkte gibt, ober daß fie ſogar 
unmöglich if. 
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. AS. Enthält die gegebene Gleichung nur zwei Coorbinaten, 3.2. 
x und y, jo ſtellt fie einen mit der Are der z parallelen Cylinder vor. 
Denn betrachtet man vorerfi nur die Punkte der Ebene xy, fo beftimmt 
diefe Gleichung auf diefer Ebene im Algemeinen eine Rinie AB (Big. 13). 
Zieht man dann durch jeden Punft M diefer Linie eine Gerade MM’ parallel 
nit z, fo müffen offenbar die Werthe von x und y für alle Bunte diefer 
Beraden diefelben feig, wie für ven Punkt M. Nur bei der britten Coor⸗ 
dinate z wird ein Unterſchied flattfinden, und da z nicht in der gegebenen 
Gleichung vorkommt, fo müffen alle Punkte von MM’ dieſe Gleichung 
gleichfalls befriedigen, d. 5. mit andern Worten, dieſe Gleichung be= 
ſtimmt einen mit der Are der z parallelen Cylinder. Der Name Eylinder 
ift hier im weiteſten Sinne genommen, und bebeutet jede Fläche, die durch 
eine parallel mit ſich felbft bewegte Gerade erzeugt wird. 


5A9. Enthält eine Gleichung nur eine einzige Coorbinate, fo er- 


“Halt man für diefe conftante Werthe, und jeber biefer Werthe beftimmt, 


wenn er reell ift, eine Ebene, die mit den der beiden anbern Coordinaten 
parallel ifl. Denn ift z = c einer diefer Werthe, und legt man parallel 
mit der Ebene xy eine Ebene, welche die Are ber z in einem Abftand c 
„om Anfangspunkt, oberhalb und unterhalb vesfelben je nach dem Vor⸗ 
zeichen von c, trifft, fo ift für alle Punkte diefer Ebene offenbar z gleich c, 
und für alle Bunfte außerhalb diefer Ebene ift z von c verfchiehen. 


Daraus folgt, daß die Gleichungen | . z 

| x — a, y = b N z cc . 
einzeln genommen, drei mit den Goordinaten-Ebenen parallele Ebene vor⸗ 
ftellen ; zufammen beſtimmen fle alfo ven Durchſchnittspunkt der drei Ebenen. 
Dieß iſt gerade der Punkt, der a, b, c zu Coordinaten bat, und deßhalb 
nennt man - 

| ı=a, y=b, 2ı=c 

die Gleichungen dieſes Punktes. 


550. Um endlich von Linien zu fprechen, fo befteht die einfachfte 
Beftimmung einer Linte im Raume darin, daß man fie ald den Durchſchnitt 


zweier Flächen im Raume betrachtet. So ift eine Gerade durch den Durch⸗ 


ſchnitt zweier Ebenen, und ein Kreis durch den einer Ebene und einer Kugel, 
oder and zweier Kugeln gegeben. Die Gleichungen zweier Blächen, die 
eine Linie beftimmen, heißen zufammen genommen die Gleihungen 
diefer Linie. 

Wie es unendlich viele verfchiedene Flächen gibt, bie burch dieſelbe 
Linie geben, fo gibt ed auch unendlich viele Gleichungen, die zu je zwei, 
diefe Linien darftellen können. Diefe Unbeftimmtheit yerſchwindet, wenn 
man anftatt der beiden Flächen Cylinder nimmt, die je zwei der Coordinaten⸗ 
Axen parallel find. Iſt der erfte Cylinder der Linie ber y parallel, fo. ent⸗ 
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hält ſeine Gleichung kein y (Nro. 548), und iſt der zweite Cylinder der 
Linie der x parallel, fo enthält feine Gleichung kein x; bezeichnet man 
daher eine Function von x und z ohne y mit F (x, 2), und eine Function 
von y und z ohne x mit F 6 z), fo fann man als Gleichungen einer belie⸗ 
bigen Linie fegen 


[1 F@n=0. M HWn=0 


551. Es fei AB (Big. 14) die’betreffende Linie. Zieht man 
durch alle Bunte N M, M’,... von AB Parallelen mit Oy, fo find die 
Punkte m, m‘, .. no fie die Ebene xOz treffen, die Profectionen der 
$Bunfte M, M', ...; die Tinte A’B’, welche den Ort aller dieſer Projec- 
tionen andeutet, iſt die Projection der Linie AB, und der Cylinder 
ABB’A’ Heißt ver projicirende Cylinder. Die Gleichung [1] muß 
offenbar die dieſes Cylinders fein, und fle gibt, blos auf die Punkte der 
Ebene xOz beſchränkt, die Projection AB'; ebenfo gibt die Gleihung [2], 
wenn man fie blos auf: die in der Ebene yOz'liegenden Punkte beichräntt, 
die Brojection von AB auf diefe Ebene. Wir fehen alfo ‚ baß die Glei⸗æ 
Hungen [1] und [2] au als die der Projectionen einer Linie auf bie 
Ebenen xz und yz betrachtet werden können. 


Elimintrt man z zwiſchen [1] und [2], fo erhält man eine Gleichung 
nach x und y, die derfelben Linie AB angehören muß; es iſt dieß bie Glei— 
Hung eined mit z parallelen Cylinders, und fie ſtellt, blos auf die Punkte 
der Ebene zOy befchränft, vie Projection von AB auf diefe Ebene vor. 


552. Sind überhaupt die Gleichungen einer gegebenen Linie 
F&yz2)=", FR &yD)=0, 

fo führt die Elimination einer der Coordinaten, z. B. von y, auf eine Gleis 
hung, welche eine mit dieſer Coordinate parallele cglindrifhe Fläche dar⸗ 
ftellt; und da diefe Fläche die gegebene Linie enthalten muß, fo muß au 
ihre Gleichung blos auf die Punkte der Ebene xz angewandt, auf diefer 
Ebene eine Linie beflimmen, die gerade die Projection der gegebenen Kinie ift. 

Gliminirt man daher nad einander jede Coordinate, fo erhält man 
die Projectionen der Curve auf die drei Coorbinaten- Ebenen. 


Bleihung der Ebene. 


553. Zuerſt fol gezeigt werden, daß die Gleichung bed erften 

* Grades zwifchen den Coorbinaten x, y, z immer eine Ebene darſtellt; und 

wir wollen zu diefem Zweck den fhon in Nro. 547 bei dem Beweife, daß 

eine Gleichung eine Fläche beftimmen könne, befolgten Gang einſchlagen. 
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Es ſei die allgemeine Gleichung 
[A] Aıx+tB+Gz+D=0. 


Sept man zuerſt y — 0, fo ift 


k+G+D=0, ner. 
| C C 

Diefe Gleihung gibt die Spur (trace) AB der Fläche (Big. 15) 
auf der Ebene xz; alfo iſt dieſe Spur eine gerade Linie. 


Wird frener x — O geſetzt, fo gibt die Gleichung [A], 
By +02 +D=0, oe = — 0-0; 


alfo hat die Fläche auf der Ebene yz wieder eine Gerade AC zur Spur, 
welche die Are der z in bemfelben Punkte A wie die andere Spur trifft. 

Legen wir nun eine beliebige Ebene parallel mit der Ebene xz, und 
nehmen an, fie treffe die Are Oy in einem Abfland 00’ = ß, mb die 
beiden Ebenen yOx, yOz in den Linien O’x’, O'z“ parallel mit Ox und Oz. 
Es ſei M ein beliebiger Durchſchnittspunkt diefer Ebene mit der Fläche der 
Gleichung [A]: bezieht man dieſen Punft auf die beiden Aren O’x’ und 
O'z’, und begeichnet feine auf diefen Aren genommenen Coorbinaten O’P 
und PM mit x’ und z’, während feine drei auf die Axen Ox, Oy, Oz be= 
züglichen Coordinaten O’P, O0’, PM fortwährend x, y, z heißen, fo muß 
offenbar 


D 


ı=Y, y=ß z=7z 
fein, und diefe Werthe müſſen überdieß der Gleihung [A] genügen; alfo iſt 


Ar + BB + Ca’ +P=b ver r— u 


Diefe Gleihung zwiſchen x’ und 2’ gibt den —8 A’B’ der 
Fläche mit der Ebene 2’O’x’, und da fle vom erften Grade ift, fo muß 
diefer Durchſchnitt eine gerabe Linie fein. Da ferner x’ denfelben Coefft- 
eienten hat, wie x in ber Gleichung für die Spur AB, fo muß A’B’ mit 
O’z’ denfelben Winkel einfhließen, wie AB mit'Oz. Nun würde bie durch 
die beiden Spuren AB und AC gelegte Ebene von z’O’x’ in einer Geraden 
gefänitten, die durch den Punkt A’ ginge und mit O’z’ auch "denfelben 
Winkel machen mürde; alfo könnte fie von A’B’ nicht verfchieden fein. 
Somit wird die Fläche der Gleichung [A] von allen mit zOx parallelen 
Ebenen in Geraden gefchnitten, die ganz in der Ebene BAC liegen; folglich 
ift jene Fläche feine andere, als diefe Ebene ſelbſt. 


35M. Beſondere Fälle. Bei der Gleichung [A] können auch 
Glieder fehlen; dann erhält die dadurch beſtimmte Ebene in Beziehung 
auf die Axen eine beſondere Lage. 
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1) & ſei D= 0, fo iſt die Gleichung [A] 
Ax+- By 0C2 0O. 
Die Chene geht dann durch den Anfangspunkt, und es wird ihr durch 
die Werte x—= 0, y= 0, 2 0 Genüge geleiſtet. 


2) Für A— 0 reducirt fich die Gleichung der Ebene auf 
By+G+-D=0; 
num wird die Spur ber Ebene auf der Ebene xz parallel mit ver Are ver x; 
denn fegt,man y — 0, fo ift für dieſe Spur z—= — 2 Alſo ift bie 
„Ebene felbft parallel mit der Are der x: d. h. die Gleichung des erften 
Grades, melche blos zwei Coordinaten enthält, ſtellt überhaupt eine mit 
der Are der dritten Coordinate parallele Ebene vor. 


3) In dem befondern Falle noch, wo zuglid A=0 und B=0 
angenommen wird, iſt die Gleichung [A] 
CcG+-D=0. 
Dann find die Spuren AB und AC beziehungsweife parallel mit Ox 


und Oy, und die Ebene BAC ift parallel mit xOy, welcher Schluß ſchon 
dadurch klar iſt, daß die Gleichung für alle Punkte der Ebene einen’ con« 


ftanten Werth für z, nämlich ? = — 2 gibt. 


Daraus folgt, daß die Gleichung des erften Grades, welche nur eine | 


Coordinate enthält, eine mit der Ebene der beiben andern Coordinaten 
parallele Ebene darſtellt. 


358. Es genügt jedoch nicht, erkannt zu haben, deß die Glei⸗ 
chung des erſten Grades immer eine Ebene darſtellt, es iſt auch noch zu 
beweiſen, daß ſie alle möglichen Fälle enthalten kann. 


Enthält erſtens die Gleichung die Veränderliche z, fo Bat man für die 
Spuren der Ebene auf den Ebenen xz und yz 


— 4 x — D und 2 — B D 
Te 6 0175 
Diefe beiden Spuren treffen Die Are derz in dem Abftand — D ‚ und 


C 
indem man für D verfchiedene Werthe feßt, Eönnen diefe Spuren durch 
jeden beliebigen Punft der Are der z gehen. Gibt man hierauf A und B 
verschiedene Werthe, fo erhält man auch für diefe Spuren beliebige Rich« 
tungen; alfo kann die Gleihung [A] alle Ebenen darſtellen, welche die 
Linie der z treffen. 


Iſt zweitens C Nun, fo ift die Gleichung [A] 


As+-By+D=0; 
26 * 
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dann ſtellt fie eine mit z parallele Ebene vor, deren Spur auf der Ebene 
xy auch ax — By--D= 0 zur Gleichung hat. Diefe Gleichung fann 
aber alle Geraden geben, die man in der Ebene xy ziehen kann; alfo kann 
die Gleihung [A] alle mit z parallelen Ebenen vorftellen. © 

Es gibt alfo feine Ebene, die nicht durch eine Gleichung des erften 
Grades gegeben wäre. 


556. Die Gleihung der Ebene wird unter verfhledenen Formen 
angewendet. Beachten. wir zuerft, daß die Gleihung [A] immer durch 
‚ven Goefficienten eines feiner Glieder bivibirt werben Fanıı, fo,hat man 
eigentlich nur drei Unbeflimmte zur Verfügung, um die Chene nad) den 
gegebenen Bebingungen zu conftruiren. Enthält 3. B. die Gleichung z,“ 
jo kann man fie durch C dividiren, und fo ſchreiben 


z=fk+gy+h. 


Diefe Form kommt aber ven Ebenen nicht zu, die mit der Are ber z 
parallel find, und man zieht es deßhalb oft vor, fich der Gleichung [A] zu 
bedienen, vie außerdem den Vortheil gewährt, daß fie auf mehr ſymmetriſche 
Formeln führt. 


u _ io. - 


357. Trifft eine Ebene die drei Axen, fo erhält ihre Gleichung 
eine fehr elegante Form, wenn man bie drei Abftände OA, OB, OC 
(Fig. 16), vom Anfangspunft bis an die drei Durchſchnittspunkte diefer 
Aren mit der Ebene, einführt. Diefe Abſtände laſſen fich leicht aus der 
Gleihung [A] ableiten: z. B. für den Durchſchnittspunkt mit der Are 
der x if y=0,2 = 0, und die Gleihung [A] gibt daher 


0A=— 7 
ebenfo ergibt ſich | 
D D 
OB= — 5’ 0C= — 5; 
bezeichnet man daher dieſe drei Abſtände mit a, b, c, fo iſt 
— A ’ — — B ’ = u 5 
woraus p 
A=—2, B=-—_», C= — — 
a b C 


Sept ınan diefe Werthe in [A] und dividirt durch D, fo erhält man 
+2 +2 — 41, ober bex — acy 4 abz = abc. 
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— 558. Eine Ebene tft beſtimmt, wenn man bie Größe und Lage 
der vom Urfprung auf diefe Ebene gefällten Senkrechten OH (Fig. 16) Eennt. 


Es ſei 
OoH=5ö, HOx=«, HOy=ß, HOz =;: 
fo geben bie drei rechtwinkligen Dreiedfe HOA, HQB, HOC 
ö ö 


‚0A=ı= ,‚ @B=b=-——, 06=c=—— 
cos « cos 6 6087’ 


und fubftituirt meh dieſe Werthe für a, b, e, ſo erhält die Gleichung auch 
folgende bemerkenswerthe Turn 
— xcs«e-tycosß+zcosy= 2. 

Man kann Hiezu auch unmittelbar mittelft der Eigenfchaft gelangen, 
daß die Summe der verticalen Projectionen mehrerer auf einander folgender 
Geraden auf. eine beliebige Are gleich ver Projection ihrer Refultante tft 
(Nro. 526). Angenommen, die Coordinaten des in der Ebene ABC 
beliebig genommenen Punktes M feien Ä 

Q=x QP=y, PM=z, _ 
und man ziehe OM als. Refultante des Umfangs OQPM; da nun bie OH 
fenfrecht auf der Ebene ABC fteht, fo erhält man, wenn OM auf OH 
projicirt wird, als Projection die mit 6 bezeichnete Linie OH ſelbſt. Pro⸗ 
fteirt man hinwiederum x, y, z auf. OH, fo erhält man | 
xcsa+tycosß—+zcosy 


als Summe ber drei Projectionen; alfo bat man vermöge des angeführten 
Grundſatzes 


eos æ4y cos 82 cos— 8; 


und da dieſe Relation für alle Punkte der Ebene e fattfindet, ſo iſt ſie Die 
Gleichung dieſer Ebene. 





Gleichnngen der geraden Linie. 
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559. Nach dem in Nro. 550 Bemerkten könnte man als Gleichun- 
gen einer gegebenen Geraden bie ‚zweier Ebenen nehmen, welche dieſelbe 
enthalten; es iſt jedoch einfacher, ſie durch ihre Projectionen auf zwei der 
drei Coordinaten⸗Ebenen zu beſtimmen. Zieht man durch alle Punkte 
dieſer Geraden Parallelen mit der Are der y (Fig. 17), fo liegen ſie in 
berfelben Ebene, und ihre Fußpunkte liegen auf der Ebene zx in gerader 

"Linie. Eben dieſe gerade Linie ift auf der Ebene zx die Projection der 
betreffenden Geraden; ebenfo tft ihre Profection auf der Ebene’yz eine 
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gerade Linie: ſoll daher eine Gerade durch dieſe zwei Projeetionen beſtimmt 
werden, ſo kann man ihre Gleichungen unter folgender Form darſtellen: 


[1] x=a2 +0, y=bz-+P. 


Sind die Coordinaten rechtwinklig, fo fmb a und b die Tangenten 
der von den beiden Projectionen und der Me der z eingefchlofienen Winkel ; 
im Allgemeinen find aber diefe Coefficienten Sinus⸗Verhältniſſe. 


3560. Cs muß Hier bemerkt werben, daß biefe Gleichungen, jede 
einzeln in ihrer ganzen Allgemeinheit betraditet, nicht nur die Projectionen 
der Geraden, fondern auch zmei beziehungämeile wit x und .y parallele 
. Ebenen darftellen! Es find dieß die projicirenden Ebenen der Ge— 
raden; und eben weil ſie dieſe Gerade enthalten, wird ſie durch bie Glei⸗ 
chungen [1] beſtimmt. Webrigend wird dadurch nur biefe Gerade allein 
beftimmıt; denn alle den beiden Ebenen gemeinfchaftlihen Punkte gehören 
zu der Geraden. 


561. Eliminirt man z aus den Gleichungen [1], ſo ergibt ſich 
y—=,0-0) 


Die iſt die Gleichung einer mit z parallelen Ebene, welche die Gerade 
enthält. Sie ftelt alfo bie dritte projicirende Ebene, ober auch die Pra— 
jeetton der Geraden auf der Ebene xy (Nro. 552) bar. 


362. Befondere Fälle. Betrachten wir jet die gerabe Linie 
in einigen befondern Lagen. 


1) Gebt diefelbe durch den Urfprung, fo gehen auch ihre Profectionen 
durch denfelben, und ihre Sleihungen heißen einfach 


x — az, y=baz. 


2) Geht ſie durch einen Punkt, der auf einer der Axen, z. B. auf 
JY liegt, fo geht nur ihre Brojection auf des Ebene xz durch den Urſprung, 
und die Gleichungen ber Geraden find dann 


ı=a,  =-bz-+B. 


3) Iſt eine Gerade mit einer der Coordinaten⸗Ebenen, 3. B. mit xy, 
parallel, fo fallen die Ebenen, wodurch fle auf die beiden andern projicirt 
wird, zufammen, und fie haben als einzige Gleichung z = 6, wo 6 eine 
Conftante if. Dann muß man fi an die dritte Profection Halten, und 
für die Gerade die Gleichungen nehmen 


z==6, y-a-ty. 
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4) Iſt die Gerade mit einer der Aren parallel, z. B. mit z, fo find 
ihre Gleichungen 
ı=a y=P. 
Sie heißen endlich 
x=a, 2=y, 
voder auch 
y-ß, 2 * 5, 
je nachdem die Gerade mit y ober x parallel iſt. 


563. Wil man aus den Gleichungen [1] den Durqhſchnitt der 
Geraden mit der Ebene zweier Coordinaten ableiten, fo beachte man, daß 
in diefer Ebene die dritte Coordinate Null iſt. Auf diefe Weife erhält man 


==0, = .«,y=  $; für def Durchſchnitt mit der Ebene xy; 
y=0, = —-, ıe— 2 fürden Durchſchnitt mit der Ebene x2; 


ı—0, =— =, y=ß — oe für den Durchſchnitt mit der Ebene yz. 


Drittes Rapitel. . 
Anfgaben Über die Ebene und die- gerade Knie. 


4 


Erſter Theil: Aufgaben, deren lung von der Wahl der 
Aren unabhängig if. 


56A. Aufgabe J. Die Gleihungen einer Geraden 
zu finden, welde durch zwei gegebene Punkte geht. 


Es ſeien x’, y’, z’ und x”, y“, 2” die Koordinaten der beiden Punfte. 
Die beiden Gleichungen müffen von der Form fein 


= 2-40, y=bz-+B. 


Damit die Gerade durch den ‚erften Bunft gehe, muß diefen Gleichun—⸗ 
gen Genüge gefchehen, wenn man x’, y’, z’ anftatt x, y, z feßt; dann 
erhält man 


v=az7 te, Y-b’-Bß. 

Zieht man diefe Gleichungen von den beiden vorhergehenden ab, fo 

wird & und ß eliminirt, und e8 ift 
x— Y=alr-), y—-y=b@a-—), 

Die durch diefe Gleichungen dargeftellte Gerade erfüllt bereits Die Be⸗ 
Dingung , daß fie durch den erften Punkt geht. Damit fie au durch den 
smeiten u gebe, muß diefen Gleichungen genügt werden, indem man 
x',y',z’ fürx, y, 2 feßt; dann ergibt ſich 

or — 4 @"—z’), y'—y' — b (@"’—7'), 
woraus 
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Setzt man für a und b dieſe Werthe, ſe erhält man 1 bie geſuchten 
Gleichungen, nämlich: 


ı— x— 
ZT 


"__ 


am), 1-5 ea) 


—y’ 





565. Aufgabe I. Die Gleihung einer Geraden zu 
finden, bie durch einen gegebenen Punkt geht, und mit 
einer. gegebenen Geraden parallel lauft. 


Die Gleichungen der gegebenen Geraden feien 
s=aua+w, ymb+Bß; 
und x’, y’, 2’ feien die Coorbinatenebes gegebenen Punktes. Da die ge⸗ 


ſuchte Gerade durch diefen Punkt gehen muß, jo läßt fi ihren Gleichungen 
die Form geben 


ı—-ı = a (7), y„-y=b (2), 
wo a’ und b’ noch unbekannt find. 


Wenn mei Gerade parallel find, fo find auch die durch biefe Geraden 
parallel mit der Axe der y gelegten Ebenen unter ſich parallel, und folglich 
Aind auch ihre Durchſchnittslinien mit der Ebene xz parallel. Diefe Durch⸗ 
fehnitte find aber die Projectignen zweier Geraden auf ber Ebene x2; alfo 
müffen die &oefflcienten von z in den Gleichungen diefer beiden Projectionen 
einander gleich fein. Dasfelbe ift der Kal mit den Profectionen auf der 
Ebene yz; damit alfo die Geraden parallel find, müfjen die Bedingungen 
ftattfinden: 

a — a, P’=b. 


Folglich ſind die Gleichungen der verlangten Parallele 
ı— v=a(t-—r), „-y=b(@-— 7). 


Liegt der gegebene Punkt im Anfangspunkte, fo rebuciren fie fi 
auf falgenbe: 


866. Aufgabe III. Den Durchſchnittspunkt zweier 
Geraden zu beſtimmen, deren Gleichungen bekannt ſind. 


Im Allgemeinen müſſen ſich zwei Linien im Raume nicht nothwendig 
treffen; damit fie ſich treffen, muß es Werthe für x, y, z geben, die ihren 
vier Gleichungen genügen. Nun muß offenbar bei der Elimination der 
drei Coordinaten x, y, z aus den vier Gleihungen eine Gleihung übrig 
bleiben, welche die Bedingung ausdrückt, ohne welche die beiden Linien 
feinen gemeinſchaftlichen Punft haben fönnen. 


& * 
-. 
— 
| 
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410. 
63 feien 
[1] x—= a3-+« 3] x=aı + 
[2] y=b+Bß 4] =bı+f) 
die Gleichungen ber beiden Geraden. Aus [1] und [3] ergibt fid 
«—a ac’ —ı’a . . — 2. 
[3] — — —2 
und aus [2] und [4] erhält man * 
— —_p 
[6] du ’ x = BR. 


Um bie vier Sleihumgen durch dieſelben Georbinaten zu befriedigen, 
müflen die zwei gefuntenen Werthe für z glei in, und offenbar genügt 
biefe Bedingung; alſo if | “ 
«—a_ PB 
a—. b—h’ 
oder auch (—a) (b—b) — (F—D (aa) = 0. 
Tiefe Relation muß ſtattſinden, damit bie beiden Geraden ſich Tchnei- 
den, und in tiefem Halle wird ter Durchſchnittspunkt durch die Formeln | 


— 


[3] und [6] terimmı. 

Sind die Geraden parallel, jo iſt a’ — a, und b’ — b (No. 565). 
Tann wirt der Vedingungsgleichung genügt; unb bie Werthe fürx,y,z ! 
find unendlich ——— ‘ 


867. Aufgabe IV. Gine Ebene durch drei gegebene 
Bunktte zu legen. 
Tie Coordinaten der drei Punkte feinx’,y’,2’;x”’,y',2';x",y,2'”, 
und es jei 
[1] Ax+-By+Cı=D 
bie Gleichung der gefachten Ebene. Damit biefe Ebene durch bie drei 
Vunkte gebe, muß ibrer Gleichung für die Coordinaten jede& derfelben ge⸗ 
nügt werden, aljv bat man | 
AY+By’+Ca’ =D, Ax’+By”+C3”—D, Ax”+By” +0” =D. 

Dividirt man dieſe Gleichungen durch D, ſo drücken bie VBerhäftniffe 
von A, B, Czu D tie darin euthalten Unkefannten aus, und bie Werthe 
Liefer Verbältniſſe werben aus jenen gefunden. Bezeichnet man biefe 
Werde mit A’, B’, C, fe if 

A=-4AD, B=-BD, C= CD; 

und —— Sutfirumen und Vereinfachung erhält man für die 


Weidung | 
Aı+-By+Cz3= 1. 
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568. Nufgabe V. Durh einen gegebenen Punkt 
eine Ebene parallel mit einer gegebenen Ebene zu legen. 


Es ſei 
[1] A+By+Gz-+D=0 
die Gleichung einer gegebenen Ebene, und 
[2] , Ax+By+0:+D=0 


‚bie einer Parallelebene. 


Da nun die Durhfchnitte zweier parallelen Ebenen durch eine dritte 
einander parallel find ; fo müſſen auch die Spuren auf der Ebene xz, ſowie 
auf der Ebene yz, je einander parallel fein. Die Gleichungen dieſer 
Spuren find ' 
AxA+-0z+D=0, Axı+Cz-+D = 0 after Enmexz, . 
By+CGz-+D=0, Bx-+€z-+-D = 0 auf der Ebene yz; 
und damit bie beiden erften, fowie die beiden legten unter fich parallel find, muß 

A _A B_ B A B € 


Wenn die Ebenen die Are der z treffen, fo find dieſe Bedingungen zu 
ihrer parallelen Lage binreichend ; denn dann ſchneiden ſich die Spuren ber 
erften Ebene auf der Are der z, und find mit denen der zweiten Ebene, die 
fih auch auf diefer Are fehneiden, parallel. Sind aber pie Schenkel zweier 
Winkel parallel, fo find bekanntlich auch) ihre Ebenen parallel, 


Wenn aber die beiden Ebenen mit ver Are der z parallel find, mas 


mit der Vorausfegung C — 0 und C’ —= 0 zufammenfält, fo iſt die - 


einzige zu erfüllende Bedingung, daß hie Spuren auf der Ebene xy parallel 
feien, weßhalb dann 
A! A A BR 

| w5 oder 75 fein muß. 

Somit ift in allen Bällen die nothwendige und hin— 
reihende Bedingung für den Parallelisnus zweier Ebe⸗ 
nen, daß die Coefficienten ber Veränberliden x, y, z in 
den Gleihungen diefer Ebenen in Proportion ftehen. 

‘ ' 


Angenommen, diefe Bebingungen feich erfüllt, und es iz —=k, 


fo iſt | 
A—A, BB, ck; 


jest man nun diefe Werthe in die Gleichung [2], und dividirt mit k, indem 
zugleih D’k = D’ gefegt wird, fo ergibt ſich 


Ax+By+Cz+D’ = 0. 


ri 
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Diefe Gleichung ſtellt alle mit der Ebene der Steigung [1] parallelen 
Ebenen bat, und unterſcheidet ſich von der erſteren blos durch das conſtante 
Glied D”. 


Bis jetzt blieb D’’ unbeſtimmt; ſoll aber bie parallele Ebene durch 
einen gegebenen Punkt gehen, deſſen Coordinaten x’, y’, z’ find, ſo muß 


Ay’ + By + C7’—+D"=0 
fein; und zieht man dieſe Gleihung von der vorigen: ab, ſo iſt für die 
geſuchte Ebene 


A(x) +B g—y) 4 Ca—z) = 0. 
Iſt der gegebene Punkt der Ursprung, fo wird 
‘=(0, y=(0, 7 =0, 
und man bat für die parallele Ebene 
A+-By+-G=0. 


569. Aufgabe VI. Eine Ebene durch einen Bunft 
und eine gegebene Gerade zu legen. 


Es feien x’, y’, 2’ die Koordinaten des gegebenen Punktes, ferner 


[1] ı=z2+0 y-bz-+Bß 
bie Gleichungen der gegebenen Geraden, und j 
[2] Aax+By+-Ga-+D=0 


die Gleichung der gefuchten Ebene. 

Die Bedingung, daß fie durch den gegebenen Punft geht, wird aus⸗ 
gebrüdt dur 
[3] Ay + By +C7’+-D=0; 
und damit fie die gegebene Gerade enthalte, muß, wenn man in die Glei⸗ 
chung der Ebene die aus den Gleichungen dieſer Geraden gezogenen Werthe 
für x und y feßt, die fidh ergebende Gleichung für jede beliebige Coordinate 
2 befriedigt werden. Nun erhält man durch die Subftitution  diefer Werthe 

(Aa+-Bb+C0)z-+-Ar +B+-D=0, 

und damit diefe Gleichung ohne Kefondere Beſtimmung von z flattfinde, 
fege man. 
[4] Aa - Bb 0 0, 
[5] Are+BB+D=0. 

Nun find alle Bedingungen ber Aufgabe inden Gleichungen [3], [4], [5] 
enthalten. 


Eliminirt man D aus [3] und [5], fo iſt 
AX—)+BY—A+C/=0, 


} 
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und indem man diefe Gleihung mit [4] verbindet, findet man leicht 
A („be IB) CC - B— — (x —az'’—e) C 
bb @—e)—aly’—P$) ' b@—e)—aly’—P) 
Zieht man aber die Gleihung [3] von ber Gleichung [2] ab, fo _ 
ergibt fi 
AG—r) +By-yY)J)+Ca—)=0, 
und indem man die Werthe für A und B fubftituirt, erhält man nach allen 
Reductionen 
9 l — -x) — l - ar -y 
+bW —!—o, 
welches die Gleichung der geſuchten Ebene iſt. 


370. Die Berechnungen können auch auf andere Weiſe ſtattfinden. 
Mittelſt der Gleichungen [4] und [5] kann man aus der Gleichung der 
Ebene zwei der Größen A, B, C, D eliminiren. Zieht man nämli die 
Gleichung [4], nachdem fie vorher mit’ z multipficirt wurde, von der Glei⸗ 
hung der Ebene ab, ebenfo die Gleichung [5], fo werden C und D elimintrt, 
und man findet dann 

A (x—az—e) + B (y—bz—$) = 0. 


Da bier nur auf die Relationen [4] und [5 Nüdfiht genommen 
wurde, fo gehört dieſe Gleichung irgend einer Ebene an, die durch die ge⸗ 
gebene Gerade geht. 


Damit ſie auch durch den gegebenen Punkt gehe, muß dieſe Gleichung 
Geltung haben, wenn darin x’,-y’, 2’ fürx, y, z geſetzt wird; alfo iſt dann 


A (&'—a2’—e) + B (y’—b2’—$) = 0, 


"woraus | 
B _ x— a2“ — « 
Ay b"—Bß 
folgt, und fomit ergibt ſich für die geſuchte Ebene 
x — a7 —ıu 
[7] x — 82 — 0 = — —B ep). 


Diefe Gleichung unterſcheidet fih von ber Gleichung [6] nur durch 
ihre Form. Man erkennt ſogleich, daß ſie eine Ebene darſtellt, welche 
durch die gegebene Gerade geht; denn es wird ihr offenbar zugleich mit den 
Gleichungen [1] Genüge geleiſtet. 


371. Aufgabe VII. Durch eine von zwei gegebenen 
Geraden eine Ebene ſo zu legen, daß ſie mit der andern 
parallel laufe. 
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Ea feien 
mute x=ar+te, 
y=bz+Bß, —— 
die Gleichungen der beiden Geraden, und 
Ax+B+Gz+D=0 
die Gleichung der gefuchten Ebene. 
Damit die zweite Gerabe mit der Ebene parallel fei, muß ie, wenn 


beide parallel mit fich felbft in den Anfangspunft verfegt werben, gang in 
die Ebene fallen. Dann bat man die Gleichungen 


[1] s— az, y=b'z für die Gerade (Nro. 565), 

2] Ax+By+Cz=0 für die Ebene (Nro. 568); 

und feßt man die Werthe von [1] in die Gleihung [2], indem man ven 
gemeinfhaftlihen Factor z, der unbeſtimmt bleiben muß, wegläßt, fo 
erhält man 

[3] Aa’ + Bi’ + C=0; 

und dieß ift die Bedingung des Parallelismus. 


Damit die Ebene die erfte Gerade enthalte, muß belanntlih (nach 
Nro. 569) 

[4] AB +C6=0, 
[5] : Ar --B$-+-D= 0 fein. 

Die Gleichung [4], welche der Gleichung [3] ähnlich ift, drückt aus, 
daß die Ebene mit der erfien Geraden parallel it. Die Gleichung [5] drückt 
ans, daß die Ebene durch den Punkt geht, wo diefe Gerade die Ebene xy 
trifft; denn für diefen Punkt ift 

‚ z=0, =o, Yy 8. 


Die Gleichungen [3] und [4] geben 


A A(ada—a) 
B= — u C=— 


A A (ab’—ba’) 
Pb 








_ 
Seht man diefe Werthe in die Gleichung der Ehene, und —— Di Zu b) =D, 
jo iſt 
b’—b) x — (d—a)y— Cab’ her) z+-D’=0, 

wo D’ unbeftimmt if. Da hier nur auf die Bedingungen [3] und [4] 
Rückſicht genommen wurde, fo ftellt diefe Gleichung alle mit den zwei ge= 
gebenen Geraden parallelen Ebenen dar; da ferner die Goefficienten von 
x, y, z fein D’ enthalten, fo müffen fie conftant bleiben : alfo find alle 
diefe Ebenen, wie dieß vorauszufehen war, unter fi parallel (Nro.568). 
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Mliiminirt man aber zuerft D, indem man bie Gleichnng [5] von ber 
Gleichung der Ebene abzieht, fo ergibt fid 
A(ı—e) -By—P +Cz=0, 
und feßt man dann für B und C ihre Werthe, fo ift 
b’—b) &—a) — (a —a) (y—P) — (ab’—ba’) z = 0 
bie Gleichung der Ebene, welche allen Bedingungen der Aufgabe entſpricht. 


572. Aufgabe VIII Die Gleihungen zweier Ebenen 
find gegeben, man ſoll die,Projectionen ihrer Durch— 
ſchnittslinien finden. 

"Nah den in Nro. 542 angeſtellten allgemeinen Betrachtungen muß 
man, um die Gleichungen diefer Projectionen zu erhalten, aus den Glei- 
Hungen der beiden Ebenen nach einander x, y, 2 eliminiren. Angenommen, 
bie Gleichungen diefer Ebenen ſeien | 

Ax+By+Ga+D=0, 
Ay-+ By+ Cz+-D=0; 
fo findet man für die drei Projectionen ihres Durchſchnitts 
(AC’—CA”) x + (BC’—CPB’) y + DU’—CD’ = 0, 
.(BA’—AB’) y—+- (CA’—AC) z+ DV’—AD’ = 0, 
(CB’—BC’) z + (AB’—BA’) x + DB’—BD’ — 


573. AufgabeIX. Den Durchſchnitt einer Geraden’ 
und einer Ebene, deren Gleichungen gegeben ſind, zu 
finden. 
| Diefe Aufgabe reducirt fih offenbar darauf, die Werthe für x, y, z 
zu finden, welche den Gleichungen der Geraden und der Ebene Genüge 
leiſten, was durch die Auflöſung dreier Gleichungen des erſten Grades 
geſchieht. Angenommen, man habe die Gleichungen 


xaz 4 4 
ür die Gerade, und 
y-b+ A n 


Ax-+-By-+ Cz-H-D= 0 für die Ebene, 
Daraus erhält man fogleih durch Elimination von x und y, 
(Aa-+Bb+Oz+4Ae+B6+D= 0. 

‚und fomit erhält man ald Coordinaten des Durchſchnittspunktes 
_ _Aa+B8-+D 
= Tatbbrc 
a (Aa + Bß-+D) 
ee Ta tBr6 
_ ,_b@a+BB+D) 
y=-P- GrBbr+e 











416 II. Analytiſche Geagteirie im Raume, 


St Aa Bb + C=0, fo find. diefe Werthe unendlich aroß; 
dann ift die Gerade mit der Ebene parallel (Nro. 571). Iſt zugleih au 
Arc Bs D O, fo werden dieſe Werthe unbestimmt; dieß muß 
wirklich der Ball fein, denn Die Gerade liegt dann ganz in der Ebene (Nro.569). 


Dweiter Theil: Aufgaben, deren Löfung, mit rechtwinkligen 
Aren einfader if, | 


574. Nufgabe X. Die Evordinaten zweiter Punkte 
find gegeben, man foll Die Xänge ihrer Verbindungslinie 
finden. 
Es feien x, y, z und x’, y’, z’ die Goordinaten der beiden Punkte M 
und M’ (Fig. 18), und man fol nun den Abftand MM’ finden. Dur 
jeden der Punkte lege man mit ven Coordinaten- Ebenen drei parallele Ebenen, 
fo entfteht ein Parallelepipedon. Man bezeichne die Diagonale MM’ mit 6, 
und die anfloßenden Seiten M’F, M’G, M’H mit f, g, h; fo find diefe 
Seiten die Differenzen aus den Coordinaten der Punkte M und M’, nämlich 
f=ı—Y, g=y—y, h=z2— 7. 


Sind nun die Coordinaten rechtwinklig, fo ift e8 auch das Parallelepi- 
pedon, und dann ift dad Quadrat der Diagonale 5 gleich der Summe 
der Quadrate aus den drei Seiten f, g, h; alfo 


?—- + g+h= a—ı) + (y-y)+ a2)”. 
Liegt der Punkt M’ im Anfangspunft, fo iſt x=0, y’=0, z’=0, 
und man hat 6108 ' 


°?=x?+y?+ 2°. 


575. Sind die Coordinaten fchief, fo tft der Ausdruck für 8° ver- 
wickelter. Bezeichnet man in diefem Fall die Winkel zwifchen ven Axen mit 
a, ß,y, fo erhält man nah Nro. 535 die Vormel | | 

&°—= f? + g? + h? + ?fg cos «—+ ?fh cos 8 -+ ?gh cos >; 
man darf aljo nur noch für , g, h ihre Werthe fepen, fo erhalt man 
= a—r)? + (y-Y)’+ @-2)° + 2a) (y—y) cose 
+ 2 (x) @— 7) cos +2 (y—) (z—z’) cos y. * 


* Folgendes ift noch ein fehr einfacher Beweis diefer Formel. Man bezeichne 
die drei Diagonalen MM, FK, IH mit 8, 5‘, 5°. Da nun M’FMK ein 
Barallelogramm ift, fo ift die Summe der Quadrate feiner beiden Diago- 
nalen 5 und 5° gleich der Summe der Quadrate der vier Seiten; db. h. ee 


ft °+5°—=2MF?+2MK?. Nun it MF= f, und im Dreied 


GM’K it MK?= g? + h?-+ 2gh cos 7; alfo 
[e] 5° + 52 = 2f? + 2g?-+ 2h? + 4gh cos y. 


EL  LLLL L 
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876. Aufgabe XI. Aus einem gegebenen Punkte 
eine Senkrechte auf eine Ebene zu fällen, und dann den 
Fußpunkt und die Länge der Senfredten zu beflimmen. 

Um einfachere Refultate zu erhalten, nehme man in diefer und in allen 
folgenden Aufgaben rechtwinklige Axen an. 

Zuerft ſuche man, welche Relationen zwiſchen den Coefficienten in den 
Gleichungen einer Geraden und einer Ebene, wenn die Gerade auf der Ebene 
ſenkrecht fteht, flattfinden. Angenommen, in der Ebene xz (Fig. 19) 
fei AC bie Spur einer Ebene ACB, und QN die Profertion einer auf . 


dieſer Ebene Senkrechten MO. DaMOQ ſenkrecht auf der Ebene ACB fteht, 


fo tft auch die Ebene MON ſenkrecht auf ACB, und überbieß tft nach dem 
Mefen der Projectionen die Ebene MON ſenkrecht auf der Ebene xOz. 
Umgekehrt müflen die Ebenen ACB und xOz, und daher auch ihr Durch⸗ 
ſchnitt AC ſenkrecht auf der Ebene MON ſtehen; alfo fteht AC ſenkrecht auf 


Linie NQ, die in der Ebene MON Tiegt. Somit fleben überhaupt Die 


Profectionen der Senkrechten auf den Spuren der Ebene 
fenfredt. 


Dieb vorausßemerft, flelle man die Coordinaten bed gegebenen Punktes 
durch x’, y’, 2’, und die Ebene durch die Gleichung dar | 


[1] Ax-+By+CG+D=0. 
Die Gleichungen der gefuchten Senfrechten haben die Form 
[2] ı—-! =a (2—z') ‚ -Y =b@-7), 


wo a und b unbekannt find. Yür die Spuren der gegebenen Ebene auf den 


Ebenen xz und yz bat man bie Gleichungen 


x— c,„_PD __e,_®. 
muegTir ITUB’TB 
So eben wurde aber gezeigt, daß diefe Spuren auf ben PBrofectionen 
der geſuchten zoom fenfrecht ftehen müſen. alſo iſt 


xXa+i=0, EXb+1=0. 


Ebenſo gibt das Barallelogramm M'IMH auch 52--5°?=2M’H?--2M'T?; 
fegt man h für M’H, und für MI? feinen aus dem Dreied M’FI erhaltenen 
Werth f2 + g? + ?fg- cos «a, fo ift 


[ß] 8°? + 52 — 2f? + 2g? + 2h? + 4fg cos oa. 

Ebenfo gibt das Parallelogramm FIKH, in welhen FIl=g, und 
FH? = f?2 + h? — 2fh cos ß, 
[7] 5°? - 5? — 2f? + 2g? + 2h? — Afh cos 4. 

Addirt man nun bie Gleichungen [a] und [8], und zieht dann von ihrer 
Summe bie Gleichung [y] ab, fo gelangt man leicht zu ber betreffenden 


Formel. 
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Daraus ergiht fi 


/ p—® 


5. und A — a0, B BbC. 


[3] a = 


ale 


Sept man diefe Werthe für a und b in die Gleichung [2], fo erhält 
man für die Senfrechte die Gleichungen 


[4] x-r! = — (-7), y—-y= 2 (z—z’). 


Um die Coordinaten des Fußpunktes diefer Senfrechten zu befommen, 
darf man nur die Gleihungen [1] und [4] nah x, y, z auflöfen, "und 
hierauf, um die Länge ber Senkrechten zu finden, die Werthe dieſer Coor⸗ 
dinaten in der Formel 


[5] Va)? + y-yY)’+ S fubftituiren. 


Es ift jedoch einfacher, die Differenzen x—x’, y—.y, z— 7’ m 
mittelbar zu finden. Zu dieſem Zweck fhreibe ınan zuerft die Gleichung [1] 
in der Form | 
A(ı—x) +B(y—.y) + C(z—z’) + AY +By-+Cz’+D= 0, 
oder vielmehr, indem Ax’ + By+C’+D=D gefeßt wird, in 
folgender 

AG) +BY-Y)+C@N)+D=0 


„In diefer Gleichung fubitituire man für —x’ und y—y’ die Werthe 
aus [4], fo erhält man eine Gleihung, um z — z’ zu finden; hierauf 
berechnet man —x’ und y—.y.. 


Auf diefe Weife findet man 
_ AD _ BD —,__-D . 
x—ı = ABC0 y— y= A? +B?-1-0? 7 A? LB?LC? 


Bezeichnet man ferner die Senfrechte mit P, fo gibt die Formel [5] 
D’ _ Ar+By+Cz-+D 


VRR IE VRHErO 


Da der Werth von P nothmendig poſitiv fein muß, fo tft der Zähler 
immer ohne Rückſicht auf fein Vorzeichen zu nehmen. 


Liegt der gegebene Punkt im Urfprung, fo it X=0, y’=0, z2’=0, 
und daher 
_— __P _. 
V22-B?--C? 


Mann = _ 
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Liegt der Punkt in der gegebenen Ebene, fo müffen feine Coorbinaten 
x, y', 2 ber Gleichung diefer Ebene Genüge leiften; alfo ift 


AY +By+Cz’-+D=0, 
folglich muß auch P = O0 fein. 


577. Aufgabe XII Durch einen gegebenen Punkt 


eine Ebene zu legen, bie auf einer gegebenen Geraden 


ſenkrecht ſteht. 
Angenommen, die Coordinaten des gegebenen Punktes ſeien x’, y’, ꝛ, 
und die Gleichungen der gegeben Geraden 


[1] x—=az te, y-b-B. 
Da die gefuchte Ebene durch den gegebenen Punkt gehen muß, fo ift 
ihre Gleichung von der Form » 


AGa—r) +By-y)J)+Ca-r)=0; 
und da fie auf der Geraden ſenkrecht ftehen fol, fo muß (Nro. 576) 
A=at, B=bt6 fein. Somit ift die Gleichung diefer Ebene 
[2] aa—x) +by-yY)+z7=0. 


Sucht man nun aus den Gleichungen [1] und [2] die Werthe für 
x, y, z, fo erhält man die Coordinaten des Durchfchnittöpunftes der Geraden 
mit der Ebene; und fegt man ver Abkürzung wegen 


_a@—) +by—M +7 
a? 4- 241 


z=n, x=an-te, y=bn-+$. 


378. Aufgabe XIII Durch einen gegebenen Punkt 
eine Senkrechte auf eine gegebene Gerade zu fällen, unb 
dann den Fußpuykt und die Länge diefer Senkrechten zu 
beſtimmen. 

Legt man durch den gegebenen Punkt zwei Ebenen, von denen die 
eine auf der gegebenen Geraden ſenkrecht ſteht, und die andere durch dieſe 
Gerade gebt, fo enthalten ſie beide die verlangte Senkrechte; die Gleichun⸗ 
gen biefer Ebenen können daher zufammengenommen als die der Senkrechten 
feibft betrachtet werden. Nah Nro. 577 und 569 find biefe Gleichungen 


[1] a) +by—y)+2z—7=0, 
[2] y—b7— @— N) @— a! —eo)(y—Y) 
‚+b@—)—ay—P)]@-7)=0. 
. Die Coordinaten des Fußpunktes der Senkrechten find aber nichts 
anderes, als bie in der vorigen Aufgabe gefundenen Werthe 
2=n, =an-+to, y=bn-+P. 
27° 


fo findet man 
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Somit iſt die Länge der Senkrechten 
p= V @'—-e—an)? + (y—$--bn)? + (2’—n)?. 
Die Größe unter dem Wurzelzeichen läßt ſich auch fo ſchreiben: 
X -a)’+(y-B)?+2'?-2[a(e—e)+b(y’M)+z'/In+(a?+b?+1)n?. 
Aber nah dem Werthe von n ift der Theil dieſes Ausdrucks, der bie 
boppelten Producte enthält, glei — 2 (ab? + 1)n?; folglich 
erhält man, 
. p= V@—a)’Hy—)?+2°—(@?-+b?-+1)0?. 

Wollte man die Projectionen der Senkrechten fuchen, fo Tönnte man 
fie leicht aus den Gleihungen [1] und [2] ableiten. Dan findet fle jedoch 
auch, wenn man beachtet, daß zwei Punkte diefer Linie, nämlich der ge⸗ 
gebene Punkt und ber Fußpunkt der Senkrechten bekannt find, welche 
beziehungsweife folgende Coordinaten Haben: 

Y,y,z men,an+e, bn+B. 
Somit find die Gleichungen der geſuchten Profectionen 
x — — an 


= a), 
y-y-= Man) 


579. Aufgabe XIV. Die Gleihungen zweier Ge— 
raden find gegeben; man foll 1) die Sleihungen ver Ge 
raden, welde ihren Fürzeften Abftand mißt, 2) den Aus⸗ 
druck für diefen fürzeften Abftand finden. 

Es feien (Fig. 20) AB und CD die zmei gegebenen Geraden, und PQ 
ihr kürzeſter Abſtand. Nun iſt einmal die Linie PQ eine gerade, fonft 
wäre die Gerade, welche die Punkte P und Q verbindet, kürzer. Dann 
fteht die Linie PQ auf AB und CD ſenkrecht; denn wäre fie 3.8. auf CD 
nicht fenfrecht, fo müßte die von P auf CD gefältte Senfrechte kürzer fein 
ala PO. Da alfo PQ auf AB und CD ſenkrecht fteht, fo muß, wenn 
durch Die Gerade AB eine Ebene UV parallel mit CD gelegt wird, die PQ 
auf diefer Ebene ſenkrecht ftehen; alfo liegt fie in den beiden ‚Ebenen ABR 
und CDS, die dur) AB und CD ſenkrecht auf UV gelegt find. Die Linie 
PQ ift alfo der Durchfchnitt dieſer Ebenen, und ihre Gleichungen find bie 
diefer Ebenen ſelbſt. 

Betreffend die Länge von PQ, fo ifl fie gleich der von einem beliebi⸗ 
gen Punkte der Geraden CD auf die Ebene UV gefüllten Senfredten. 
Somit ift der in der Rechnung einzufchlagende Gang vollſtändig angedeutet. 


Es ſeien 
nr a, [2] 3251 


[1] y=b+tBß, y=bz +, J 


V—— — ⸗— — 
‘ 


m | — —— — — — — 
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die Gleichungen der beiden gegebenen Geraden. Sie ſchneiden die Ebene 
xy in Punkten, bie wir mit T und T’ bezeichnen wollen, und deren Coor⸗ 
dinaten ſind 

z=0, ı=e, y=ß für den Punkt T; 

z=0, xı=«d, y=-Pß für den Punkt T. 

Man fuche zuerft die Gleichung der Ebene, welche die erfte Gerade 
enthält und mit der zweiten parallel iſt. Da diefe Ebene durch den Punft 
T geben muß, fo läßt fich ihre Gleichung alfo fchreiben: 

[3] | A (ec) +By-)+z2=0, j 
wo A und B unbekannt find. Damit diefe Ebene die erfte Gerade enthalte, 
müſſen bie Werthe [1] von x und y der Gleichung [3] für jede Coordinate 


2 ©enüge leiſten; fomit erhält man bie ns 


Aa+-B +1 = 
und damit fie mit der zweiten parallel lu, muß die Bedingung ſtatt⸗ 
finden (Nro. 571) | 
Ad-- Bb’ + 1=0. - 
Diefe beiden Relationen heſtimmen A und B, und man erhält 
A= bb B= —a . 
ab’ — ba’ ’ ab’ — ba’ 


Nun lege man durch die gegebenen Geraden Ebenen, melde auf ber 
Ebene der Gleichungen [3] ſenkrecht ftehen; von diefen Ebenen muß deß⸗ 
halb jede eine auf leßterer Ebene fenfrechte Gerade enthalten. Die Glei⸗ 
chungen bet beiden durch die Punkte T und T’ auf biefe Ebene defällten _ 
Senkrechten find Nro. 576 

x—=Az to, y=Bz--Bß für die erfte, 
x—Az-+-a, y= Bz + ’ für die zweite. 

Die Gleichung einer Ebene, welche durch die erfte gegebene Gerade 
und durch die erſte Senfrechte geht, Hat die Form 
[A] A (a0) +B’ G-)+2= 0: 
und zur Beftimmung von A’ und B’ hat man bie beiden Gleichungen 
[4] AX BB +1=0, aM B10. 

Ebenfo iſt die Gleichung der Ebene, bie durch die zweite Gerade und 
durch Die zweite Senfrechte geht 
[A'] A" ad) HB") +2=0, 
wo A’ und B’’ durch die Heiden Gleihungen 
[5] AA’+-BB"-1=0, aA’ -bB’ + 1=0 
gegeben find. 
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Zieht man aus den Gleihungen [4] und [5] A’, B’ and A”, B”, 
und fegt dann für A und B ihre Werthe, fo ergibt fi 


A — a—a’+b (ab’—ba’) ‚__b-b’—a(ab’—ba’) _ 
ala’ —a)-+bib’—b) ’ “  ata’—a)-+b(b’—b) ’ 

Ar — a—a’—+-b’(ab’”—ba’) „__ b—b’—a’(ab’—ba’) , 
—  a’(a’—-a)-+b’(b’—b) ’ ala —a) + b’(b’—b) 


Setzt man diefe Werthe in [A] und [A’], fo erhält man die Slei- 
Hungen der geſuchten Geraden, welche ten Fürzeflen Abftand mit. Man 
findet nämlich 

[a—a’ 4 b(ab’—ba’)] («—a) + [b—b’—a(ab’—ba')] (y—B) 

—+- [a(a’—a) + b(b’—b)]z —= 0, 


[a—a’+b’(ab’ —ba’)] (<—’) + [b—b’—a’(ab’ —ba’)] (y—P) - 


+ [a'(@ —a)-++b(b’—b)]z — 0. 

Dabei ift zu bemerken, daß die zweite Gleichung auch aus der erften 
hätte abgeleitet werden fönnen, wenn man a,b, «, ß in a‘, b‘, «', ß', 
und a’, b’ in a, b verwandelt hätte. 

Es ift jegt nur noch die Ränge bed kürzeſten Abftandes zu finden. 
Nah der obigen Erflärung muß man von einem Punft der zweiten Geraden 
eine Senfrechte auf bie Ebene der Gleichung [3] fällen. Größerer Ein- 
fachheit halber fällt man fie vom Punkte T’ aus, für welchen 

z—=0, cd, y=ffit; 
dann gibt die allgemeine Formel (Nro. 576), welche den Abſtand eines 
Punktes von einer Ebene ausdrückt: 
p — A(d’—a) BAA). 
un — — — 
VAI 
und ſetzt man darin die Werthe für A und B, fo ergibt ſich 
__ (@—a) (b—b’) — (#’—B$) (a—a’) 
V (a@—a)?+b’—b)?+ (ab’—ba’)? 
als Ausdruck für den Fürzeften Abftand der beiden Geraden. 


Wenn ſich zwei Gerade treffen, fo ift der auf der gemeinfhaftlichen 
Senkrechten zwilchen biefen beiden Linien enthaltene Iheil gleih Null; alfo 
bat man " 

(«—e) b—b’) — -6 (a—a’) = 0, 
welche Gleihung fhon (Nro. 566) gefunden wurde, um ben Durchfchnitt 
zweier Geraden auözubrüden. 


380. AufgabeXV. Die Gleihungen einer Geraden 
find gegeben; man foll die Winkel beſtimmen, welde 
—dieſe Gerade mit den Coordinaten-Axen bildet. 
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Durd den Anfangspunft O (Fig. 21) ziehe man OM parallel mit 
. der gegebenen Geraden; nun handelt e3 fih darum, die Winfel MOx, 
MOy, MOz, vie mit «, ß, y bezeichnet feien, zu beftimmen. 

Man fege OM — 1 und fälle auf die Aren die Senfrechten MP, 
MQ, MR: nun find die Abftände OP, OQ, OR mit den ihnen zufommen= 
ben Vorzeichen zugleih die Coorbinaten des Punktes M und die Coſinus 
der Winfel a, ß, y. 


Es ſeien 
x az, y — be 
die Gleichungen der Parallele OM, und x’ y’, z’ die Coordinaten des’ 
Punktes M; da diefer Punkt auf oM liegt, und biefe Linie gleich 1 geſetzt 
wurde, fo iſt 


x=a, y=bz, EL LNR— 1; 


und aus diefer Gleichungen findet 7 man die Werthe für x’, y’, 2’, ober für 
cos &, cos ß, cos y. 


So erhält man bie Formeln: 

Vetp-1 — N a? 71' NV a:+b?H 
Die Parallele OM und ihre Verlängerung oM’ bilden mit den Aren | 

verfchtedene Winfel; da wir aber den Werth 2’ pofitiv genommen haben, 

fo müffen biefe Formeln Winkel geben, die auf der Seite ber pofltiven 


Coordinaten von dem Theil der Parallele gebildet find, der in Beziehung 
auf die Ebene xy mit den ’pofltiven z auf derfelben Seite liegt. - 


cos & = 


581. Aufgabe XVI Den Winferl zu finden, den 
zwei durch ihre Gleichungen gegebenen Geraden ein- 


fließen. 


Sieht man durch den Anfangspunkt Parallelen mit diefen zwei Ge⸗ 
raden, fo ift der zwiſchen diefen Parallelen enthaltene Winkel glei dem 
gefuchten. Es feien (Big. 22) OM und OM diefe beiden Parallelen, und 


x = a2,- y = bz die Gleichungen der erften; 
x—=az, y= b’z bie Öleihungen der zweiten. 
Auf der Seite ver pofltiven z nehme man OM = OM’, und jeße 
‚den unbefannten Winkel MOM’ = V; nun gibt dad Dreied MOM’ 
OM?-FOM?— MM”? 2 — MM’? 
20M OM — 2 
Bezetchnet man die Eoordinaten des Buntes M mit x’, y’, z’, und 
die des Punktes M' mitx’, y”, 2”, fo iſt 
MM’? — (x _.x')2 + (Y’— y’) + (@—.1"). 


cos V —= 


424 OL Aualytiſche Geometrie in der bene. 


Entwickelt man dieſe Quadrate, und beachtet daß 
x? +”? +7’ =1, m !?” -Y?” +27” =1, 
fo erhält man " 
MM?= 2 — 2 (" +-yy’ +7’); 
und fomit 
cos V=rr"" +-yy' +7zr7. 
Nun erhält man leicht x',y,z2,x",y ,z'; benn da ber Punft M 
auf der erften Parallele liegt, und OM gleich 1 ift, fo hat man 
a, y=-b, "”r+ry’+.”=1, 
und hieraus ergibt fi 


— — — — bh _ A 
Nat y Va? 4 ' ’ Ve?Ib1 
Ebenfo findet man , | 
__i yo IL, 
m ’ Tyapen "Venen 


Folglich erhält man cos V, indem man für x’, y’ sc. ihre Werthe 
fest, nämlich: 
aa + bb’ +1 
V —— — — — — 
Versi Verpperı 


Da die Werthe für z’ und z’ pofitiv genommen find, fo muß biefe 
Kormel den Winkel ergeben, der von den obern Theilen der mit den gegebenen 
Geraden Parallelen eingefchlofien ift, und biefer Winkel i ſpitzig oder 
ſtumpf, je nach dem Vorzeichen des Zählers aa + bb’ + 1. 


582. Bilden die beiden gegebenen Geraben einen rechten Winkel, 
ſe it cos V= 0, und baher 


aa bb’ +1 = 0. 


Es ift wohl zu beachten, daß aus diefer Bedingung das Zuſammen⸗ 
treffen der gegebenen Geraden noch nicht folgt; denn fie drückt blos aus, 
daß die mit diefen Geraden Parallelen einen rechten Winkel bilden. Dieb 
bat man auch wirfli darunter zu verftehen, wenn gefagt wird, daß zwei 
im Raume befindlichen Geraden fenkrecht auf einander ftehen. 


Sol eine Senfrechte auf eine gegebene Gerade gefällt wesen, fo muß 
zur vorigen Gleichung diejenige, wodurch der Durchſchnitt zweier Geraden 
beftimmt wird (Nro. 566) Hinzugefügt werden. Man kann fo neue Auf 
löfungen für die Aufgaben. XIII und XIV erhalten. 


1 SEE Ze — ————— 
4 


Aufgaben über die Ebene und die gerabe Linie. 425 


588. Sind bie Geraden parallel, fo muß v — O ober == 180° 
fein, alfo cos V= + 1; daher 


+ VartbH1 Va? Hr2 1 = aa bb’ +1. 
Erhebt man den Ausdruck ing Quadrat, und bringt ihn auf eine 


“Seite, fg ergibt ſich 


(—a)? 4 (’—b)? + (ab —ba’)? = 0. | 


Mit diefer Bedingung ift noch eine andere zu verbinden, daß nämlich 
bie Größen a, b, a’, b’, reell find. Dann können die Quadrate, aus 
benen bie obige Gleichung beſteht, nicht negativ fein, ımd ihre Summe 
wird erfi Null, wenn man jedes derſelben gleich Null feßt;- fo erhält man 

| a — a, b’=b ad’ — alb. 


Dieſe Bedingungen, von denen die dritte eine Folge der beiden erſten 
iſt, drücken wirklich aus, daß Gerade parallel ſind. 


584. Läßt man die Linie OM’ nad einander mit jeder der Axen 
zufammenfallen, fo gibt die allgemeine Formel die Coſinus ber von der 
Geraden OM mit den Aren eingefchloffene Winkel &, 8, y. Die Gleichungen 
der Are der x find a 


| 2=0, y=0; " 
"und bie der Linie OM’ laſſen ſich fo reißen 


4 ph’ 


ans k Jen 
bamit fie alfo mit der Are der x zufammenfalle, feßt man 
1 b’ 


ya ya°. 


Ehe jedoch diefe Annahmen in den allgemeinen Ausdruck für cos V 
eingeführt werden, bringe man denfelben in folgende Form 


pp 1 
rar | 
IV 


cos V = 


und dann erhält man mittelft der obigen Annahmen 


a 
cosa = ——— — 
Vet 
Ebenfo leicht findet man die Werthe für cos 4 und cos y, ähnlich 
denen in Aufgabe XV. | 


“ 
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583. Nehmen wir noch einmal ven oben (Nro. 581) gefundenen 
Ausdruck cosV—= xrr’— vv’ — z7”, mod bezeichnen tie Binfel 


ter Beraten OM un OM’ mit tn irn mita, 3,7, und d',f,r. 
Ta OM — OM — 1 geiegt wurde, io if 


“"—=c008a y=cos3, = ecosya.f.w.: 
fo kommt man ıwieter auf tie ſchon (Rro. 533) kefannte Formel 
cos V — cosa cos a -+ cos 8 cos BP’ + cos z cos 7'. 
Da außerdem 
r?’ + und — —, 
fo findet man bier wieder tie aus Nro. 530 bekannten Formeln, nämlich 
cos? cos? 3 4 cos®?r—1, cos? +co®??’ + cos? 1. 


586. Aufgabe XVII. Die Gleichung einer Ebene 
ſei gegeben; man ſoll tie Winkel finden, die ſie mit den 
Coordinaten-Ebenen bildet. 

Dieſe Binfel find gleich tenjenigen, welche eine auf der Ebene ſtehende 
Senfredhte mit den drei Aren bildet. Es feien nun 

Ax—+ By -+ Cz -+-D = 0 die Gleichung der gegebenen Ebene, 

x=az, y= bz tie der Senkrechten: 

Die Eofinus der von dieſer Geraden mit den Aren gebilveten Winkel, 
find durch die Formeln in Nro. 580 gegeben. Es ift aber (Nro. 576) 


a A b= B. fegt man nun dieſe Werthe in die angeführten 


Genen. fo erhält man für die geſuchten Winkel. 
cos = — — cos B= —— — 
VAM +B?+C? V A2LB2+C? ’ 
cos y= __ — 
VA B2+C? 


Auch erhält man, wie für die Gerade, 
cos? 4 co? ß-+ co®?y=1, 
welche Relation übrigens ſchon durch die frühern Werthe befriedigt wurde. 


587. Aufgabe XVIII Den Winkel zweier Ebenen 


zu beflimmen. Der Winkel zweier Ebenen iſt glei) dem Supplement 
bed von zwei auf diefen Ebenen ſtehenden Senkrechten gebildeten Winfels. 


Es feien nun 
A+By+G+D=0, Aı+By+Cz+V=0 
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die Gleichungen der beiden Ebenen, und 
x, y=b, wı=as, y=brz 
die Gleihungen der Senkrechten. Nun ift Nro. 576 . . 
A. B ‚_X ‚,_ PB 
an, b=o: mg bee 
und durch Subftitution diefer Werthe in der Formel, in welcher der Winkel 
von zwei Geraden beſtimmt wird (Nro. 581), ergibt fih für den Winkel 
zwifchen den Ebenen 
AA + BB’. CC 
cos V = u — m + 
V A?-B2+0? V AR +B?-C'? 





388. Sollen die Ebenen- ſenkrecht auf einander fteben, fo muß 
cos VO fein, d. h. es ift dann 


AA + BB" CC = 0. 


589, Sollen die Ebenen parallel fer, fo muß cos V —= + 1 
werden, dann iſt 


+ VRTB?-LG V ARB?C? — AA’ + BB’ + CC’; 
woraus fich bei ähnlichen Schlüffen, wie in Nro. 583, ableiten ließe 
A_B_C 
AB cc 
390. Da die Winkel, welche eine Ebene mit den Coordinaten- 
Ebenen bildet, diefelben find, wie die, welche eine auf diefer Ebene ftehende 
Senfrechte mit den drei Aren bildet, fo ift für den Winkel zweier Ebenen, 

wie für den zweier Geraden 


cos V = cos« cos«’ + cos ß cos PP + cosy cos y, 


wo «, ß, y und a’, 8’, y die von diefen Ebenen mit den Coordinaten⸗ 
Ebenen gebildeten Winkel find. Auch muß zwiſchen diefen Winkeln die 
Relation ftattfinden Ä 


cos? « + cos? B-+c0s?7— 1, .cos? « -+.cos? BP+cs?’/’—1. 


591. Aufgabe XIX. Den Winkel zu finden, den 
eine Gerade mit einer Ebene bildet. 


Fällt man eine Senkrechte auf die Ebene, fo bildet fie mit der gegebenen 
Geraden einen Winkel, der gleich dem Complement des gefuchten Winkels iſt. 


Es feiern 

Ar + By +Cz +D= 0 tie Gleihung ber Ebene, 

z=+«e, y=la + vie Glidunge ber Geraben. 

ı=dı +d, y=bi-+f, 
wei =, D = seihtiß. Bringt man biefe Werte in bie ior- 
mel, welche den Gofluns des Winfels zweier Geraden ausdrũckt (Rro.581), 
fo erhält man den Sinus des gefuhten WBinfeld. Heißt man diefen Winkel 
U, fo findet man: 
Aa+Bb-+C 
— Varp 1 VAr+B re 

Läuft die gegebene Gerade mit ber Ebene parallel, fo iſt sinU — 0, 
alſo Aa + Bb + C==0, weldes die bekannte Bedingung if (Rro. 571). 

Steht die Gerade feufredht auf der Ebene, fo if sin U = 1, dann 


findet man wieder mittelfi der nämlichen Folgerungen wie in Rro. 583, 
A=al, B=bC (Nr. 576). 





Biertes Kapitel. 


Transformation der Coordinaten im KNaume. 


Befoudere Formeln für die verſchiedenen Säle. 


3592. Bormeln für den Mebergang zu parallelen 
Aren. 8 feien (Fig. 23) Ox, Oy, Oz die glten Aren, und O’x’, O’y’,O’z’ 
parallele Aren. Dean bezeichne die Coordinaten des neuen auf die früheren 
Aren bezogenen UrfprungsO’ mit f, g, h; die eines beliebigen Punftes M 
in Beziehung auf dieſe Aren mit x, y, z, und bie Coordinaten desſelben, 
aber auf die neuen Aren bezogenen PBunftesmitx’, y’ z’. Angenommen, bie 
Ebene z’O’y’ treffe die Are Ox im Bunfte A, und eine dur den Punkt 
M gelegte parallele Ebene fehneide biefelbe Are in P, und die ihr parallele 
Are inP. Nun tt OA=f, OP=x, OP=-AP=r, um 
offenbar ift nun = x’ +f. Ebenſo findet ſich 


y=y+tg und 2 — 2 h. | 
Um daher zu parallelen Aren überzugehen, Hat man. die Formeln 
[1] x-rY+f, y=y+g z=27.+h, . 
wo jede Coorbinate mit dem ihrer Lage zufommenben Vorzeichen zu 
nehmen ift. 


"593. Bemerkung. Zieht man dur den Punkt O’ drei Axen 
in neuen Richtungen, und es follen x, y, z in Coordinaten x”, y’’, z”, 
die auf diefen letzteren Axen genommen find, ausgedrückt werden, fo genügt 
e8 offenbar, daß man bie Werthe vonx’, y’,z’ in Functionen vonx’’,y”,z” 
ausbrüdt und hiezu noch die Größen f, g, h abbirt. Deßmegen nehmen 
wir im Verlaufe dieſes Kapitels an, ber Anfangspunkt bleibe immer derſelbe. 


— 
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SPA. Allgemeine Formeln für die Veränderung der 
Axen⸗Richtung. 

Es ſeien (Big. 24) Ox, Oy, Oz drei beliebige Axen, und Ox’, Oy’, Oz’ 
drei andere Aren; x, y, z bie Eoordinaten eines beliebigen auf erftere be= 
zogenen Punktes M, und x’, y’, z’ die des nämlichen auf legtere Aren 
bezogenen Punktes. Man ziehe parallel mit der Are der z die Gerade MQ, 
welche tie Ebene xy in Q trifft, dann parallel mit der Are der y die 
Gerade QP, welche die Are der x in P trifft: nun ift 


oP=x, M=y QM=z. 


Auf ähnliche Weife läßt ſich 
oP’ — Y, Po’ — y, Q’M — yg" 
eonftruiren. 

Durch den Urfprung denfe man fi (ohne fie zu ziehen, damit die 
Figur nicht zu verwickelt werde) drei Gerade oder Hilfsaren OA, OB, OC 
gezogen, nämlih OA ſenkrecht auf die Ebene yz, OB ſenkrecht auf xz, 
und, OC fenfrecht auf xy; dann projicire man auf jede dieſer Aren die beiden . 
Umfinge x+y+z, und “+ y’ +z. Danun die Are OA fenf- 
recht auf y und auf z ſteht, fo find die Projectionen diefer Coorbinaten auf 
diefer Are Null; fomit reducirt fi die Profection des erften Umfangs auf 
x cos xOA. Die des zmeiten Umfangs tft 

x cos OA -+ y’ cos yOA + z’ cos zOA 
(Nro. 526). Uber die beiden Projectionen müffen offenbar einander gleich 
fein; alfo ift | 
x cos x 0A = x’ cos OA + y’ cos YOA + z’ cos z’OA. 

Aus diefer Formel erhält man x als Function von x’, y’, 2’; ähn- 

liche ergeben flch für y und z, wenn man die Projectionen auf OB und 


OC nimmt. 
Man bezeihne nun überhaupt den Winfel zwiſchen zwei Geraden ba= 


durch, daß man die zu diefen Geraden gehörigen Buchftaben in Klammern feßt, 
fo daß 3.8. die Winkel xOA, ’OA u. f. w. durch (xA), (KA) u. f. w. 
ausgebrüdt werden. 
e Dann laſſen ſich die drei Formeln alfo ſchreiben: 

xcos(xA) —= x’cos(XA) 4 y’cos(y’A) + 2’cos(z’A), 
[2] ycos(yB) = x’cos(x’B) +4 y’cos(y’B) + z’cos(z’B), - 

zcos(zC) = x’cos(X’C) + y’cos(y’C) + z’cos(z’C). 

Da es felten nöthig ift, daß man fhiefe Aren in andere fchiefe Aren 

umändert, fo mirb von biefen Formeln auch wenig Gebrauch gemadit. 


593. Verwandlung rehtwinkliger Coordinaten in 
ſchiefe. Bel dem Vorigen kann man bie Axen der x, y, z als ſenkrecht 
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gegen. einander annehmen; dann fallen die Hilfslinien OA, OB, OC mit 
diefen Axen zufammen, und es iſt 


‚cos.(xA) — 1,. cos (yB)=1, cos (20) = 1; 


ferner muß man ſtatt der Buchftaben A, B, C überall x, y, z feßen. 


Zur Abfürzung feße man 
cos (xx) — a,  csa(ky)=a, cos kz) = a”, u 
" cos 6G5) — b, cos(yy)=b’, cos (yz) = b”, 
cos (2’x) —='c, cos @y)=c, cos (zz) =c”; 
dann heißen die gefuchten Formeln 
x=aY +by —+ez, 
= ax +by 4 cz 
zZ —.a'y' + b”’y’ + e'z’. 
Die drei Winkel, welche die Richtung von jeber der neuen Aren be= 


ftimmen, find nicht ganz willführlih; denn’ nah bekannten Relationen 
(Nro. 530, 585) muß 


h +? ar, 


[3] 


®+-b?+-2”?— 1, 
e c0?+ ec"? = 1 fen. 
596. Bemerkung. Löst man die Gleichungen [3] nad 


x,y,z auf, fo erhält man paflende Formeln für die Verwandlung 
ſchiefwinkliger Coordinaten in rechtwinklige. 


Ferner können dieſe neuen Formeln in Verbindung mit den vorher⸗ 


gehenden [3] zum Uebergang von ſchiefwinkligen Axen zu andern ſchief⸗ 
winkligen gebraucht werden. Denn man darf nur zwei auf einander folgende 
Umformungen vornehmen: die erſte zur Verwandlung des ſchiefwinkligen 
Syſtems in ein rechtwinkliges, und die zweite, um alten in ein an⸗ 


deres ſchiefwinkliges Syſtem umzuformen. 


397. Verwandlung rechtwinkliger Axen in andere 
rechtwinklige. Hiezu gebraucht man dieſelben FTormeln, wie tn 


Nro. 595: 
x—=al -by + cz, 


[4] y=ay +by + cz, 


z—a'r +’ ter. 


Die neuen Axen müfjen aber auch als rechtwinklige vargeftellt werben; 
deßhalb fegt man bie Ausdrücke cos (x’y’), cos (x’z’), cos (y/z’) al8 
Sunetionen der Gofinus a,b, c u. ſ. w. glei Null (Nro. 533, 585), 


Stellt man diefe neuen Beoingungsgleidungen mit den drei ſchon vorhane 


denen zufammen, fo hat man im Ganzen ſechs, nämlich: 
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a? + g'? + a? — 1, ab + a’h’ + ah — 0, 
[f} +? +04, [DJ] act ae +are”= 0, 
c?+ ec’? + e'? — 1; be + p’e + ph’ —.0. 


. Mitterft diefer Gleichungen kann man aus den neun Coſinus a, a’, a’’,b, 
. ſechs finden. Wir merden indeffen fogleih neue Relationen kennen 
lernen, welde aus jenen abgeleitet und vielfach angewendet werben. 


308. Beachten wir zuerft, daß bie beiden Axenſyſteme rechtwinklig 
find, fo folgt daraus, daß fih x’, y’, z’ durch ähnliche Formeln wie. die 
vorigen [4] in x, y, 2 ausdrücken laſſen. Denn beachtet man, welche Coſtnus 

mit a, a’, a’, b,b’, b”’, c,c’, c” bezeichnet wurden, und projicirt die 
drei Goorbinaten x, y, z auf bie Are Ox, dann auf die Axe Or dann 
auf die Are Oz’, fo ergibt fi 


| Yv=axtay-t a’z, 
[5] " y=bxr-+b’y+ b”z, 
z=ca+ cy+ cz. 


Diefe Werthe Laffen ſich auch mittelft der Gleichungen [4] finden. Um 
z. B. x zu erhalten, multiplichrt man fie beziehungsweiſe mit a, a’, a”, 
und addirt ſte, ſo erhält man mit Berüdfichtigung ber Relationen (a] und 
Ib] x =ax + ay- a”z. Auf diefelbe Weife ergibt fih y’ und z’. 


\ 


599. Zuwiſchen den Coefficienten diefer Werthe müflen ebenfalls 
ſechs Relationen flattfinden, die den zmifchen den Coefficienten der Werthe 
[4] von x, y, 2 gefundenen analog find; dieſe Relationen laffen ſich 
übrigens auch direct finden. Cinmal ift klar, daß a, b, c die Coſinus der 
- von der Are der x mit den Uren der x’, y’, z’ gebildeten Winkel find, und 
ba dieſe rechtwinklig find, ſo muß aa —- b?—+ e?—= 1 fein. Dasfelbe 
gilt von a’, b’, ⸗ und af, b”’, c”. Dann hat der Winfel (xy) zum 
Gofinus aa’ + bb’ —+- cc’; da aber diefer Winfel ein rechter tft, fo iſt 

a — bb’ + ce’ = 0. Ebenſo ift es bei den Winkeln (xz) und (yz): 
Zugleich mit den Gleichungen [a] und [b] Hat man alfo die folgenden: 


? 2 +0 =1, ad +bb"’ +ce! =0, 
ſc) a? +? ed? =1, [dj aa’ +bP’+cl’=0, 
. a’/2 + p’2 + er? — 1; . aa’ + b’b’+ ee’ —0. 


Auf geometrifhem Wege könnte man auch noch zu andern Gleichungen 
gelangen; dabei würben fich aber in Betreff einiger zweideutiger Vorzeichen 
Schwierigkeiten ergeben. Man führt fie deßhalb Lieber ala Kolgerungen 
a8 den Gleichungen [a] und [b] auf, was der Zweck des folgenden 
Lehrſatzes iſt, in welchen fih auch die legten Gleichungen [ec] und [4] 
wieber finden. 
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"Yon den Bedingungsgleichungen zwifchen den neun 
— Coefficienten a, a' ua ſ. w. 


600. ‚Lehrſ atz. Welches auch dien neun Größen a, v, at, 
b, b’, b”, c, €’, ce" fein mögen, und fie genügen ven ſechs Gleichungen: 


+? a2 1, ab - a'b' -ai"’—=0, 
fl 2? +? +1”? = 1, bb] act ae + ac" 0, 
e? 4 e'? + er? — 1, be 4 he’ + — 0; 
ſo müſſen ſie auch den folgenden Genüge leiſten: 
| + +—=1l, aa +bb’ Ice’ = 0, 
fe] (a? +b”? —c?= [d] aa” bb’ ce” = 0, 

g’’2 pr r4, 2 a'’a'-+b’b’ +c’c”—= 0; 


ferner noch den zehn folgenden, in melchen entweder die obern Vorzeichen, 
oder auch die untern zufammen zu nehmen find: 


be" —eb"—-+a, eb" —be’—+a’ , be’ —cb’—=-+ta”, 
ca’—ac"—=+b, ac" —ea” 4b, ca —ac'—=-+b", 
ab’—pa'—tc, ba'—ab"——+e, ab —ba—tc”, 
—— a’ —ch’a’ = +1. 
Zum Beweiſe dieſes Sages nehmen wir mit Poiſſon drei Unbe- 
flimmte x’, y’, 2’ an, und fegen 
a +) co =y 
[e] a'x’ + b’y' + e'z’ —'y, 
. 4 b’y’ + ed — zZ, 
wo au x’ y’ z unbeftimmte Größen find. Erhebt man biefe Gleichungen 
ind Duabrat und addirt fie, fo ergibt fih, mit Berückſichtigung der 
Relationen [a] und [b] 
x? + y? + 29 — ty? 4 22, 


Man kann auch X? + y + 2, erhalten, indem man aus den 
Gleichungen [x] die Werthe für x’, y’, z’ fucht und ihre Quadrate addirt. 
Diefe Werthe felbft laſſen fih nun auf zwei verfchiedene Arten berechnen. 

Erſtens kann man die Gleichungen [x] beziehungsweiſe mit a, a’, a’ 
multipliciren und dann addiren; fo findet man mit fleter Berückſichtigung 
der Relationen [a] und [b] x = ax + ay-- a”z. Ebenfo würde fih 
y’ und 2’ durch Addition derfelben Gleichungen ergeben, nachdem fie vorher 
beziehungsweiſe mit b, b’, b”, oder mit c, ©’, c’’ multiplicirt werben. 


Sp erhalt man 
x—=axtay-+ a’z, 


yv=bx-+b'y--b"z, 


"=Zateyte 
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und fomtt iſt 

x? -y?+7'?= TOECHUENEFURFFEUTURR EEURFTERFTOFFRE 

—+2 (aa +bb’+-cc’)xy-+2(aa”-+bb" +ec”)xz+2(a’a +b’b"e/c")yz. 
Diefer Ausdruck muß mit, dem oben gefundenen ibentifch fein; alfo 

müſſen die Coeffictenten von x?, y?, z? glei der Einheit, und die der 


Producte-xy, xz, yz gleih Null fein. Somit ift bie Nichtigkeit der 
Relationen [ce] und [d] bewiefen. 


Zweitens kann man, ‚wie Lacroir gethan, qus den Gleichungen 
[@] die Werthe x’, y’, z’ entnehmen, wie dieß gewöhnlich bei der Auf⸗ 
löfung dreier Steigungen bes erflen Grades gefchieht, und auf diefe Weiſe, 
indem man 
ab’c”—ac’b” „Head har e"+be’a’”—ch’a’ = A 
tet, erhält man 
, b’c "__ e’b’”’ ch” — be’ “ be’ — ch’ 
= 2407770707 
." [08 11 „ „m 1° [4 
‚_ da’—ac ac’ — ca ca’ — ac 
mi __ Ya! "__ oh I__ half 
z’ Ur „ma, W, 





Z, 





A, 


Diefe Wathe müſſen mit den oben erhaltenen identiſch ſein; ſomit 
hat man 
b’e"—.c'h’’ — aA, ch” —be”’ — ar, be’—ch’ = aA, 
ea’—ac" —=bA, ac’—ca’ = hl, ca—ac’ = b"”A, 
ab" — pa" — cl, ba'—ab”’ —= c/}!, ab'’—ba’ = e‘A. 


Um die Relationen [e] zu erhalten, tft alfo nur zu zeigen, daß 
4 +41. Bu diefem Zwecke abdire man die Quadrate der Gleichungen, 
aus welden vie erfte Reihe der neun obigen Gleichungen befteht, und beaqhte, 
daß aꝰ 4 42 + a’? 1, fo ergibt ſich 
42 — Ge-ech (ch -bey + (be’—ch’)? 
— (b?-+b’?-+b"’?) (c?+c’?+-c’’?) — (be+b’c’+b’’c’')?, 

Aber wegen ver gegebenen anonen 19] und [b] reducirt fih das 
lebte Glied auf die Einheit, alſo it A—= — 1, und folglich find auch bie 
Gleichungen [e] bemiefen. | 

Cs tft wohl zu beachten, daß im diefem ganzen Beweis die Größen 
a,&,a”,... nur den in den Gleichungen [a] und [b] ausgebrüctten Be- 
dingungen untergeordnet wurden, fo daß fie überdieß ohne Wnterfchieb 
pofitiv oder negativ, geößer oder Eleiner als die Einheit, imaginär oder 
reell fein können.“ Es wäre alfo eine unnöthige Befchränfung, wenn man 
fie, wie e8 einige Schriftfteller getban, als Coftnus betrachten wollte. 
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Euler'fche Sormeln, nm mittel dreier Winkel ꝙ, 0, w von 
rechtwinhligen Aren auf audere rechtwindlige überzugehen. 


601. Da die Verwandlung rechtwinkliger Axen in andere recht⸗ 
winklige am haufigſten angewendet wird, ſo haben die Mathematiker die 
für dieſe Fülle geeigneten Formeln in fehr verſchiedener Geftalt aufgeftellt. 
Die oben (Nro. 597) gegebenen find zwar fehr einfach, und haben den 
Bortheit, dab fie auf ſymmetriſche Rechnungen führen: «8 tft jedoch mit 
denſelben der Uebelſtand verbunden, daß fie immer auf Bedingungsglei⸗ 
chungen beruhen, die in der Rechnung zu berüdfichtigen find. Dieß kommt 
einzig daher, weil diefe Werthe neun conflante Größen enthalten, während 
zur Beftimmung der neuen Aren⸗Richtung deren eigentlich nur drei nöthig 
find. Deßhalb wollen wir und genau auf diefe Anzahl von gegebenen 
Größen beſchränken, und mit Euler drei i Winkel 9,0, annehmen, 
naͤmlich (Fig. 25) 

9 Winkel ROx zwiſchen der Axe der x und der Spur OR der Ebene 
xy aufxy; 

9 — Neigungswinfel der Ebene x’y’ mit der Ehene xy. 

y—= Winkel ROx’ zwifhen der Are der x’ und der Spur OR. 

Um zw den Formeln zu gelangen, welche nur dieſe gegebenen Größen 
enthalten, gibt es nun mehrere Mittel; das folgende befteht darin, daß man 
bie Werthe der neun Coſinus in Yunctionen ber drei Winfel 9, 9, V fucht. 
| Man nehme O als den Mittelpunft einer Kugel an, deren Oberfläche 
von den Linien Ox, OR, Ox’, Oy, Oz in den Bunften A,B, C,D, E ge⸗ 


troffen wird, und conſtruire die fphärtfhen Dreiecke ABC, BDC, BCE. 
Denkt man iich die Bögen und Winkel in Graden ausgebrüdt, fi 


AB=g9 BD= 90°—9, BC= vw, BE= 90°, 
CBD = 9, CBA = 180°, CBE — 90°. 


Nehmen wir nun bie befannte Formel (Nro. 93) 
cos @« = cos ß co8sy + sin 4 siny cosA, 


in weldher &, 4, y die drei Seiten eines fphärifchen Dreiecks, und A der 
Gegenwinfel von & ift. Bei der Anwendung diefer Formel auf die Dreiede 
ABC, BDC, BCE erhält man leiht cos CA, cos CD, cos CE, d. h. 

a0, 7 ,‚ namlich 


a = cos CA — cos ꝙ cos y—sin p sin cos 6, 
a = cos CD = sing cos -PCos ꝙ sin cos 6, 
a“ = cos CE = sin Y sin 9. 


Aus dieſen Wertben Iaffen fich die von b, b’, b”, c, c’, e' Leicht 
ableiten. Denn verwandelt man zuerft in 90 + w, fo fallt die Linie 
28 * 


28 
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Or’ auf@y’, und dadurch verwandeln fi die Werthe vona, a’, a” in 
bie von b, b’, b”’, nämlich 

b = — cos9 sin y — sin p cos cos 6, 

b’ = — sing siny--cosgp cos y cos 6, 

b’= coswsind. 


\ 


Scht man hierauf in den Werthen von a, a’, a’ für 6 no 90°48, 
fo verwandelt fih die Ebene OR in zZ’OR, und macht man außerdem 
» = 90°, fo verwandelt ſich die Linie Ox’ in Oz’, und man erhält fo 

‚e=sing sind, | 
ce = — 005 9 sin 9, 
(’= 09. 


Subftituirt man alle dieſe Werthe in den ‚Formeln [4] von Nro. 597, 1 
ergibt ſich 
x=Yy(cosp cos y— sing sin w cos 0) 
— y’ (cos gsinw-- sing cosy cos H)-+-z’sin ꝙ sin 6, 
[6] {y=x (sinp cosy-Hcosgp sin w cos 6) 
— y’ (sing sin — cos 9 cosy cos 6) -2 cos ꝙ sin, 
z=xsiny sind-- y’ cosw sind -- 2’ cos 6. 


Dieß find die Euler'ſchen Formeln. Ihre Allgemeinheit erleidet 
nur eine kleine Befchränfung, welche daher rührt, daß man bei ber Be- 
rechnung von b, b’, b”’ angenommen hat, der Theil der Are, auf welchem 
die pofitiven Werthe von y’ genommen werden, Jiege in Beziehung auf die 
Spur OR um 90° über der Are der x’ hinaus. Wollte man fie auf der 
entgegengefegten Seite Oyı nehmen, fo müßte man beim Uebergang von 
den Ausbrüden für a, a’, a’ zu denen für b, b’, b” für ıp nicht. 90° -- w, 
ſondern 270° + w feßen; ; oder was einfager tft, man würde in den 
Formeln [6] die Vorzeichen der Glieder mit y’ ändern. 


602. Nimmt man die Spur-OR als Linie der x’ an, fo verein- 
fachen fich die Formeln beveutend; dann wird w —= O0, wodurch fie ſich 
auf folgende reduciren: 

x=rcoop—y sing cosd-+ z’sin p sin 9, | 
[I y=x sing y'cosg cd — z’cosgp sin ®, 
z=y' sin®--z cos 6. 





m: 
‚dt 


* 
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Sormeln für den Durchſchnitt einer Fläche und einer Ebene. 


603. ft die Gleichung einer Fläche F (x, y, z) = O gegeben, 
und e3 fol der Durchſchnitt Biefer Fläche mit einer Ebene gefunden werden, 
fo fommt man wohl zuerft auf den Gedanken, diefen Durchſchnitt auf zwei 
in’feiner Ebene felbft liegenden Aren zu beziehen. Dieß erreicht man durch 
folgendes Verfahren: 

Man nehme an, die Aren der x,.y, z feien rechgwinflig. Um aud) 
den Anfangspunft zu verändern, fege man zu den Werthen [6] die Coordi⸗ 
naten f, g,-h des neuen Anfangspunktes (Nro. 593), und fubflituire dann 
diefe Werthe in der Gleihung F (x, y, z) = 0. Dann iflebie Fläche auf 
neue Aren bezogen, und wenn man in der ſich ergebenden Gleichung 
z — O fest, fo erhält man den Durchſchnitt diefer Fläche mit der Ebene 
x'y’, die man immer als die gegebene Ebene annehmen fann. 

Man kann jedoch auch vor der Subftitution in den Formeln z=O feßen, 
und es laſſen fi fogar, wenn man feinen andern Zmed hat, ald den Durch⸗ 
fehnitt der Bläche zu fennen, die Rechnungen vereinfarhen, indem man bie 
Are der x parallel mit der Spur OR (Big. 25) nimmt, ober wad basfelbe 


if, y = 0 feßt. Auf diefe Weiſe erhält man 
ı=f+-rceosg—ysinp cos, ' 
[8] y=gtxXsing—ycosp cos, 


z—=h-+y sinG. ' 
Diefe Merthe kommen nur noch der gegebenen Ebene zu; feßt man fie 


daher in die Gleihung F (x, y,z) =:0, fo erhält man die Gleichung bed 
gefuchten Durchſchnitts. 


OA. Will man die Formeln [8] direct finden, fo kann e8 mit⸗ 
teift folgender Gonftruction gefehehen. Es fei M (Fig. 26) ein beliebiger 
Punkt in der Ebene y’Ox’, und deren Spur auf der Ebene xOy ſei 0x; 
bie Coordinaten ſeien 


OP xX, PQ y, QM z, or =x, PM=y. 
Man ziehe P/Q, und die Parallelen P'G mit Oy, P’H mit Ox; nun 


flieht P’Q ſenkrecht auf Ox’, Winter HQP’ ift gleich xOx’, und Winkel 


MP'Q gleich dem HNeigungowinrel ber Ebenen y’Ox’ und yOx. Setzt man 
MPQ=9 und XOx—= 9, » erhält man aus den rechtwinkligen 
Dreiecken MQP', QP’H, OGP’.... MQ=y sin 0, QP’=y’ cos6; 
HP’=0QP'’ sin 9 HQ= Qr’ cos 9; 0G=x’ cos 9, GP’ =!x’ sing. 


Es iſt aber 
x=0G—HP, y=GP’--HQ, z = MI; 


ſetzt man daher für die Linien ihre Werthe, und fügt die Conftanten f, g, h 
hinzu, fo erhält man die Formeln [8]. 
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Yslar-ECosrdinaten. 


605. Noch ift eine weitere Axk von Transformation gebräuchlich, 
nämlich die von rechtwinkligen in Polar-Coordinaten. Angenommen, 
die Linie OM (Fig. 27) ſei m OM’ auf die Ebene xy proficirt, und es fei 
gegeben der Abſtand OM, ver von diefer Linie mit ihrer Profection auf ber 
Ebene xOy gebildete Winkel MOM’, und der Winkel M’Ox, den dieſe Pro⸗ 
jection.mit der Axe ber x einfihließt. Dan ſetze OM = og, MOM’ — 9, 
M’Ox = 9, und e8 feien wiber OP = x, PM’ =y, MM = z die 
rechtwinkligen Coorbinaten des Punktes M. Run erbält man aud ben 
Dreiecken OPM’/, OMM’. 


x=0M cos g, y=0M sing, OM’ = oe cos 6, z= oe sin; 
folglich 
x= 06080 0089, J=ec080 sing, 2 sin 0. 

Trägt man bie von den Aftronomen gebrauchten Bezeichnungen auf bie 


Geometrie über, fo iſt der Rdius-Vector des Punktes M, 8 feine 
Breite und @ feine Länge. 


Anftatt der Winkel 9 und ꝙ Eann man auch die von bem Halbmefſer 
mit den drei rechtwinkligen Axen gebildeten Winkel x, 6, y gebtauchen; 
dann iſt 

x=pcose, y=ocoaß, 2 =o cos} 
es muß aber zwiſchen e, ß, 7, bie Relation cos? «+-cos? B-Hcos% = 1 
zu Grund gelegt werben. 


Fünftes Reyitel, 


Auffipemg ver Flächen der weten Ordnuug. 


N 


Eintheilung der Sägen überhaupt, 


606. Wird eine Fläche durch eine Gleichung zwifchen den mit den 
drei Aren parallelen Coorbinaten x, y, z dargeftellt, und man will fie auf 
andere Aren beziehen, fo müfjen anftatt x, y, z ihre Werthe als Functionen 
der neuen Coordinaten in die Gleichung gefeßt werden. Da num dieſe 
Merthe die Form ax’ + by’ cz’ + f Haben, fo muß die umgeformte 
Gleichung algebraifih oder trandcendent bleiben, je nachdem die gegebene 
ſelbſt algebraifch oder transcendent if. Das Bemerfenswertbefte indeffen 
ift, daß der Grad einer algebraifchen Gleichung ſich dabet nicht verändern kann. 

Vorerft ift Har, daß er nicht größer werden kann, da für x, y, z nur 
Werthe des erſten Grades nad x’, y’, 2’ gefeßt werben; aber er Tann au 
“nicht Eleiner werden, fonft müßte ja der Grad der neuen Gleichung wieder 
größer werben, wenn man zu den erſten Axen zurücgehen wollte. Auf 
dieſe Bemerkung gründet fih die Eintbeilung ber algebraifhen 
Flächen in verfhiedene Ordnungen nad dem Grade ihrer Glei⸗ 
Hungen. In der erftien Orbnung fommt die Ebene als die einzige Flächenart 
vor; in der zweiten gibt ed, wie wir bald fehen werben, deren fünf. 


607. Jede Ordnung hat die geometrifche Eigenfchaft, daß eine 
Fläche der mten Ordnung von einer Ebene nicht in einer 
Linie von einer höhern aldder mten Ordnung gefhnitten, 
oder von einer Geraden in mehr als m Punkten getroffen 
werden kann. 

Denn wird xy. als die fehneibende Ebene angenommen, und man febt 
in der Sleichung der Fläche z= 0, fo erhält man bie Gleichung des 
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Durchſchnitts dieſer Ebene mit der Fläche; diefe Gleichung ift aber höchſtens 


vom mten Grad. 
Iſt ferner eine Gerade gegeben, fo kann man fie ald Are der x an⸗ 


nehmen, und wenn dann in der Gleihung dr Miez = 0 und y — 0— 


gefegt wird, fo ift die fich ergebende Gleichung höchftens vom mten Grabe, _ 
und fie gibt die Abflände des Urfprungs von den verfhiedenen Durch⸗ 
ſchnittspunkten der Fläche und der Geraden in Werthen von x; alfo kann 
bie Zahl der Durchſchnittspunkte nicht größer als m fein. 


608. In gewiſſen Fällen wird die Richtigkeit einer Gleichung fchon - 
dadurch erwiefen, daß man in derfelben z —= U feßt, dann enthält fle ven _ 
Factor z in allen Gliedern, und ſie läßt fich auf die Form Vz=0 bringen. 
Es wird ihr daher Genüge geleiftet, wenn -man entweder V = 0 oder 


2 —=0 feßt. Die Gleichung z = O beftimmt aber die Ebene xy, und 


die andere Gleichung V = 0 ift nur noch vom m — Item Grade: alfo 
firllt die gegebene Gleichung eigentlich feing Fläche der mten Ordnung 
mehr vor. 

Es fanın auch der Yall fein, daß eine Gleichung durch die Annahmen 
y=0,z> 0 ohne weitere Beſtimmung von x befriedigt wird; dann 
liegt die Linie der x ganz auf der Sliqhe. 


609. Bei den im Naume betrachteten Linien ift die michtigfte 
Unterfheldung der Linien in der Ebene und Linien von dope— 
pelter Krümmung;. jene können ganz in einer Ebene Tiegen, dieſe 
nit. Gewöhnlih find die Linien von doppelter Krümmung durd die 
Durchſchnitte von Flächen gegeben: fle find jedoch Eeiner auf die Ordnung 
der Flächen gegründeten Eintheilung fähig, denn zwei Flächen können auf 
unendlich verſchiedene Weife verändert werden, ohne daß fi ihr Durchſchnitt 
ändert. Man könnte zwar die Curven nad ihren Projectionen (Nro. 550) 
betrachten; es könnte aber auch dann ver Fall fein, daß die Projectionen 
bei ber Aenderung ber Coordinaten-Ebenen nicht mehr durch Gleichungen 
desſelben Grades dargeſtellt würden; folglich wäre eine auf die Ordnung 
der Projectionen gegründete Eintheilung mangelheft 


. 


Pereinfahung der allgemeinen Gleichung Des zweiten Örades: 
Wegſchaffung der drei Nechtecke. 


610. Die verſchiedenen in ber Gleichung des zweiten Grabdes ent⸗ 
haltenen Flächen könnten gefunden werden, wenn man denſelben Gang wie 
für die Linien der zweiten Ordnung einſchlagen würde; da man aber dann 


eine große Zahl von Füllen unterſcheiden müßte, fo iſt es beſſer, mit ber 


Vereinfachung der Gleichung anzufangen. 
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Man ziehe in ber Fläche eine Reihe paralleler Sehnen, nehme die z 
parallel mit denſelben, und Kaffe den Urfprung und- die Richtung der x und 
y willführlid. Die Gleichung der Fläche läßt in num unter fofgenbe 
Form bringen: 


[A] Ax? 4 A’y? wA Az? + aBxy + YB'xz + 2B’yz +4 2Cx 
u 0. 
Daraus erhält man 


—-Bx— B'y— (’ 
FETT EVER 


wo R eine Function von x und yif. Nun rat in die Angen, daß die 
Ebene, deren Gleichung | 
—Bx — B’y — C” 
— ⸗ 

iR, alle mit den z parallelen Sehnen halbirt; 6 tte man daher die Ebene 
xy gleich von Anfang parallel mit diefer Ebene genommen, fo hätte man 
für diefe Diametral-Ebene z gleih einer. conftanten Größe gefundenz 
d.h. es iſt dann B=0,B’—=0, m folglich reducirt ſich die Glei⸗ 
chung der Fläche auf 

[B] Ax2+-A’y ?_-A”’z 21 2Bxy-F2Cx-20 y-+2C” HF = —(. 

Um eine größere Vereinfachung zu bemirfen, 3 andere man die Richtung 
der Aren x und y, ohne dabei ihre Ebene, oder den Urfprung und bie 
Are der z zu verändern. In [B] können nur die mit x und y behafteten 
Glieder variiren, und. offenbar find fle nach der Umformung die nämlichen, 
ald wenn blos die Spur der Fläche auf der Ebene xy in Betracht gefommen 
wäre. Diefe Spur ergibt fih aus [B], wenn man z = 0 fett, und ihre 
Gleichung iſt 


Ax? + Ay? —- 2Bxy + 2x + ?2Cy+-F= 0. 

Aendert man nun die Richtung der x und y, fo läßt fi das Rechteck 
xy immer aus biefer leßten Gleichung wegſchaffen; man kann alfo auch bei 
der Gleichung [B] diefelbe Vereinfachung vornehmen, und ihr fomit folgende 
einfachere Form geben: 


[C] Px?+-P'y? + Prz? — 20x — 20'y — 20"”z +-F=0, 
welche noch alle Flächen der zmeiten Orbnung enthält: 


Es ift wohl zu merken, daß man diefe Form der Gleichung bei unend⸗ 
lich vielen ſchiefen Aren-Spftemen erhalten kann: denn zuerfi kann man 
. den parallelen Schnen der Fläche unendlich viele verſchiedene Richtungen 
geben, wodurch Die Axe der z verändert wird; dann kann man, wenn bie 
Ebene xy beftimmt Hi, auch das Rechteck xy wegſchaffen, indem man die 
Axen der x und y in dieſer Ebene auf unendlich verſchiedene Weiſe variiren 
läßt. Dabei ift noch zu bemerken, daß alle diefe Veränterungen ohne 
. Berfegung des urſprünglichen Anfangepuntes, ber ‚ganz Breite bleibt, 
ftattfinden. 
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Weitere VKRednetisnen 


611. Zur Erlangung neuer Vereinfachungen verfehe man nun den 

Anfangspunkt, und erfege zu dieſem Behuf x, y, z durch 
x+f, y+8 z+b; 
fo verwandelt ſich die Gleichung [C] in 
[DJ Px?-+-P’y?-+P’z? 
+2(Pf—Q)x-+2(P’g—Q)y-+2(”"h—Q”)z 

—+-Pf?+P’g?+P"’n?—20f—20’g—20’’h+F 

. 1) Wenn durch dad Verſchwinden der Rechtecke Eeines der drei Qua⸗ 
drate in [C] verſchwindet, fo find Die Eosfficienten P, P’, P” von Null vers 
ſchieden, und man kann die drei Glieder des erften Grades aus ber Gleichung 
[D] wegſchaffen, indem man ſetzt 

pPt — 0, Pg-W"=0, Ph—0’=0, 

woraus 
2 Q’ Q” 
[= pP ‚, 8 p / h= pP’ 

Dann erhält die verwandelte Glichung die Form 
[E] Px® — P'y? -- P’z2?—=H. 

2) Angenommen, es fehle eines der Quadrate in [C], und es fet 
3.28. P = 0; dann witd der vorige Werth bon f unenblih groß, das 
mit x behaftete Glied der umgeformten [D] enthält die Unbeftimmte f nit 
mehr, und es ift nicht mehr möglich, dasſelbe wegzufchaffen. Man kann 


aber bie erften Potenzen von y und z, fowie den eonftanten Theil zum 
Verſchwinden bringen, wenn man 


_ Q’ h _ 09” j _ P’g? +P’h?—20’g—20”h -F 
8 — p’ ⸗ — — 20 | 


p’’ ⸗ 
ſetzt; dann iſt die Gleichung der Fläche 
[Fl | P’y? + P’z? = 2Qır. 


Man könnte befürchten, der letzte Werth von f jet unendlih, man 
darf aber Q von Null verfchieden annehmen. Denn wäre außer P = 0 
auch Q 0, fo würde die Sleihung [C] fein x enthalten. Würbe man 
baßer für g und h die obigen Perh ſetzen, ſo hätte die umgeformte Glei⸗ 
chung bie Form P’y? + P’z? = H, welche ſchon in der Gleichung [E] 
mit einbegriffen if. 


3) Betrachten wir endlich den Fall, mo die Gleichung [C] zwei Qua⸗ 
brate zugleich verlieren würde, und nehmen an, e8 fel 


P’2? — 20x — 20y— 20"z-F=0. 
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Nun Iafien fi die Glieder -x und y nicht wegfhaffen; fegt man aber 


h= pr fo verfhwindet das mit z behaftete Glied wieder, und bie 


— * [D] verwandelt ſich, wenn F’ den conftanten Theil vorftellt, in 
P"2? — 20x—20'y + F= 0. 


Sest nah z = 0, fo gibt diefe Gleichung 20x +-2Qy=F, 
was beweist, daß die Ebene xy die Fläche in einer Geraden ſchneidet. Man 
kann dieſe Gerade als Linie ‘der y annehmen, wodurch das Glied P’’z? 
nicht geändert wird. Uber die Glieder — 2Qx — 20’y 4 F werben 
durch ein einzigeö von der Form Sx erfegt; denn die Borausfegung z — 0 
muß auh x = 0 geben. Die Gleichung der Fläche verwandelt ſich aljo 
in P’z? + Sx = 0, was ein befonberer Ball der Gleichung [F] ift. 


Aus dem Vorhergehenden folgt nun, daß alle Flächen ber zweiten 
Ordnung ohne Ausnahme gegeben find durch die beiden Gleichungen: 


[E] Px -Py°--P’zZ=H, 
[F] | P’y® + P’z? = 20x. 


Zivar find die Coorbinaten Nicht rechtwinllig: ; dieſe Bedingung iſt 
aber für den Augenblick nicht nöthig. 


Bemerkungen über die reducirten Gleichungen. Unterſcheidung 
der Slächen mit und ohne Mittelpunkt. 


612. Das unterfeheidende Merkmal der in den reducirten Glei⸗ 
dungen [E] und [F] enthaltenen Flächen, das ſchon aus der Form dieſer 
Gleihungen ſich ergibt, if}, daß die einen einen Mittelpunkt haben 
und die andern nicht. 

Denn verbindet man bie Gleichungen einer durch den Urſprung gehen⸗ 
den Geraden, nämlih x = az, y — bz, mit [E], fo erhält man für bie 
beiden Punkte M undM’ (Fig. 28), mo die Gerade die Fläche trifft, gleiche 
Coordinaten mit entgegengefegten Vorzeichen. Daraus läßt fih leicht 
ſchließen, daß alle durch den Urfprung in der Fläche gezogenen Sehnen in 
biefem Punkte halbirt werden, und dieſe Eigenſchaft ift eben bie Definition 
de Mittelpunkt. 

Was die Flächen der Gleichung [FJ betrifft, jo könnte man, wenn 
fie einen Mittelpunkt hätten, den Urfprung dorthin verlegen; würde man 
dann Dusch diefen Anfangspunft-eine beliebige Sehne zwifchen zwei Punkten 
der Fläche ziehen, fo dürften die Coordinaten diefer zwei Punkte fi nur 
durch ihre Vorzeichen von einander unterfhelden. Für biefen Fall darf 
aber, wie leicht einzufehen, die Gleichung der Fläche fein Glied des erften 
Grades enthalten; da nun beider Verſetzung des Anfangspunktes (Nro.611), 
um von der Gleichung [C] zu der-umgeformten [F] zu gelangen, das Glied 


' 
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mit x nur deßwegen beibehalten wurde, weil e8 unmöglich entfernt werben 
konnte, ſo Fann die Gleichung [F] auch nur Flächen ohne Dlittelpunft vor- 
ſtellen. Dabei ift mohl zu merken, daß Q nit Null werden kann; fonft 
wäre die Gleichung [F] ein befonderer Sal von [E]. | 


613. Indeſſen iſt zu bemerken, daß, wenn die letzteren Flaͤchen keinen 
Mittelpunkt haben, dieß daher kommt, daß die Coordinaten oder wenig⸗ 


ſtens einer derſelben, welche die Lage dieſes Punktes überhaupt beſtimmen 


unendlich groß werden. Somit müſſen dieſe Flächen genau’ genommen, 
betrachtet werden, als Haben fie einen Mittelpunkt in unendlicher Ent- 
fernung, und man kann folglih mit gehöriger Modification die Eigen- 
fhaften der erfteren auch auf diefe anmenden. So können die Parabeln 
ala Ellipfen mit unendlichen Aren betrachtet werden. 


G1A. - Die Form der Gleichung [E] mat noch andere Eigenjchaften 
. bemerkbar. Da fiex, y, z nur im Quadrat enthalt, fo flieht man leicht, 
wenn die Fläche durch Ebenen, die mit der Ebene zweier Coordinaten-Axen 
parallel laufen, gefchnitten wird, Daß die Durchfehnitte Curven find, deren 
Mittelpunkte auf der dritten Are Tiegen. Diefe Eigenſchaft wird nun zur 
Beitimmung der Durhmeffer gebraucht; alfo find die wirklichen Coor⸗ 
dinaten⸗Axen Durchmeffer der Fläche. 

Steht der Durchmeſſer fenkrecht auf den Ebenen der parallelen Durch⸗ 
fhnitte, fo beißt er Hauptdurch meſſer oder Are ber Fläche. 


- 6135. Auch ift einleuchtend, daß die Gleichung [E] für ‚jede der 
Veränderlichen zwei gleiche Werthe mit entgegengefegten Vorzeichen gibt. 
Jede Coordingten-Ebene halbirt daher eine Reihe paralleler Sehnen, und 
man heißt fie veßhalb Diametral- Ebene. 

Steht eine Diametral- Ebene fenfrecht aufden von ihrhalbirten Sehnen, 


fo. heißt fie Saupt- Diametralebene ober blos Sauptebene, und 


bie Sehnen ſelbſt önnen dann Hauptfehnen genannt werben. * 


616. Sind bei einer Fläche der zweiten Ordnung drei Durch— 


meſſer fo befehaffen, daß jeder die Mittelpunfte der mit der Ebene der beiden _ 


andern parallelen Durchſchnitte enthält, fo heißen fie conjugirte Durch— 


* Sind überhaupt in einer algebraifchen Gleichung alle Glieder paarig, d. h. 


ift der Grad aller Glieder entweder durchgängig eine gerade, oder durch⸗ 
gängig eine ungerade Zahl, fo liegt der Nrfprung im Mittelpunft der Fläche; 
dieß iſt 3. B. bei der Gleichung xyz? — 2xzz + yz+1=0 ber Ball 
Sind die Glieder nur in Beziehung auf zwei Coorbinaten x uud y paarig, 
fo ift die Are der dritten ein Durchmefler; 3. B. x’ydz-x?2?—y-z =|0. 

Iſt endlich der Grad aller Glieder in Beziehung auf eine-einzige Coordi⸗ 
nate z eine gerade Zahl, fo ift die Ebene xy eine Diametrals@bene, 3. B. 
xsyzt — x2t! — 22 _-1=0. \ 
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meff er; ebenjo find Hrei Diametral-Ebenen- conjugirte, wenn bie 
Sehnen, welche jede halbirt, mit dem Durchſchnitt ber beiden andern 
parallel laufen. 

Aus diefen Erklärungen folgt, daß in der Gleichung [E] die Coordi⸗ 
naten= ren eonjugirte Durchmeffer, und die Coordinaten-Ebenen conjugirte 
Diametral»Ebenen find. Ueberhaupt mögen die confugirten Durchmeffer 
ober die conjugirten Diametralebenen, auf welche die Fläche bezogen wird, 
fein, melde fte wollen, fo muß ihre Gleichung die Form [E] beibehalten; 
denn hätte fle eine andere, fo würden die Bedingungen, wodurch dieſe 
Ebenen und Durchmeffer beflimmt werden, nicht erfüllt. 


617. In der Gleichung [F] ift nur die Axe der z ein Durchmeffer, 
und nur die Ebenen xy und xz find Diametral-Ebenen. Diefe beiden 
Ehenen find auh conjugirte, ba bie Sehnen, welde jede halbirt, mit 
der andern Ebene parallel laufen. 


Slädhen mit Mittelpunkt. 


618. Diefe Flächen enthält die Gleichung 
[EE  P@2-+-Py -P’z2?—H. 

Mir laſſen vorerft die Bälle bei Seite, wo dieſe Gleichung irgend einen 
Coefficienten gleih Null enthält, und kommen fpater (Nro. 625) darauf 
zurück. Durch die Veränderung aller Vorzeichen kann nöthigenfalls die 
Gleichung fo eingerichtet werden, daß ihre erfte Seite zwei pofttive Coeffi⸗ 
cienten enthält. Angenommen, fle feien P und P’; dann bietet die Glei⸗ 
hung [E] drei Falle dar, namlich 


[Pl . . P® + Py%+-P’r7?=—+H, 
[P’]. Pxꝰ + Py?— P'z?—=-4-H, 
[P”] px? + P'y? — P’z? — —H. 


Bon dent Falle Px? 4- P'y? + P’z?—= — H fann nicht d die Rede 
ſein, weil es keinen Punkt gibt, durch deſſen Coordinaten die erſte Seite 
gleich der negativen Größe — H gemacht werden könnte. 


619. Discutiren wir zuerſt die Gleichung 
[P] Px? + Py? + P’z?=H. 

Das einfachfle Verfahren, um die Form einer Fläche zu finden, befteht 
darin, daß man ihre Durchfihnitte mit den Coordinaten⸗-Ebenen und ihren 
Parallelen ſucht; man fege Daher in [P] nad einander » 


z=(0, y=0, ı=|, . 
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ſo ergibt ſich 
Pe H, PR -LPrS—H, Py LPr2—H; 
alfo ſchneiden die Coordinaten⸗Ebenen bie Flächen in Ellipſen AB, AC, BC 


(Fig. 29), von welchen, um bie Verwirrung zu vermeiden, je nur sin 
Viertel gezeichnet iſt. 


um mit der Ebene xy parallele Durchſchnitte zu erhalten, ſetze man 

2* =y, ſo iſt 
Pı? +- Py?— H — Pf, 

welches wieber die Gleichung einer Ellipſe if. Zwar iſt dieſe Ellipfe die 
Projection des Durchſchnitts auf der Ebene xy; aber hier ift dieſe Projec⸗ 
tion dem Durchſchnitt felbft gleih. Seht man daher Oo — y, und legt 
die Ebene aob parallel mit xOy, fo iſt der dadurch in ber Fläche entſtehende 
Durchſchnitt ab eine Eflipfe, welche der durch die obige Gleichung gegebenen 
glei if. Die Länge ihrer. mit x und y parallefen halben Durchmeffer ift 


—P’,? H— pP’? 
a Ir, be H P 








Diefe Ausprüce ändern ſich mit dem Werthe von y: fie nehmen ab - 


von y=0 bi y= pr’ auf dieſer Grenze find fie Null, und 


darüber hinaus werben fie imaginär. Daraus folgt, wenn OC ag: 
geſetzt wird, fo hat die Fläche nur den Punkt B mit der Ebene RCS, die 
mit sOy parallel ift, gemeinſchaftlich, und erſtreckt ſich nicht Darüber hinaus. 


PBerwandelt man y in — y, ſo erhält man Durchſchnitte, die auf der 
Seite der negativen z liegen; fie ſind offenbar gleich denen, die in denſelben 


Abftänden auf der andern Seite des Urfprungs liegen. Macht man. 


OC’ = OC, und legt die Ebene R’C’S’ parallel mit xOy, fo gebt bie 
Fläche nicht über diefe Ebene hinaus, und hat mit ihr nur den Punkt C 
gemeinfchaftlich. 

Aehnliche Refultate würde man durch parallele Durchſchnitte mit 
den Ebenen. xz und yz erhalten. Das Vorhergehende gibt jedoch einen 
. ziemlich Elaren Begriff von ver Fläche und beweist hinlänglih, daß fie 
nach allen Richtungen begrenzt und gefhloflen if. Sie hat den Namen 
Ellipſoide. 


Die Gleichung [P] erhält eine bemerkenswerthe Form, wenn man in 
biefelbe die Längen der conjugirten Durchmeffer, auf welchen die Coordi⸗ 
naten X, y, z, genommen werden, einführt. Man dividire zuerft dieſe 
Gleichung mit H, und ſetze dann 


H. H _ ‚u 
=; ep pr’ 
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fo erhält man 
[pl . S+! Y + n2 —=iA, 
ober auch 
b?’c?x? + a?c?y 2 + a?b?z? — — a°b?e?, 
Nun find offenbar a, b, c die betreffenden halben Durchmeſſer: denn 
ſetzt man z. B. y-0 und 20, ſo iſt x — +a 


Sind bie Coordinaten rechtwinklis und b = a, ſo verwandelt ſich die 
Gleichung [p] in 


\ P+y+sr=R 


dann find alle auf der Linie der z ſenkrechten Durchſchnitte Kreife, deren 
Mittelpimkte auf diefer Linie liegen. Da überdieß die Ebene 12 die Fläche 
in einer Ellipſe ſchneidet, von welcher dieſe Linie eine Are ift, fo fehließen 
wir daraus, daß die Fläche durch die Umdrehung einer Ellipſe um eine ihrer 
Aren erzeugt wird, d.h. ein Drehungs-Ellipſoid iſt. 

Nimmt man ferner nod c — a an, fo heißt die Gleichung 

12432 422 a2, 

d. i. die einer Kugel, deren Mittelpunkt im Urſprung liegt. Um den Mittel⸗ 
punft in eine beliebige Lage zu verjeßen, wende man bie Gleichung an 

La -P+I-PHE— Mr. 

Nun haben offenbar alle Punkte ver Flaͤche von einem und bemfelben 
feften Bunfte, deſſen Coordinaten a, 6, y find, den Abſtand a: folglich iſt 


die Fläche eine Kugelfläche, welche dieſen Punkt zum Mittelpunkt und a 
zum Halbmeſſer hat. | 


620. Gehen wir nun zur Gleichung [P’] über: 
[P’] Pe + Py%-——-P’2—=H. 


Die Bleihungen der Duräfäpnitte der Bläche mit ben Coordinaten⸗ 
Ebenen ſind hier 
Pxꝰ 4PIy H, PX —P’2=H, Py% — P’?=H. 


Die erfte beſtimmt eine Ellipſe ABA’B’ (Fig. 30), und bie zwei an« 
den Hyperbeln. Setzt man z= +7, fo tft 
. Pr? -Py”?=H-+-P"%; 
alfo find die mit der Ebene xy parallelen Durchſchnitte, welchen Abftand 
fie auch vom Anfangspunfte haben mögen, Ellipfen. Sie haben zwei mit 
x und y parallele sonjugirte halbe Durchmeſſer, nämlich 


N 


AR IL, Wnalyiiiche. Geomeirte im Raster, 


UI ı DV. 3 p',? 
a are, ob = ga 3 


welche, wie man ſiſeht, bis ins uUnendliche wachſen Können. d. h. die Fläche 
öffnet fi immer mehr, je weiter fle fih von der Ebene xy entfernt. 


Da die Gleichung [P’] in Beziehung aufx, y. und z nicht ähnlich iſt, 
fo geben die mit xz und yz parallelen Ebenen andere Reſultate. Man jeße 
y=+Bß,1 iſt 
Pr? —- P'?— H — p'g8; 
alfo wird die Flaͤche durch alle mit der Ebene xz parallefen Ebenen in. Hy⸗ 
perbein gefchnitten. Diefe Curven drehen aber ihre Aefte nicht immer nach 


derfelben Seite: fo lange A Heiner iſt als OB oder V (Fig. 31), iſt 


der erſte oder Haupt⸗Durchmeſſer (diamètre transverse) der Durchſchnitte 
mit den x parallel, und iſt 6 größer, fo iſt dieſer Durchmeſſer mit den z 
parallel. - Unter biefen beiden Arten von Hyperbeln find zwei fi) ſchnei⸗ 
bende Gerade; denn 8 = OB gibt 


Px? — P"z?= 0, woraus v/P= + zyP". 
Die Profeetionen diefer Geraden auf der Ebene xz find offenbar bie 
gemeinfchaftlichen Afymptoten an den Projectionen der beiden Arten von 


HGyperbeln (Fig.32). Die mit der Ebene yz parallelen Durchſchnitte geben 
zu ähnlichen Bemerkungen Anlaß. 





Man wird ſich nun einen ziemlich klaren Begriff von der gegebenen 
Fläche machen können und einſehen, daß ſie von der Ellipſoide ganz 
verſchieden iſt. Sie heißt Hyperboloid mit einem Mantel 
(à une nappe). 


Um die Durchmeffer bieſer Fläche herauszufinden, dividire man die 
Gleichung [P’] durch H, und ſetze, wie in Nro. 619 


az pP’ = \y V 


ſo erhält man 
x y? 22 
Die Fläche trifft den Durchmeſſer der x und y in den Abfländen a und 

b, ſie trifft aber ven Durämeile der z nicht; denn fegt man x 0 und 
y=-0,fpfitz=-+te V — 1. Deßhalb fagt man, fie habe zwei 
reelle und einen imaginären Durchmeſſer. 


Sind die Coordinaten rechtwinklig, und man Ari b=e F an, fo 
verwandelt ſich die Gleichung [p’] in x? + y? — * —X = a®?: dann laßt 


. Aufzählung der Flächen der zweiten Ordnung. 449 
ſich die Fläche durch eine Hyperbel erzeugen, die ſich um ihre zweite Axe 


dreht, und fie ift ein Drehungs⸗— Hyperboloid mit einem 
Mantel. 


. 621. Der legte Fall von Flächen mit einem Mittelpunkt ift 


[P”] Pr? 4 Py- . P'2? — — H. 
, für bie Durchſchnitte der Coordinaten⸗Ebenen findet man bie Gleichungen 
Px? +-Py?—= —H, Pr - P’z?—= —H, Pyrp —H: 


die erfte iſt unmöglich, woraus hervorgeht, daß die Ebene xy bie Fläche 
nicht teifft; die beiden andern flellen Hyperbeln vor Gis. 33). 
Die Gleihung [P’’] gibt 
Px? + P'y? = P’z? —H; 


daraus folgt, daß von z — 0 bis 2* *V⸗ die ſuãche von keiner 


mit der Ebene xy parallelen Ebene geſchnitten wird, und daher, wenn man 
0C=-00 = 5 ſetzt und die Ebenen RCS, R’C'S’ parallel mitxy 


legt, zwifchen dieſen Ebenen fein Punkt der Fläche liegt. It z—=+0C, 
fo ift der Durchfehnitt blos noch ein einziger Punkt C oder C’; läßt man 
. aber z bis + oo wachfen, fo erhält man reelle Ellipſen, wie aba’b’, 
deren Durihmeffer bis ind Unendliche zunehmen. | 


Die mit der Ebene xz oder yz parallelen Durchſchnitte And immer 
ähnliche und ähnlich liegende Hyperbeln. 


Die Form der Fläche iſt Teicht zu erkennen: ſie unterſcheidet ſich von 
dem Ellipſoid weſentlich darin, daß fie ſich iS ins Unendliche ausdehnt, 
und von dem Hyperboloid mit einem Mantel, daß ſie aus wei getrennten 
Mänteln beſteht; fie heißt Hyperboloid mit zwei Mänteln. 


, Bei der Darftelung der Durchmeffer verwandelt ſich die Gleichung 
[P’] in | 


x? 2 22 
[p”] | ae + * ce? 
Die Durchmeſſer 2a und 2b find imaginär, und nur der dritte 20 
At reell. 


Die VBorausfegung a — b führt auf die Gleichung 
2 
. NP ren, 
welhe ein Umdrehungs⸗ Syperboloid mit zwei Mänteln 


vorſtellt. 
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Slähen ohne Mittelpunkt. 


622. Diefe Flächen find in ver Gleichung (Nro. 611) enthalten 
[F} .» Py? + P"’z? = 20. 


Man kann bier, wenn man will, alle Vorzelchen ſowie die Richtung 
der pofitiven x ändern, und fo die Coefficienten von y? und x, wenn ſie es 
nicht. ſchon find, poſitiv machen. Daraus folgt, daß die Gleichung [F] 
nur zwei allgemeine Fälle darbietet, nämlich: 


[0] P’y? + P’2? = 20x, [0] P'y? — P"z2? = 20x. 


623. Betrachten wir zuerft die aus der Gleichung [Q] fich ergebende 

Fläche. Für die Durchſchnitte der Coordinaten⸗Ebenen hat man bie Gleihungen 
:. P? +-P’z?=0, Py?= 201, P’e®—= 20x; 

wovon bie erfte den Urfprung, und, die beiven andern Barabeln, wie ROR, 

SOS’ (Fig. 34) beftinmen. 

Nimmt man x negativ, jo ift die Gleichung [Q] unmöglich; aber die 
poſitiven Werthe von x geben Ellipfen, mie beb’c’, die um fo größer find, 

je größer x if. 

Die mit jeder der beiden andern Goorbinaten- Ebenen parallelen Durch⸗ 
fepnitte find Parabeln, die ROR’ und SOS’ beziehungsweiſe gleich find. 
Sept man z. B. z= 7, fo ift Py?—= 20x — P”,?; und diefe Glei⸗ 
Hung gibt eine Parabel, die fich von —* nur durch ihre Lage unterſcheidet. 

Die eben unterſuchte Fläche heißt elliptiſches Paraboloid. 

Die in den Ebenen xy und xz liegenden Parabeln haben bie Are der 
x als gemeinſchaftlichen Durchmeſſer, und in Beziehung auf dieſen Durch- 


2 
meſſer find ihre Parameter = , = Um diefe in die Gleichung [Q] ein- 


zuführen, feßt man = —q, * — 4, ſo iſt 


qy? + q2? = ?2qgx. 


Sind bie Coordinaten rechtwinklig ud P P ver q q, fo 
wird die Fläche durch die Umdrehung einer Parabel um ihre Are erzeugt, 
und es entfieht ein Drehungs-Paraboloid. 


624. Es iſt jetzt nur noch die Gleichung [Q] zu diseutiren. Sie 
gibt für die Durchfchnitte der Goordinaten- Ebenen 


Py?—P'2?=0, Py= 20, P’#= — 208. 


Die erfte diefer Gleichungen beftimmt in der Ebene yz zwei Gerade 
OD und OD’ (Fig. 35) ; die zweite gibt in der Ebene xy eine den pofltiven 


— 
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x zugefehrte Parabel ROR’, und die dritte in bet Ebene xx eine den nega⸗ 
tiven x zugefehrte Parabel 808. 


Um mit der Ebene-yz parallele Schnitte zu erhalten, ſete man 

1 «, fo iſt 
P'y? — Pz? — + 206; 

d. 5. es entſtehen Hyperbeln, deren Aeſte je na bem Vorzeichen von « 
eine verſchiedene Richtung haben. Zu bemerken iſt, daß die Mittelpunkte 
aller dieſer Hyperbeln auf der Are der x liegen, und ihre Aſymptoten mit 
ben Geraden OD, OD’ parallel find: Folglich Liegen dieſe Afymptoten in den 
beiden durch dieſe Geraden und die Are der x gelegten Ebenen. | 


Man ſetze noch z=y, fo if für die mit der Ebene xy parallelen 


P'y? = 20x + P'2. 


Diefe Gleichung gibt eine Reihe von Parabeln, welche nichts anderes 
find, als die Parabel ROR’ in den verſchiedenen Lagen, die ſie bei ihrer 
Fortbewegung einnehmen würde, wenn ihre Ebene immet parallel mit ber 
Ebene xy, ihr Durchmeſſer Ox parallel mit der Are der X, und der Panft 
O immer auf der Parabel SOS’ Hliche. 


Bei diefer Bewegung muß die Parabel ROR’ offenbar die Fläche 
erzeugen. Die mit der Ebene xz parallelen Durchſchnitte deuten darauf hin 
daß die Fläche auch beichrieben werden Farm, indem man bie zmeite Parabel 
längs der erften hingleiten läßt. Diefe Ergeugungsart zeigt die Form ber 


Durchſchnitte 


Fläche deutlich an; letztere würde nämlich derjenigen ähnlich ſein, die ein 


Cylinder mit paraboliſcher Grundfläche, deſſen Kanten paraboliſch umge⸗ 


vbogen find (Big. 36), annehmen würde. 


Dieſe Fläche, welche ſich von der vorigen wegen der hyperboliſchen 
Durchſchnitte, die ſie erhalten kann, weſentlich untorſcheidet, heißt hy per⸗ 
boliſches Paraboloid. 

Werden die Parameter des Durchmeſſers Ox, in Beziehung auf 


bie beiden Barabeln ROR’, 808 dargeſtellt, fo erhält man für die 


Gleihung [0’] 


Cu yꝰ — go? = 2agqr. 


- Befondere Sülle. 


6253. Es find jeßt noch die beſondern Fälle zu betrachten, wenn 
in den Gleihungen [E] und [F] | 
[E) Pe +Py? PH, ' [F Py?-+P’2 = 208, 
eines ober das andere Glied Null ift. | 29* 
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1) SH = 0, fo rebueirt fi die Gleichung [EI] auf 
Px? + P'y2 + P’z?— 6, 
und da P und P’ immer als pofltiv betwachtet werben koͤnnen, ſo ſind nur 
zwei Fälle zu unterſcheiden, nämlich 
[1) PX 4Py2 +P’?=9p, [2] Pr?+P „—P'’?—= o. 


Die Gleichung [1] kann nur befriedigt werden, indem man zugleich 
x=(0, y=0, z=0 
ſetzt; fie ſtellt naher einen einzigen Punkt dar. Es if ein Ellipſoid, 
defien Dimenfionen Null find. . 


| Die Gleichung [2] ſtellt einen Kegel dar; denn die Gleichung einer 
beliebigen durch die Are der z gehenden Ebene ift y = ax, und feßt man 
biefen Werth fir y in [2], fo findet man 


p’’ 
/ 2pu- — — —, 
E -PM) o, woraus = #2 PP? 


welches Refultat beweist, daß der Durchfehnitt der Ebene mit ber Fläche 
der Gleichung [2] ſich im zwei durch den Urfprung gehenden Geraden auf 
die Ebene zz projicht. Somit fihneiden alle durch die Axe der x gelegten 
Ebenen die Fläche in Geraden, die durch den Urfprung gehen; folglich ift 
die Fläche ein Kegel, deſſen Scheitel im Urſprung liegt. 


2) Iſt bei der Vorausſebuns P’=0, ſo erhält man für bie 
Gleichung [E]. 
Pr? + Pry 2 — 


Betrachtet man P als poſiti, und m P’ nad einander pofitiv und 
dann negativ, fo iſt 


[3] Px?-+-Py?=H, 1 px? — P'y?—=H. 


Die Sleihung [3] gibt, wenn H pofitiv iſt, einen Cylinder 
mit elliptiſcher Grundfläche (Nro. 548); derſelbe reducirt ſich auf 
“eine Gerade, wenn H = 0 iſt; denn dann läßt ſich die Gleichung nur 

befriedigen, wenn zugleich x = 0 und y= 0 gefebt wird; und er wirb 
imaginär, wenn H negativ iſt. 

Die Gleichung [4] gibt bei jenem Vorzeichen von H einen Eylin- 

der mit hyperboliſcher Grundfläde SR H= 0, fo erhält 
man zweit fich fchneidende Ebenen. - 


3) Nimmt man pP’ —0 ‚P=0an, ſo reducirt ſich die Glei⸗ 
chung [E] auf 
Px? —H, 
und flelt dann zwei parallele Ebenen, ober eine einzige 


Ebene, oder zwei imaginäre Ebenen vor, je nachdem H po- 
fitiv, Null ober negativ ifl. 
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4) Uebergeht man die. fhon in den vorigen vorkommenden Bü, fo 

gibt die Gleichung [F] nur noch folgenden: 

P’y? = 20x, 
und bie Flaͤche ift dann ein Colinder mit paraboliſcher Grund- 
fläche. 

626. Zum Schluffe dieſes Kapitels wiederholen wir nun, daß bie 
Flächen ver zweiten Ordnung in fünf Arten eingetheilt werben, nämlich: 
das Ellipſoid, dad einmantelige Hyperboloid, Das zwei= -- 
mantelige Hyperboloid, das elliptifhe Paraboloid und 
dad hyperboliſche Paraboloid. 


gur Vervollſtaͤndigung dieſer Eintheilung ſind jedoch zu dieſen Flächen 

als befondere Bälle die Kegel und Cylinder hinzuzufügen; überbieß ift 

zu bemerken, daß eine Gleichung des zweiten Grades auch zwei fi 

ſchneidende Ebenen, zweit parallele Ebenen, eine einzige 

Ebene, eine Gerade, einen Punkt, und felbft unmögliche 
Fälle ergeben kann. 


Sechstes Rapitel. 


Mittelpunkt. DiametralEbenen und Durchmeſſer. Hanpt- 
Ebenen nnd Ganpt-Aren. 


⸗ 


Aufſuchung des Mittelpuuktes im allgemeinften Fall. 


627. Enthält eine Fläche der zweiten Ordnung einen Mittelpunkt 
und man verfeßt den Urfprung in denfelben, fo -müfjen die Glieder des erflen 
Grades verihminden (Nro. 612); um daher zu erfennen, ob die Fläche 
einen Mittelpunft habe, darf man nur die Aren parallel mit ſich felbft in 
einen beliebigen Anfangspunft verfegen, und dann, wenn e8 möglich ift, die 
Coordinaten diefes Urſprungs nah der Bedingung des Verſchwindens 
der Glieder von erften Grabe beflimmen. Nehmen wir die allgemeine . 
Gleichung 


[A] Ar-+-Ay-+ Az? + 2Bxy + 2B’xz + 2B’yz 4 2Cx 

+ 2C0y + ?2C’z+HF=0, 
und verwandeln x, y, znx+f, y+ B, z+h. Setzt man zur 
Abfürzung 


D =Af+Bg-+B’h--C, 

D’. =A’g-+-Bf-+-B”h--C’, 

D”’—A'h +B'f {-B’’g +C”, 

G=Af+A’g’+A”’n?+2Bfg+2B’fh+2B” gh+2Cf-+2C’g+2C”’h+F, 

fo erhält man eine'neue Gleihung von der Form 

Ax?+A’y?+A”’z?+2Bxy+2B’xz-+2B’yz+2Dx+2D’y+2D’z+G=0. 
Nun bemerfe man 1) daß die Glieder des zweiten Grads dieſelben 

Eoefficienten haben mie in der gegebenen Gleihung; 2) daß man die des 
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erften Grabes erhält, wenn man anflatt x, y, z in den nach x, y, z  0bge- 
Jeiteten Polgnomen der erften Seite ber gegebenen ©leihung f, g, h feht; 
3) daß der conftante Theil G nicht8 anderes ift, ald die erſte Seite mit den⸗ 
ſelben Subſtitutionen. 


Um nun die Glieder des erſten Grades wegzuſchaffen, ſetze man 
[1] D=-0 D’=0, ’=0; 
dann ift der Urfprung in den Mittelpunkt verſetzt, und die Gleichung der 
Fläche heißt 
[G] Ax?-+-A’y?+A’z?-H2Bxy--2B’xz+2B”’yz-G = 0. 


Zugleich vereinfacht fih der Ausdrud für @ bedeutend; denn wenn 
man die Gleichungen [1] begiehungsweife mit f, g, h multiplicket und fie 
von G abzieht, fo ergibt fich 


G=G-+0g+Ch-F 


Auch ift zu merken, daß bei den aus den Gleichungen [1] abgeleiteten 
allgemeinen Werthen für f, g, h ber gemeinſchaftliche Nenner, den wir K 
nennen wollen, folgender if: 


K- — AB’? + A’B’? + A’B? — AAMM — 2BBB. 


628. Aus den Gleichungen [1] wird f, g, h gefunben. Betrachtet 
‚man biefe Coordinaten als Veränberliche, fo ſtellen bie Gleichungen [1] drei 
Ebenen vor, und der Durchſchnitt diefer Ebenen beftimmt den Mittelpunft. 
Dann ergeben fich folgende Unterſcheidungen: 


1). Haben die Ebenen einen gemeinſchaftlichen Punkt und zwar nur 
einen, jo bat die Fläche einen einzigen Mittelpunkt; dieß iſt der allge⸗ 
meinfte Sal. 


2) Schneiden ſich die drei Ebenen in der nämlichen Geraden, fo find 
alle Punkte diefer Geraden Mittelpunkte. 


3) Ballen die drei Ebenen in eine einzige zufammen, fo Fönnen alle 
Punkte diefer Ebenen als Mittelpunfte genommen werben. 


4) IR endlich Fein Punkt ven drei Ebenen zugleich gemeinfchaftlich, 
was ber Fall ift, wenn ſie parallel find, oder wenn eine derſelben mit dem 
Durchſchnitt der beiden andern parallel ift: fo Hat die Fläche feinen Mittel- 
punkt, oder vielmehr liegt der Mittelpunkt in unendlicher Entfernung ; denn 
die allgemeinen, aus den Gleihungen [1] abgeleiteten Werthe für f, g, h 
werben dann, oder wenigftens einer berfelben, unendlich groß. 


629, Es iſt nun klar, daß ſich im erften Kal entweder eine der 
drei Flächen mit einem Mittelpunft, oder ein Kegel, ober ein einziger Punkt, 
oder etwas Unmögliches ergibt; im zweiten erhält man einen efiptifchen 


456 IT. Analytiſche Geometrie im Raume. 


oder hyperboliſchen Cylinder, oder zwei ſich ſchneidende Ebenen, oder eine 
Gerade, oder etwas Unmögliches; tm dritten erhält man zwei parallele 
Ebenen, oder eine einzige Ebene, oder zmei innaginäre Ebenen ; im vierten 
ergibt ſich eines der beiden Baraboloide, oder auch ein paraboliſcher Eylinver. 


Yon den Biemetral-Ebenen überhaupt. 


630. Eine Diametral» Ebene Halbirt eine Neihe von parallelen 
Sehnen (Nro. 615). Um die Rechnung auf biefe Definition anzu= 
wenden, feien on 
[1] » ı=-&4-+e y=drte. 

Die Gleichungen einer bejiebigen Sehne, wo 5 und 8’ conftante aber 
e und og’ veränderlihe Größen von einer Sehne zur andern find. Subſti⸗ 
tuirt man biefe Werthe in ber allgemeinen Gleichung [A], und fegt zur 
Abkürzung 

R = Ad? + A’5'? + A” -4 2B86’ -- 2B’5 + 2B’’0’, 

S = Adg+A'd eo’ +Bög'+Bö’e+-B’e+B"g'+C5+0'8°4-C”, 

T= Ag! + Ale? + 2Boo’ + 2Ce + 2C’e'. + F: 
fo erhätt man bie Gleichung 
1 Rt 22 LT=0, 
deren Wurzeln die Werthe von z in den Punkten en mo die Sehne die 
Oberflaͤche trifft. Ihre halbe Summe ijt -< 
naten des Halbirungspunktes der Sehne iſt; bezeichnet man daher dieſe 
Coordinate mit z, fo ift 
[8] RR+S=0. 

Rennt man bie beiden andern Coordinaten des Halbirungspunites ber 
Sehne x und y, fo müflen auch zwiſchen x, y, z bie Gleichungen [1] ſtatt⸗ 
finden; folglich gibt die Elimination von og und eo’ aus [1] und [3] den 
Ort der Halbirungspunfte aller parallelen Sehnen. Sept man für R und 
S wieder ihre Werthe und führt die Rechnungen aus, fo. ift 
[4] (Aö + Bö’ + B)x + (Ad + Bö +B’)y 

+ (A”"+Bs-+B’d)z + Cs - Cl" +" —=0. 
Dieß ift die allgemeine Gleichung der Diametral-Ebenen. Man kann 
fie fo ſchreiben: 
(Ax+By+Bz+C0)5+(Ay+ Bxı+ B”z +0), 
4 A'’z + Bx + By + C'— — 0; 
und in dieſer Form ſieht man, mie ſie aus den nach x, y, z abgeleiteten 
Polynomen der erften Seite der gegebenen Gleichung [A] gebilvet wird. 


welches eine der Coordi⸗ 


” — — 


— 
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@31. Es ift jedoch zu bemerken, daß die mit R bezeichnete Größe 
(Nr. 630) in gewiſſen Fällen Null werden Tann, wodurch die Gleichung 
[2] auf den erften Grad reducirt wird. Die Sehnen treffen dann die Fläche 
nur noch in einem einzigen Punkt, oder eigentlich liegt einer der beiden 


Durchſchnittspunkte in unendlicher Entfernung. Auch ift dann die Dias 


metral-Ebene mit den Sehnen parallel; denn für dieſen Ball gilt die Bes 
bingung (Nro. 571) 

(Aö-+-B3’-+-B’)6 + (A’8’-+Bö-+B”)--A”+-B’5--B”6' = 0, 
oder reducirt 
[5]  As® + &82 + A” + 2B66’ + 2B’8 + 2B’ö’ — 0, 
und es fallt in bie Augen, daß dieſe Bedingung erfüllt ift, da fie nichts 
anderes audbrüct, als die Borausſebung R=0 


632. Hat die Fläche einen Mittelpunft, fo Läßt ſich ihre Gleichung 
auf Px? + Py? + P’2?=H (Rn. 611) reduciren; ; dann ii bie ber 
Diametral-Ebene 
[6] Px + Poy+P’z=0. 


Diefe Gleichung ftellt eine durch den hier in den Mittelpunkt verfegten 
Urfprung gehende Ebene vor, und außerdem läßt ſich 8 und 6’ immer fo 
beſtimmen, daß fle mit der Gleichung einer gegebenen, dur) den Urſprung 
gelegten Ebene ibdentifh ift: alfo gehen bei den Flächen mit 
einem Mittelpunkt alle Diametrals Ebenen durch den 
Mittelpunkt, und umgefehrt find alle durch den Mittel- 
punft gelegten Ebenen Diametral-Ebenen. 


633. Hat die Fläche Keinen Mittelpunkt, fo läßt fie fi) darftellen 
durch P’y? 4 P’z? = 20x (Nro. 611). Somit hat man für die 
Diametral-Ebene 
[7] P’öy + P’z = 08. 

Die Gleichung einer mit der Are der x Harn en-Ehene ift ay42= 
und offenbar wird die Gleichung [7] mit diefer identiſch, wenn man 
P _ P’« 

I, db=-r 

Q pP | 

feßt; alfo find bei ben Flächen ohne Mittelpunkt die Dia— 
metral-Ebenen mit der Are der x parallel, und umge— 
fehrt ift jede mit dieſer Axe parallele Ebene eine Dia- 
metral-&bene. 

Uebrigens laßt fich diefer Schluß als eine Folge der vorigen Nummer 
betrachten; dann muß man aber einer ſchon ro. 613) gemachten Bemer- 


6 = — 


„fung gemäß die Baraboloiden ald Flächen mit einem Mittelpunkt in unend⸗ 


licher Entfernung nehmen; und dieß ift zur Vermeidung allzu fpecieller 
Erörterungen bei allen analogen Fällen anwendbar. 


[4 
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Pon den Durchmeſſern. 


G3A. Die Unterfuhung der Durchmeſſer ift leicht; um jedoch weit- 
ſchweifige Rechnungen zu vermeiden, nehme man anflatt der allgemeinen 
Gleichung [A] folgende: | 
[H] Pxꝰ —+-Py”?--P’?=H-- 20x, 
welche einfacher ift und doch alle Flächen der zweiten Ordnung enthält; 
benn die Gleichungen [E] und [F] in Nro. 611 find davon nur befondere 
Falle. 

Der Durchmeſſer muß nad feiner Definition (Neo. 614) dur die 
Mittelpunfte der Durchfihnitte gehen, welche eine Reihe paralleler Ebenen 
in die Fläche machen. Es fei nun 
il  z=a+tey-y 
die Gleichung einer Diefer Ebenen, wo « und a’ conftant, und y veränder- 
ih ift. Dur die Elimination von.z aus [1] und. [H] findet man die 
Projection des Durchſchnitts auf der Chene xy, und erhält 
[2] (P + P"x?) x? + (P’ + P’«'?) y? + 2P"ao'xy 

„+2 @’ar—Q) x + 2P"ayy+ PP—H = 0. 


Die einzigen Curven, melche mittelft des Durchſchnitts einer Fläche 
ber zweiten Ordnung eine Ebene geben, find die Ellipfe, die Hyperbel und 


die Parabel (Nro. 607); und offenbar fann, wenn die Projection eine 


Ellipſe oder Hyperbel iſt, der Durchfehnitt ſelbſt nur eine Ellipfe oder Hy— 
perbel fein. Berner fieht man leicht, daß der Mittelpunkt der Profection 
die Profection des Mittelpunfts vom Durchſchnitt if. Wir wollen deßhalb 
‚annehmen, die Gleichung [2] ftelle eine Ellipſe oder eine Hyperbel vor, 
und die Koordinaten ded Mittelpunftes diefer Projection beftimmen. Um 


biefelben zu erhalten, feßt man (Nro. 270) die nach x und y abgeleiteten 


Polynome der erften Selte der Gleichung [2] glei Null, und findet fo 
[3] (P+ Pa) x -Pdy+-P'y=Q, 
[4] (P+ P”’«’?) y+ P’ao'x + PP’, — 0. 

In diefen Gleichungen find x und y zwei der drei Coorbinaten, welche 
fih auf den Mittelpunkt des Durchſchnitts beziehen, und aus der Glei- 
hung [1] findet man die dritte z. - Um indefjen den Ort der Mittelpunfte 
aller parallelen Schnitte, die aus ber Veränderung von y entfliehen, zu 
erhalten, braucht man die Werthe.von x, y, z nicht zu fuchen, fondern nur 
yaus [1], [3] und [4] zu eliminiren. Als Refultat ergeben ſich bie 
Gleichungen 
[5] ‚Px+P’z=Q, Py+Pez=0, 
welche die eines beliebigen Durchmeſſers der Fläche find. 


b 


- 
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8335. Wenn die Fläche einen Mittelpunkt hat, ſo kann man 20 
ſetzen; dieſe Gleichungen verwandeln ſich dann in 


Pꝛ +P’z=0, Pyt+Pdz=0. 


Dur eine paflende Wahl von & und «’ erhält bie dadurch ausge⸗ 
drückte Gerade alle möglichen Lagen um den Anfangspunkt herum. Daraus 
folgt, daß alle Durchmeſſer durch den Mittelpunkt gehen, 
und daß umgekehrt jede durch den Mittelpunkt gezogene 
Gerade ein Durqhemeſſer iſt. 


636. Sat die Fläche keinen Mitelpunkt, fo kann man H = 0, 
P 0O annehmen; dann ergeben die Gleichungen 


Q Qe’ 
[5] 2 — pr.’ y= un 17 
Nun läßt fih © und a fo beftimmen, daß y und z jede beliebige 
Größe erhalten; alfo find bei den Paraboloiden die Durd- 
meffer mit ber Are derx parallel, und umgefehrt tft jede 
Gerade, welche diefe Richtung bat, ein Durdhmeffer. 


Haupt-Ebenen und Haupt-Durchmeſſer. 


637. Wir haben (Nro. 615) eine Diametral-Ebene, die auf ihren 
conjugirten Sehnen, d. h. auf den von ihr Hulbirten parallelen Sehnen 
ſenkrecht ſteht, Hauptebene genannt. 

Um nun alle Hauptebenen einer Fläche zu erhalten, darf man nur die 
Gleichungen, die dieſe Bedingung ausdrücken, aufſtellen. Bis jetzt wurde 
uͤber die Richtung der Coordinaten in der Gleichung [a] nichts Beſonderes 
vorausgeſetzt; man kann fie daher als rechtwinklig annehmen. Damit dann 
die Diametral-Ebene auf den conjugirten Sehnen ſenkrecht ſtehe, müſſen 
(Nro. 576) zwiſchen den Coefficienten der Gleichung [1] und [4] in 
Nro. 630 die Relationen ſtattfinden: 


1 A8 +Bö’--B’ = (A”’—+-B’54-B’” 8’) 6, 
A’0'—-Bö +B’== (A”’-+B’6-+-B’’’) 8’ ; 

aus dieſen findet man 6 und 6’, und fomit die Kauptebenen. 

Um fymmetrifhe Rechnungen zu erhalten, fege man 

FU 4 B -4 BR— 1; 

nun bat man anftatt zweier Unbekannten drei, die beftimmt find durch bie 
Gleichungen 
Ad +Bö’-+B’: = 96, 
Ao Bo +B" Ab, 
A'+Bös-+- BA. 


[2] 
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Die beiden erften geben | 
(@—A’) B’-+BB” —F (A) B-BB 
@—A) A—AN)—B?’ ° 7 (RA) (d — A/)—B? ’ 
weiche Werthe reell find, wenn A nicht imaginär iſt. Subftituirt man fie 
in der dritten Gleichung, fo ergibt fich 
(a — AM) A— 4 ( — A”) — B2 — A) — B (a — % 
— B? (A — A”) — 2BB’B”’ —= 0, 
ober entwickelt man biefe Gleichung, und bezeichnet denſelben Ausdruck wie 
in Nro. 627 mit K, 
[3] AP—(A--A’FA”JAHAAHAA AA” B2- BB DAHR—0. 
Durch die Auflöfung diefer Gleichung ergeben fi die Werthe von A, 
und hierauf die von d und 6". 


6= 


638. Da der Grad diefer Gleichung ungerad , fo bat fie 
wenigftend eine reelle Wurzel. Damit aber diefe Wurzel wirklich eine 
Hauptebene beflimme, darf diefe Ebene die Coordinaten-Axen nicht in 
unendliher Entfernung fehneiden. Betrachten wir vorerft nur die Flächen, 
welche einen Mittelpunkt haben, fo Tann diefe Schwierigkeit nicht flatt« 
finden; denn bei diefen Flächen geben alle Diametral-Ebenen durch den 
Mittelpunft: alfo haben fie wenigftens eine Hauptebene. Um zu erfahren, 
ob fie mehrere haben, ftelle man folgende Betrachtungen an. 

Man nehme die x und y in ber Sauptebene, ‚deren VBorhandenfein 
erwieſen ift, und die z auf dem fenfrechten Durchmeſſer. Nun enthält die 
Gleichung der Fläche weder die Glieder des erſten Grades, da der Urſprung 
im Mittelpunkt liegt, noch die Rechtecke xz und yz, weil dieſelbe für z 
gleiche Werthe mit entgegengefebten Vorzeichen geben muß. Berner. kann 
man ben x und y eine fulhe Richtung geben, daß diefe Goordinaten fenf- 
recht auf einander ftehen, und damit auch das Rechteck xy verſchwindet; 
alfo hat die Gleichung der Fläche folgende — 


[I] Px? +- Py? + PP’? = 
und fie iſt der Steigung [E] in. Neo. 611 * aber ihre Coordinaten 
ſind rechtwinklig. 


Aus dieſer Gleichung aſeht man ſogleich, daß die Ebenen xz und 
yz auch Hauptebenen find; fomit hat die Fläche mwenigftens deren drei, und 
die Gleichung [3], durch welche fie alle gegeben fein müſſen, hat ihre drei 
reellen Wurzeln. Da auf der andern Seite diefe Gleichung nicht mehr als 
drei reelle Wurzeln haben fann, fo folgt daraus, daß überhaupt die 
Flächen mit einem Mittelpunft drei Sauptebenen haben, 
und nicht mehr. * 





* Die Gleichung [3], welche die Hauptebenen beſtimmt, ift ſehr merfwürbig, 
eo ba fie auch in der Theorie der Rotation eines feflen Körpers vorkommt. 


2 ⸗ 


A 
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639. Die Unterſuchung ver Hauptdurchmeſſer ſteht mit der 
der Hauptebenen in inniger Verbindung. Erſtens iſt Elar, daß in ber 
obigen Gleihung die Aren der x, y, z Hauptdurchmeſſer find; denn jede 

eht durch die Mlittelpunfte einer Reihe von Durchſchnitten, auf denen fle 
—* ſteht. Ferner läßt ſich darthun, daß dieſe Hauptdurchmeſſer über⸗ 
haupt die einzigen ſind, die in der Fläche vorkommen. Angenommen, man 
habe einen ſolchen Durchmeſſer als Are der z genommen, und es haben in 
der fenkrechten Diametral-Ebene die Axen der x und y eine rechtwinklige 
Lage, woburd xy verfehminvet, fo muß, wenn man in der Gleichung der 
Fläche z — yfebt, ſich eine Eurve.ergeben, die den Urfprung zum Mittel- 
punkt hat; deßwegen kann nach diefer Subflitution fein Glied des erften 
Grads vorkommen; folglich darf die Fläche keines der Glieder x, y, xz, yz 
enthalten. Ebenſo wenig darf fie das mit z behaftete Glied enthalten, ba 
der Urfprung im Mittelpunkt liegt, noch das Product xy, da es zum Ver⸗ 
ſchwinden gebracht wurde; alfo hat fie noch die vorige Form [1]. Daraus 
folgt, daß die Ebene einer Hauptebene entfpricht, und wie es überhaupt 
nur drei Hauptebenen gibt, fo-gibt ed.auch nur drei Hauptaren oder 
Hauptdurchmeſſer. N 

Diefer Schluß, fowie der in voriger Nummer, erleidet indeß eine 
Ausnahme wegen der unbeftimmten Fälle, welche die Gleichungen [1] 
oder [2] enthalten können. Diefe Fälle finden indeß nur bei den Drehungs⸗ 
flächen ftatt, wie wir fpäter (Nro. 645—647) fehen werden. 

Dabei ift zu benierfen, daß die drei Hauptepenen conjugirt find und 
rechtwinklig auf einander fiehen, und daß ihre Durchfchnitte die Haupt⸗ 
durchmeſſer, melche felbft conjugirt und rechtwinklig find, beftimmen, was 
aus der Gleichung [I] hervorgeht. 


GAO. Betrachten wir noch einmal die Flächen mit einem Mittel- 
punkt und zeigen, wie man die Längen der Aren, d. h. die in der Fläche 
enthaltenen Theile derfelben erhält. Angenommen, die Coordinaten feien 
rechtwinklig und der Urfprung Liege im Mittelpunkt; nun fei 


[G] Axꝰ 4 A'y? + Az? 4 2Bsy + 2B’ız + 2B’yz +G = 0 


Zwar würde man fohmwerlich in der eben gefundenen Form erfennen, daß fie 
drei reelle Wurzeln hat; dieſelbe Gleichung wurde indefien nach den in - 
Crelle's Journal, XI. Heft, nievergelegten Unterfuchungen von Jacobi 
in folgender Form dargeſtellt: 

BB U) _ BO) __BE_ 
B(@-A)FBB"! Bea—A) BB TB-a—A)+BB‘ 


In diefer Form find nun offenbar die drei Wurzeln der Gleichung reell 
und in den Zwiſchenraäͤumen der vier oben angeführten Größen enthalten, 
die nach ihrer Größe fo geordnet find 

BB“ BB“ BR’ 


— m I m ___ U se 
BA B : A B ’ A " B“ 


1=0, 
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Die beiden erſten geben 
GO-A) B’+-BB” —F (A) B’--BB’ 
A—A) A—AN)—B?’ " 7 AA) ⏑ 
welche Werthe reell find, wenn A nicht imaginär iſt. Subſtituirt man fe 
in ber dritten Gleichung, fo ergibt fi 

( — A) ( — Ah A—AN— Br — A) — B ( - A) 
— RB? (A — A”) — 2BB’B”’ — — 0, 
ober entwickelt man dieſe Gleihung, und bezeichnet denſelben Ausdruck wie 
in Nro. 627 mit K, 
[3] 23 —(A+A’ HADRSHCAA AA HANA” B2-B2- BAHR. 

Durch die Auflöfung biefer Gleichung ergeben ſich die Werthe von A, 

und hierauf die von 6 und 8”. 


6 = 


‚ 638. Da der Grad diefer Gleihung ungerab , fo hat fie 
wenigftens .eine reelle Wurzel. Damit aber diefe Wurzel wirklich eine 
Hauptebene beflimme, darf diefe Ebene die Eoordinaten= Aren nit in 
unenblicher Entfernung fehneiden. Betrachten wir vorerft nur die Flächen, 
welche einen Mittelpunkt haben, fo kann diefe Schwierigkeit nicht flatt« 
finden; denn bei diefen Flächen geben alle Diametral-Ehenen dur den 
Mittelpunft: alfo haben fie wenigſtens eine Hauptebene. Um zu erfahren, 
ob fie mehrere haben, flelle man folgende Betrachtungen an. 

Man nehme die x und y in der Sauptebene, ‚deren VBorbandenfein 
erwieſen ift, und die z auf dem ſenkrechten Durchmeffer. Nun enthält vie 
Gleichung der Fläche weder die Glieder des erften Grades, da det Urfprung 
im Mittelpunft Tiegt, noch die Rechtecke xz und yz, weil diefelbe für z 
gleiche Werthe mit entgegengejeßten Vorzeichen geben muß. Berner Tann 
man ben x und y eine ſolche Richtung geben, daß biefe Coordinaten fenf- 
recht auf einander ftehen, und damit auch das Rechteck xy verſchwindet; 
alfo Hat die Gleichung der Fläche folgende Borm : 


[1] PR? +-Py?-+-P’2?—=H, 
und fie if der Steigung [E] in Nro. 611 ähnlich; aber ihre Coordinaten 
find rechtwinklig. 


Aus dieſer Gleichung erſieht man ſogleich, daß die Ebenen xz und 


yz auch Hauptebenen find; fomit hat die Fläche wenigſtens deren drei, und 

die Gleichung [3], durch welche fie alle gegeben fein müfien, hat ihre drei 

reellen Wurzeln. Da auf der andern Seite diefe Gleichung nicht mehr als 

drei reelle Wurzeln haben fann, fo folgt daraus, daß überhaupt die 

Flächen mit einem Mittelpunkt drei Hauptebenen Haben, 
und nicht mehr. * 


* Die Gleichung [3], welche die Hauptebenen beſtimmt, iſt ſehr merkwürdig, 
da fie auch im ber Theorie der Rotation eines feſten Körpers vorkommt. 


‘ 
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639. Die Unterſuchung der Hauptdurchmeſſer ſteht mit der 
der Hauptebenen in inniger Verbindung. Erſtens iſt klar, daß in der 
obigen Gleichung die Aren der x, y, z Hauptdurchmeſſer find; denn jede 

eht durch die Mittelpunkte einer Neihe von Durchfchnitten, auf denen fle 
—*2* ſteht. Ferner läßt ſich darthun, daß dieſe Hauptdurchmeſſer über⸗ 
haupt die einzigen ſind, die in der Fläche vorkommen. Angenommen, man 
babe einen ſolchen Durchmeſſer als Axe der z genommen, und es haben in 
der ſenkrechten Diametral-Ehene die Aren der x und y eine rechtwinflige 
Rage, wodurch xy verſchwindet, fo muß, wenn man in der Gleichung der 
Flaͤche z = yfekt, ſich eine Curve ergeben, die den Urfprung zum Mittel» 
punkt hat; deßwegen kann nach diefer Subflitution Tein Glied bes erften 
Grads vorkommen; folglich darf die Fläche keines der Glieder x, y, xz, yz 
enthalten. Ebenſo wenig darf fie das. mit z behaftete Glied enthalten, da/ 
der Urfprung im Mittelpunft liegt, noch da8 Product xy, da e8 zum Ver⸗ 
ſchwinden gebracht wurde; alfo hat fie noch die vorige Form [I]. Daraus 
folgt, daß die Ebene einer Sggeptebene entfpricht, und wie es überhaupt 
nur drei Hauptebenen gibt, fo-gibt es auch nur drei Hauptaren ober 
Hauptdurchmeſſer. WB 

Dieſer Schluß, ſowie der in voriger Nummer, erleidet indeß eine 
Ausnahme wegen der unbeſtimmten Fälle, welche die Gleichungen [1] 
oder [2] enthalten können. Dieſe Fälle finden indeß nur bei den Drehungs⸗ 
flächen ſtatt, wie wir ſpäter (Nro. 645 — 647) ſehen werden. 

Dabei iſt zu bemerken, daß die drei Hauptepenen conjugirt find und 
rechtwinklig auf einander ſtehen, und daß ihre Durchfchnitte Die Haupt⸗ 
durchmeſſer, melche felbft conjugirt und rechtwinklig find, beftimmen, was 
aus der Gleichung [I] hervorgeht. 


BÄO. Betrachten wir noch einmal die Flächen mit einem Mittel- 
punkt und zeigen, wie man die Pängen der Aren, d. h. die in der Fläche 
enthaltenen Theile derfelben erhält. Angenommen, die Coordinaten feien 
rechtwinklig und der Urfprung liege im Mittelpunft; nun fe 


[G] Axꝰ 4 A’y? -+ Az? -- 2Bıy + 2B’ız + 2B’y +G—= 0 


Zwar würde man fchwerlich in der eben gefundenen Form erfennen, daß fie 
drei reelle Wurzeln hat; viefelbe Gleichung wurde inbeflen nach den in - 
Crelle's Journal, XI. Heft, nievergelegten Unterfuchungen yon Jacobi 
in folgender Form bargeftellt : 

_BBe 4 BB + BB‘ 
B(@-A)+BB' Bea—A) BB TBra@—A BB’ 


In diefer Form find nun offenbar die drei Wurzeln der Gleichung reell 
und in den Zwifchenräumen ber vier oben angeführten Größen enthalten, 
die nach ihrer Größe fo genrbnet find 

BB“ BB“ BB’ 


Ag: Arge Ace 


1=0, 
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die Gleichung der Fläche, und 
[4] " ı=6d, y=dr 
die eines Are. Nun müſſen offenbar 6 und 6’ durch die Entwicklung in 
Nro. 637 beſtimmt werben: bezeichnet man die halbe Are mit M, die 
Coordinaten des Punktes, wo fie die Fläche trifft, mit x, y, z, fo iſt 
A=R+P4E=S@+H Nm 
Eliminirt man aber mittelft der Gleichung [4] x und y aus ber Glei⸗ 
Hung [G], jo erhält man 
(A8? + A'82 + A’ + 2B88’ + 2B + 2B” 0) 2240* 0; 
und folglich 
Me Zzetrtnde 
Aö?--A’9?--A”"-+2B68’-2B’5--2B”’ 8’ 
Albdirt man nun die Gleichungen [?Pin Nro. 637, nachdem die erfte 
mit 5 und die zweite mit 8’ multiplicirt worden, fo ergibt ſich 
AB?-+A’? + A"2B88’+-2B’5-2B”’ — (8°40?-1) 2; 
alfo 
— 6 


[5] . A'=— 


6Al. St G=0 uni nidt, Pitt A — 0; dieß muß der 
Fall fein, wenn die Gleichung [G] einen Punkt, einen Kegel, eine Gerade, 
zwei fich fehneidende Ebenen, oder aine einzige Epene vorftellt. 


Yindet man bei der Ausrechnung, daß A Null und G nit Null iſt, 
fo folgt daraus A = , welcher Fall bei den elliptifhen und hyper⸗ 
boliſchen Cylindern, und auch bei zwei parallelen Ebenen flattfindet. 


SG und 4 zugleich Null, ſo it A unbeftimmt; dieß muß ftatt- 
finden, wenn man zwei fi ſchneidende Ebenen, eine einzige Ebene, oder 
eine Gerade hat. 


42. Laſſen wir dieſe beſonderen Fälle bei Seite, und nehmen 
an, man habe die Gleichung [G]- durch den conflanten Ausdruck dividirt, 
nachdem derfelbe zuvor auf bie linfe Seite gebracht worden , jo erhält man 
für die Bläche 


[A] Ax?-LA'y 2+-A”"2?-2Bxy+2B’xz-+2B’'yz — 1. 
Die Gleichung [3], melde A ergibt, ämbert fi nicht, da fie G nicht 
enthält, und ınan erhält blos 


[6] . A’= 


[4 


1m 


= 
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welche Relation von Wichtigkeit iſt, indem ſie zeigt, daß man aus der 
Diviſton der Einheit durch die Wurzeln der Gleichung [3] die Quadrate 
der halben Aren der Fläche enthält. 


- 643. Nehmen wir an, die Fläche fet auf ihre Axen bezogen. Da 
diefe ein Syſtem conjugirter Durchmeſſer bilden, fo kann man der Gleihung 
auf) die Form geben: 


x? y? 22 * | 
* 4 4 a= 1’ für das Ellipſoid (Nro. 619); 


⸗ 2 2 
ni 4 * — = —= 1 fürdas Syperboloid mit einem Mantel (Nro. 620); 


2 2 2 
* 4 — — —für das Hyperboloid mit zwei Mänteln (Nro. 621). 


Sucht man die Abſtände des Mittelpunkts von den Punkten, wo jede 
dieſer drei Flächen ihre Axen trifft, fo findet man a, b, c. für die erſte; 
a,b, ey —-i für die zmeite; av — 1, bV 1, © für bie dritte: alfo 
muß die Gleichung [3] je nach der Art der Bläche 


1 1 1 1 1- 1 1 1.41 


awa ber — 77 MT 

zu Wurzeln haben. Wird daher die Zahl der poſttiven oder negativen 
Wurzeln der Gleichung [3] nach Descartes Regel beſtimmt, fo findet man 
die durch die Gleichung [G] dargeftellte Fläche. Zu beachten ift, daß die 
Wurzeln der Gleichung [3] vermöge der Relation [6] wohl negativ, aber 


nicht imaginär fein Fönnen. 


GAM. Gehen wir nun zu den Flächen ohne Mittelpunkt über. 
Nach dem Borausgegangenen (Nro. 638) laſſen ſich immer drei unter ſich 
fenfrechte Ebenen finden, woburd die Gleichung [G] in eine andere ohne 
Nechtecke verwandelt wird. Diefe Umformung fünnte flattfinden, wenn 
man füt x, y, z reelle Werthe wie ax + a’y + a’z ſetzen würbe. Indem 
man nun biefelben Subftitutionen in der allgemeinen Gleichung [A] aus- 
führt, müffen offenbar die Rechtecke, da fte diefelben Factoren haben, auch 
verſchwinden; alfo erhält man eine Gleichung von der Form 


| Px? + P’'y? + P’z? — 20x — 20’y — 2Q0’z -F=0. 


Für den Fall, wo die Fläche Feinen Mittelpunkt hat, muß eines der 
Quadrate verſchwinden (Nro. 61 1); dann verwandelt ſich, wenn man den 
Urſprung wie in Nro. 611 verfegt, die obige Gleichung in folgende: 


P’y? + P’z? = 2Qx, 
die mit orthogonalen Coordinaten der Gleichung [F] der erwähnten Nummer 
ähnlich if, und mie diefe alle Blächen ohne Mittelpunft vorftelt. 


— — — — — 


⁊ 
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Schon aus diefer Gleichung erficht man, daß die jeßigen Ebenen xy 
und xz Hauptebenen find, und daß die Are der x eine Blächenare ift. 
Diefe Are ift allein in ber Fläche vorhanden; denn da bie Durchmeſſer 
der Paraboloide mit einander parallel laufen (Nro. 636), fo müßte, wenn 
eine weitere Are vorhanden wäre, dieſe mit der Are der x parallel laufen, 
und die Mittelpunkte ver ſenkrechten Durchfchnitte enthalten: num liegen 
aber offenbar die Mittelpunfte diefer Durchſchnitte aufder wirflihen Are der x. 

Ehenfo find die Ebenenxy und xz überhaupt die einzigen Hauptebenen 
der Fläche. _ Beachten wir zuerft, daß die Diametral-Ebenen mit der Are 
der x ( Nro. 633) parallel find, deßhalb müffen die auf einer Hauptebene 
ſenkrechten Sehnen mit der wirklihen Ebene yz parallel fein; nehmen wir 
dann in diefer Fläche parallele Schnitte mit Diefer Ebene an, und ziehen in, 
diefen Schnitten parallele Sehnen: da nun diefe Durchfchnitte (menigftend 
‚wenn P’ von P“ verfehieden it) Ellipſen oder Hyperbeln find, deren Mit- 
telpunfte auf der Are der x. liegen, und deren Aren Mit deny und z parallel . 
laufen, fo kann offenbar eine Ebene die parallelen Sehnen nicht ſenkrecht 
Balbiren, wenn diefe nicht mit ben y oder z parallel laufen. Im erften 
Fall würde aber die Hauptebene mit der Ebene xz, und im zweiten mit der 
Ebene xy zufammenfallen. 

Für P’ — P’ wären die mit der Ebene yz parallelen Schnitte Kreife, 
und für diefen Fall könnte jede durch die Are ber x gelegte Ebene als Haupt« 
Ebene betrachtet werben. 


Säle von x unendlich vielen Hauptebenen. Bedingungen einer 
Umdrehungsfläce. 


GAS. Wir haben bereits: (Nro. 636) bemerkt, daß eine Fläche 
der zweiten Ortnung wegen ber Unbeſtimmtheit, die in den Gleichungen [2] 
von Nro. 637 ftattfinden kann, zuweilen mehr als drei Hauptebenen bat. 
Dieß kann nur der Tal fein, wenn ein aus der Gleichung [3] genommener 
Werth von A wenigftend eine der Größen 5 und 6’ unbeftimmt läßt. 
Angenommen, dieß fei 6: fo hat man zugleich die beiden Gleichungen 


(-A) B--BB’ = 0, (A) A—A) — B’=0. 
Aus der einen erhält man 
A=A — 


7 
PB ' 

und wird biefer Werth in der andern fubflituirt, fo iſt 
(A — 4— =) 5 BB — +B—=0, 
oder in anderer Form - 


BB’ BB’ 
[fl A— * =A— Yy. erfte Bebingungsgleichung. 
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Sept man den Werth von A in die drei Gleichungen [2], und führt 
die aus der Relation [a] fi ergebenden Nebuctionen aus, fo wird nad 
den Megeln der Algebra die zweite Gleihung mit der erften iventiih. Man 
bat alſo nur noch zwei Gleichungen, nämlich 


1] Bd + B’' Br — 0, | 
[2] Bo + Bro ® —* , 


und damit ſie einander nicht widerſprechen, muß 
BB’ BiB 
— 
A — 45 3° 


oder auch , 
| BB’ BB 
ı___ — „ — 2 
[b] N—-gr=i'—— 
fein, zweite Bebingungsgleihung. 


Binden nun bie Relationen [a] und [D] flatt, fo ift eine Unbeftimmt- 
heit vorhanden; denn 8 und 5’ find nur der einzigen obem gefundenen 
Gleichung [1] unterworfen. | 

Indem man 8’ al8 unbeftimmt annimmt, kann man die vorigen Schluß- 
folgerungen wieder anwenden; bann jet man 


(a—A) B’ +BB’ —=0, (A—A) A—A) — Be —=(. 
Die erfte Diefer zwei Gleichungen gibt den Werth " 


BB’ 
A=A— 75 | 
welcher vermöge der Relation [a] dem oben gefundenen Werthe von A 


gleich tft. 

Anſtatt die Reönung fortzuführen, darf man nur in den vorhergehen« 
den überall 6 in 8°, Ain A’, B’ in B“ und umgefehrt verwandeln. Da 
man fo bie Gleichung Fi] wieber erhält, fo folgt daraus, daß ſie alle un⸗ 
beftimmten Fälle, die bei der Unterfuhung der Hauptebenen vorkommen 
fünnen, enthält. Bon den Gleihungen [a] und [b} bleibt bie erfte un« 
verändert, und die zweite verwandelt ſich in 

BB’ ‚BP. 
[e} Am SA" 

Diefe drückt jedoch, da fe von [a] und [b] abgeleitet ift, feine ı neue 
Bebingung aus. Schafft man die Nenner weg, fo laſſen ſich die Be⸗ 
dingungen in [a], [bJ, [c] alfo ausprüden 


[a] (A—A’) B'B” -—- B(B?_B’2) — 0, 
[b’] (A—A”) BB’ + B’(B’?—B?) — 0, 
ſe] (A"—A) BB" + B/(B2—B”2) — 0.. 
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BAG. Sobald diefe Bedingungen erfüllt find, hängen nah ben 


obigen Erörterungen die Werthe 5 und 5° für die parallelen Sehnen, bie 


auf den conjugirten Diametratebenen ſenkrecht ftehen, nur noch von ber 


Gleichung [1] ab, melde ſeignd⸗ Form erhalten kann: 


B 


[3] er Ki} 


und daraus folgt (Niro. 582),- daß die Sehnen auf der durch die Geigungen 
B B 

[4] — pm, y= B 2 

gegebenen Geraden ſenkrecht ſtehen. 


GA7. Diefelben Beringungen, wodurch 6 und 5’ unbeflimmt 
werden, müfjen auch ftättfinden, wenn die Fläche eine Drebungsfläche iſt, 
und die eben gefundenen Gleichungen [4] finden bei der Drehungsare oder 
wenigftens bei einer mit biefer Are Parallelen ſtatt. Dieß läßt fih auf 
mehrere Arten beweiſen, von denen jedoch folgende die einfachfte zu fein feheint. 

Man nehme rehtwinklige Coordinaten und mähle Die Are der xparallef 
mit der durch die Gleichung [A] gegebenen Geraden. Nun find die Gkei- 
dungen einer beliebigen auf biefer Geraden ſenkrechten Sehne 

x eo wy=ödöz-te, 
und um die conjugirte Diametral-Ebene zu finden, darf man nur in der 


allgemeinen Gleichung [4] kon Nro. 630, 6 =.0 feßen, fo erhält man _ 
dadurch 


(Bö’-H-BYx+(A’8’+B)y-4-(A’--B” 8'240’ 0” — 0. 


Dieſe Gleichung ſtellt für jeden Werth von 5’ eine Hauptebene, d. h. 
eine auf ihren conjugirten Sehnen ſenkrechte Ebene, vor; alſo hat man 
(Nr. 576) BP —=0, Ad B C(A -Bo) ↄ. Da 
nun ounbeſtimmt bleiben muß, fo tft auch 

B=0, B=0, PB"=0, !=AM", 
und fomit erhält man ald Gleichung der Fläche, 
Ax?--A (y?-+z?) + 2Cx+2Cy+2C"z-+-F = 0. 


Nun erhält man offenbar mittelft paralleler Schnitte mit der Ebene-yz 
Kreife, deren Mittelpunfte auf einer Linie liegen, die zugleich auf diefer 
Ebene ſenkrecht ſteht; Folglich wird die Fläche durch Drehung um eine mit 
der Are der x Parallele erzeugt, was zu beweifen war. 

Der Fall, wo A’ Nul ift, feheint eine Ausnahme zu bilden; er läßt 
fich jedoch der allgemeinen Schlußfolgerung unterorbnen, wenn man beachtet, 
daß die Fläche dann ein parabolifcher Cylinder ift, der durch die Drehung 
einer Barabel um eine mit ihrer Ebene parallelen Axe erzeugt wird und in 
unendlicher Entfernung von feinem Scheitel liegt. 
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GAS. Unterſuchen wir noch einige beſondere Fälle: 


1) & fi B= 0; nun reducirt ſich die Bedingung [b’] auf 
B’?B’—0, welche Gleihung unmöglich ift, wenn B’ und B”’ nit Null 
find; hat alfo eine Gleichung des zweiten Grads mit drei rechtwinkligen 
Coordinaten nur ein einziges Rechteck verloren, fo Tann fie Feine Drehungs« 
fläche vorftellen. 


2) Für B = 0, B’=0 ſchienen die Gleichungen [a’] und [b’] be⸗ 
friebigt; eliminirt man aber aus denfelben dad Verhältniß Br’ fo tritt noch 


eine zu erfüllende Bedingung hervor. Aus den Gleichungen [a] und [b] 
erhält man | 


B (A’—A) B B — 
BT Br —p?r ’ PB’ (A’—A) +B” (Fr — ) — 0. 


* 


’ 
Set man B’ = 0, fo wird =, — aA, und wenn biefer Werth 


„in die legte Gleichung gefeßt wird, findet fich Leicht Die Bedingung 
[d] B"? = (A"—A) (A—A), | 
mit deren Erfüllung die Gleichungen [4] der mit der Drehungsare Parallelen 
fi verwandeln in 
, A -A 
1—0, y= pr Z. 

3) Nimmt man außerden noch B’ = 0 an, ſo iſt nad der Rela- 
tion [(J] A” = A, udn A’—= A; d.h. die Coefficienten zweier Quadrate 
müſſen einander gleich fein. Denn es ift klar, daß dann die Fläche durch 
Dredung um eine der Soordinaten- Are Parallele erzeugt wird. 


30 * 


Siebentes Kapitel. 


Eigenſchaften der conjngirten Durchmeſſer. 


6AO. Bet den lägen. der zweiten Orbnung mit einem Mittel- 
punkt haben bie conjugirten Durchmeſſer viele bemerkenswerthe Eigen⸗ 
ſchaften, von denen zwar einige rvegen ihrer vollkommenen Uebereinſtimmung 
mit den ſchon bekannten Eigenſchaften bei der Ellipſe und Hyperbel leicht 
gefunben werden fonnten, andere aber, die wir I. Binet, Petit und 

Chasles verdanken, ganz neuer Art find. Um die Grenzen diefed Werks 
nicht zu überföhreiten, befchränfen wir und hier auf die wichtigſten. 

Schon vermöge der Deflnition der conjugirten Durchmeſſer (Nro. 616) 
darf die Gleichung der Fläche, wenn diefe Durchmeffer zu Coordinaten-Aren 
genommen werben, jede Veränderliche nur im Quadrat enthalten; nimmt 
man daher die auf ihre Aren bezogene Gleichung der Fläche in der zur 
. Veränderung der Coordinatenrichtung erforderlichen Umformung, ohne den 
Urfprung zu verfegen, und ftelt die Bedingungen auf, wodurch die Rechtecke 
verſchwinden, fo erhält man alle zwifchen ven conjugirten Durchmeſſern und 
den ren ſtattfindenden Relationen. 

Zwar fol Hier nur von dem Ellipſoid die Rede fein; es laſſen fi 
aber bie verfchiedenen aufzuftellenden Säge leicht auf das Hyperboloid über⸗ 
tragen; denn hiezu darf man nur die Quadrate der imaginären Aren und 
Durchmeſſer negativ nehmen, da bei diefer Veränderung alle Beweiſe auch 
noch Geltung haben. 


630. Die Gleichung des auf feine Axen bezogenen Ellipſoids ſei 
nun (Nro. 643) 


2 2 2 
[p] ata+3=1. 
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Da der Urſpruͤng Im Mittelpunfte bleibt, fo Hat man (Nro. 595) 
die Sormeln- | | 
ı= X RyıtrZı, ya +Hytr2, = Ytr'n, 
in welchen x,, Yı; 2, bie neuen Aren, nd a, a’, a’; ßB, 8, 8; y, y, y 
die Coſinus der Winkel vorftellen, welche bie urforänglichen en mit den 
ren ber x,, Yı, 2ı bilden. 


- Subftituirt man biefe Werthe. in [p], fo ergibt ſich eine Gleichung 
von der Form 
Ax,?+A’y,?--A”z,?-+2Bx,y\+2B’x,2,+2”B” Yz —=1; 
und um bie Fläche auf conjugirte Durchmeſſer zu beziehen, ſete man 
‚B=0, B=0, ®P"=0. 


Bezeichnet man die halben Längen biefer Durqhmeſſer m mit a’, b’, c’, 
fo erhält man zugleich 


1 1 1 
A= 7, wet, Mo, 
und man bat dann als Be des re 
[p,) ee 


651. Die Eigenſchaften der conjugirten Dur chmefſer find in ben 

Relationen zwifchen den fünfzehn Größen a,b, c, a’,b’,c’, @,«,«”, 

„, ſ, y, y, y enthalten. Stellen wir nun biefe Relationen, deren 
Anzahl neun beträgt, bier zufammen. 


Erſtens hängen bie Coſinus a, @', «", ß,.... immer von folgenden 
drei Bedingungen .ab: | 
1 A441 PH, PH”. 
Entwickelt man hierauf die Rechnungen, um die mit A, A’, A”, 
B, B’, B’’ bezeichneten Größen zu erhalten, fo erhält man nach dem 


Borigen 
arten + re 
[2] + +, [3] +7 + = 
+b4+=h ———— 


Dieſen Relationen iſt indeſſen noch eine wichtige Bemerkung beizu⸗ 
fügen, daß nämlich die Gleichungen [2] und.[3] keine andere find, als 
die Gleichung [a] und [b],. wenn in benfelben 
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anſtatt a, a, a’, bb #, b”’, eu cd, cd", 
aa ad ad DB bb cd ν. 
gejent wird —-, u Br a’ »'’ . p ⸗ J o }) 
woraus folgt, daß die Gleichungen [ce], [d], [el verleihen Nummer nad 
Bornahme diefer Veränderungen auch flattfingen müffen, d. h. es tft 
a’ 22? + h’?B? + c’?, 2 — a2, 
[4] Piz FR Bu 4 p22 1 ea p8, 
a73''? + b’28’’? —.c'?y "2 __ — ce? 
aa +2 + = 0, 
[5] Ada" + BB = 0, 
a“?x a’ + b’28’ f’+ —8 ‚nm =. 


be’ u, rgın _ I Dc / a 
De (dr — 39 * a’ ER — Ay) = b 


af! 


Zen". 
a’c’ __ mn _bB sv "_ n _ 
| nr Ir ey ).= a’ (9 ya’) po’ 
c. an 
16] a (ge — ar) = nn, 
"Lan — €r Mr nl, 
. (ae — pa") FAR — aß”) h 
rn 
Va A) = — 
a’b’c’ 


(aß'y „ te * ae" — Pe’) — 4. 


In den Gleichungen [6] war es geſtattet, nur die obern Vorzeichen 
zu nehmen, was fo viel iſt, als einigen Coſinus, 3.8. «', a”, eher 
die einen Vorzeichen, als die entgegengefegten zu geben, over auch, was 
dasfelbe ifl, die pofitiven x cher in der einen Richtung, als in der entgegen 
gefegten zu nehmen, durch welche Beichränfung offenbar kein Syflen con= 
jugirter Durchmeffer ausgefchloffen wird. 


abe » 


. 6352. Lehrſatz Die Summe ver Quadrate con= 
jugirter Durchmeſſer eines Ellipfoids iſt conflant und 
gleih der Summe der Quadrate der Aren. 


Denn addirt man die Gleichungen [4], ſo ergibt ſich mit Verũd— 
ſichtigung der Relaͤtionen [1] 


a2? 4 p26— ab? + cr 
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Buf ab. Enthält das Ellipfoid gleide conjugirte Durgmefler, von 
denen ber eine mit 2a’ bezeichnet werde, fo ift 


no VA —— 


Der geometriſche Ort der Endpunkte aller Durchmeſſer von dieſer Länge 
iſt der Durchſchnitt des Ellipſoids und der mit dem Halbmeſſer a’ beſchrie⸗ 


benen concentrifchen Kugelfläche: es läßt fich aber bewetien, daß jeder diefer 


Durchmeſſer einem Syften von drei gleichen conjugirten Durchmeſſern ans 
gehört. Denn nimmt man einen diefer Durchmeffer mit zwei beliebigen 
eonjugirten Durchmefiern 2b’ umd 2c’ der Ellipfe, die In der conjugirten 
Diametral-Ebene des erften liegt, fo erhält man drei conjugirte Durqh⸗ 
meſſer des Ellipſoids; alſo ft 


Per het — — 
und daher | ° 
ph’? 4 ce’? — 2 (a? — h? 4 c?). 
VFolglich erhält man, wenn die gleihen eonjugirten halben Durchmefier 
des diametralen Durchſchnitts für b’ und c’ genommen werben, 


2 2 2 . 
vor re, 
® 


d. h. a’, b’, c’ find dann drei gleiche conjugirte Durchmeſſer. Würde man 
die Fläche auf biefelben begiehen, fo wäre ihre Gleichung 

"+" +=at, 
bie der Gleichung der Kugel ähnlich iſt, wobei jedoch die Coordinaten nicht 
rechtwinklig ſind. 


633. Lehrſatz IL Die Summe der Quadrate aus 
den Projeetionen drei conjugirter Durchmeſſer eines 
Ellipſoids auf eine feſte Gerade iſt conflant. 

&3 fei D die fefte Gerade, und 8, 8°, 8" die Winkel, die fle mit den 
rechtwinkligen Axen der x, y, z bildet. - Multiplicirt man die Gleichungen [4] 
beziehungsmweife mit 8%, 5’2, 92, und die Gleichungen [5] beziehungsmeife 
mit 268’, 256”, 26’8”, und addirt fle dann alle zufammen, fo ergibt fi) 

a’? (esta)? + b’2(858’8'-+8”8")?4+0'?(y54,’8'+7"'8')° 
— 326? + b?? + c?6’’?,’ 


Nach einer befannten Formel (Nro. 585) find aber’ die Größen, mit. 


welchen a’?, b’?, c’? auf der erften Seite multiplicirt ‚werben, die Quadrate 
aus den Sofl nu8 der von den halben Durchmeſſern a’, b’, c’ und der Linie 
D eingeſchloſſenen Winkel; alfo ift 


a’? cos? (aD) + b’?cos?(b’D)-+c’?cos?(e’D) = a?5?-+-b?5’ Base 2 


’ 
— — — — — — 
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In diefer Gleichung befteht bie erſte Seite aus der Summe der Qua⸗ 
drate aus den Projectionen von a’, b’, c’ auf der Linie D, und die zweite 
aus der Summe der Quadrate aus den Projectionen von a, b, c auf ders 
felben Linie; ſomit iſt der Lehrſatz bewieſen. 


Zuſa ꝑp. Angenommen, die Gerade D gebe durch den Mittelpunkt, 
und es feien ferner p, p’, p” die Projectionen von a’, b’, ec’ auf dieſe Ges 
rade, und q, q’, q die aus den Enbpunften von a’, -b’, c’ auf biefelbe 
Linie gefällten Senkrechten, jo hat man offenbar 


HRS tt rg”. 
Nach den Lehrfägen I und II find aber die beiden Summen 
a? +b°+c? und pp? + p” 
bet jeder Lage der conjugirten Durchmeſſer conftant; J alſo iſt es auch die 
Summe qQ?’ + q” + q“2. Die Senkrechten q, q’, q’ kann man als 
bie Brojectionen von a’, b’, c’ auf eine beliebige Ebene, und p, p’, p” als 


die von den Endpunften biefer Durchmefier auf eine Diametral-Ehbene ges 
fallten Senfrechten betrachten; folglich ift in dem Ellipſoid 


1) Die Summe der Quadrate aus den Senkrechten conftant, welche 
von den Endpunkten drei conjugirter Durchmeſſer auf einen feſten Durch⸗ 
meſſer gefällt werben® 


2) Die Summe der Quadrate aus den Projectionen drei confugiste 
Durchmeſſer auf eine feſte Ebene iſt conſtant. 


3) Die Summe der Duadrate aus den Senkrechten, welche von den 
Endpunkten drei conjugirter Durchmeſſer auf eine Diametral⸗Ebene gefällt 
werden, iſt conftant. 


654. Lehrfag III. Die Summe der Quadrate au 
den Seitenflädhen des Barglielepipeds, das aus den con— 
jugirten Durdhmeffern eines Ellipfoids conſtruirt wird, 
iſt conſtant. 

In dem Beweiſe dieſes Lehrſatzes und der folgenden bezeichne man die 
rechtwinkligen Coordinaten aus den Snbpunften der drei halben Durdh= 
meffer a’, v, c’ mit X,y,z, x" ‚y’,2", x”,y"”,z”, die aus b’ und 
c’, aus a’ und ec’ und aus a’ unb b’ gebildeten Barallelogramme mit 
F, G, H; ferner die Projectionen von F auf den Ebenen yz, xz und xy 
mit £, f/, fr die von G nit 8, 8‘, 8’, und die von H mit h,.h’, h”. 


Nun ſei (Fig. 37) OBEC das aus b’ und e’ gebildete Barallelogram, 
und OB’C’ die Projection des Dreiecks OBC auf der Ebene yz, fo findet 
man leicht aus der Figur ' 


1-20B CO =y’z— y’ 2" (y"—y”) (2 +2") = — yla um, 


Eigenſchaften ber conjugirien Durchmeſſer. 473 


Es iſt aber 
x ae, y aa, ! alœ'!, 
— b’8, y” — b’ß', — b’p”, 
x’ — c’y, y — —— —8 — c’y"; | 
alſo iſt f ⸗bc VO)), oder auch zufolge der erſten Gleichung [6], 
be = u 
l= — ae. 
a 


Ebenſo findet man m bie Projectionen f und f’ 
f—:! F del, f’ -» de”. 


Nun ift bekanntlich das Quadrat einer ebenen Figur (Nro. 529,539) 
gleich der Summe der Quadrate ihrer Projectionen auf drei rechtwinklige 
Axen; dr f? BR f’?, oder au 


b?e? a?b? 
F? — — a & 2 + a’?u'? + 5 a’20/'?. 


‘ 


Cbenſo erhält man bei den Parallelogrammen G und H 


G? — b?c’ e b’28? +7 a? 7 bp202 + b BEN, 
H? — * c’?, 2 + ’c? c'?y 2 +" u u. yrr, 


Addirt man- baher die drei legten Gleichungen, und reducirt mittelft der 

Gleichungen [4], ſo ergibt ſich 
F? + 6? -+ H? = b?e? + a?c? 4 a?b?, 

und hieraus folgt die Richtigkeit des aufgeftellten Lehrſatzes. 


655. Lehrſatz IV. PBrojicirt man die Seitenfläden 
des aus drei conjugirten Durhmeffern des Ellipſoids 
eonfiruirten Parallelepipeds auf eine fefte Ebene, fo tft 
die Summe der Quadrate diefer Projertionen conflant. 


Es feien F’, 6’, H' die Brojectionen der Parallelogramme F, G, H 
auf eine feſte Ebene, und 6, 8’, 8” vie Coſtnus der Winkel, melde dieſe 
Ebene mit den Ebenen yz, xz und xy bildet. Beachten wir nun, daß man 
bei der Projection einer ebenen Figur auf eine gegebene Ebene dieſelbe zuerft 
auf drei rechtwinklige Ebenen projiciren kann, und dann biefe drei Projectionen 
auf die gegebenen Ebenen proficirt (Nro. 939): fo erhält man 


F=en+4r 4 Pa, a  , 
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6— go4 + ge" — + Fr 48 177 


=b6+b +4’ = 074 BE er, 


Erhebt man dieſe ſleihn gen insg Quadrat, abbirt dann und 
reducirt mittelft der Gleichungen [4] und [5], fo ergibt ſich 

F? + @? + H'? — b2c25? + 22025’? + a2b?6’, 
wodurch der Lehrſatz bemiefen ift. 


656. Lehrſatz V. Der Eörperlide Inhalt des Pa⸗ 
. zallelepipeds, das aus drei conjugirten Durchmeſſern 
des Ellipfoids gebildet wird, ift conftaht und gleich dem 
aus den Aren conftruirten Parallelepiped. 

Dieſes Parallelepiped, dad wir mit V bezeichnen wollen, iſt ſechsmal 
jo groß, als die dreieckige Pyramide, die aus den halben Durchmeffern 
a’, b’, c’ gebilbet ift. 

Es ſeien (Fig. 38) OF, 0oG, OH biefe halben Durchmeſſer, die Coor⸗ 
dinaten ihrer Endpunkte F, G, m feien x’, y,z’u.f.w. Um nun zuerft 
den Inhalt der Pyramide OFGH als Function diefer Coordinaten auszu= 
drüden, fälle man die Senfrechten FP, GQ, HR auf die Ebene xy, und 
vollende die in der Figur angedeuteten Conſtructionen. Unterſucht man 
nun bie vier Körper PORHFG, OPOGFO, OPRHFO, OQRHGO, ſo 
zeigt es fih, daß die Pyramide OFGH gleich der Summe aus den beiden 
erften, weniger der aud den beiden legten iſt. Diefe vier Körper laſſen fi 
als abgeftumpfte dreieckige Priömen betrachten, und daher erhält man 
PQRHFG = 4POR.(z’+z2”+z’”’), OPQOGFO = FOPQ.(z’-+z”), 
OPRHFO = 10PR.(z’-+z””), OQRHGO = 400R.(z"’ +2"); 
alfo hat man für die Pyramide OFGH - 

OFGH — roß. c TEE IOPR.G Te) 
| —}0QR.@” +2") 

42’ z.(FOR+OFQ — OPR)+ 13 ".(POR + OPQ — OQR) 

—- 412’, (PQR—OPR—OQR). 

Son aus der Anflcht der Figur ergeben fi die Nebuctionen, und 
man-erhält 

OFGH = 12”.OQR-H12”.OPR—12'" ‚OPQ. 

Nun ift aber, mie die-Figur leicht zeigt, 

OOR = A u a a ie a — x)]=4a’y"’—.y' N), 
OPR = N, + (y + y") (a’—yx’ J—"y]=4yx x __ y), 
oPQ=4ry +4) Nr] = ar). 


. 
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Subſtituirt man dieſe Werthe in OFGH, und multiplicirt, um V zu 
erhalten, mit 6, fo erhält man am Ende ver Rechnung 
V— ——— 
Setzt man endlich für X’, y’, z’,... ihre Werte (Nr. 654), fo 
ergibt fi Ä 
V — a’b’c/ (æœby —ay Bd" Bye’ — Ba’ ya" — Be"), 
und zufolge der legten Gleichung in [6] rebucirt fich diefer Werth auf 
V= abe, 
welches Mefultat ven aufgeftellten Lehrſatz ausbrüdt. *. 


6357. Bei den Paraboloiden find alle Durchmeffer mit einander 
parallel; folglich kann ſich bei dieſen Flächen fein Syftem von drei conju⸗ 
Hirten Durchmeffern finden; wenn übrigens ein ſolches vorhanden wäre, fo 
könnte man die Gleihung diefer Klächen auf die Form bringen 


Px® + Py?+P’z?—=H, 
und fie würden eben deßhalb einen Mittelpunkt haben, was unmöglich tft. 


Es laſſen fih jedoch unendlich viele je zwei confugirter Diametral⸗ 
&benen finden, fo naͤmlich, daß die von der einen Ebene halbirten Sehnen 
mit der andern parallel laufen. Denn nach den, was in Nro. 611 und 
612 bemerkt wurde, gibt e8 unendlich viele Coordinaten⸗Syſteme, die eine 
Gleichung von der Form 


P'y? + P’z? = 20Qz 
geben können, und dann iſt Elar, daß die Ebenen xy und xz conjugirte 
Digmetral-Ebenen find, und die Axe der. x ein Durchmeſſer ift. 


* Durch die Unterfuchungen von Chasles wurden ben Flächen der zweiten 
Ordnung mehrere neue Süße beigefügt, die ihrer großen Allgemeinheit wegen 
Beachtung verdienen. Wir führen hier nur folgenden, mit Uebergehung des 
Beweifes, an. . 

Snzweiconcentrifhen Flächen der zweiten Drbnung iſt die 
Summe der Quadrate aus drei beliebrgen conjugirten Durch: 
meffern ber erfien Fläche, bezgiehungsmweife bividirt durch Die 
Duadrate der drei Durdmelfer ber zweiten Fläche, die auf 
den Richtungen diefer preiconjugirten Durchmeffer enthalten 
find, conftant- Nimmt man” als zweite Fläche eine Kugelfläche, fo 
fommt man wieder auf den Lehrfag in Nro. 652. 

Wer die fcharflinnigen Unterfuchungen von Chasles näher kennen zu 
lernen wünfcht, findet folche in der Correspondance sur l’Ecole Poly- 
technique de M. Hachette, in den Annales de M. Gergonne, 
in der Correspondance mathematique et physique de M. Quetelet. 


Achtes Kapitel. 


Yon der Berührnngsebene und der Wormale. - 


Berührungsebene und Mormale an einer beliebigen algebraiſchen Aãche. 


658. Es ſei MS (Fig. 39) eine Gerade, welche eine Fläche im 
zwei Punften M und M’ trifft; dreht man diefelbe um den erften Punkt, 
bis M und M’ zufammentreffen, fo wird die Gerade zur- Tangente au 
ber Fläche. Da nun zwiſchen M und M’ unendlich viele verfähiedene Curven 
auf der Fläche liegen, fo kann fih auch der Punkt M’ auf jeder diefer Curven 
nach dem Punkt M hinbewegen, um mit bemfelben zufammenzufallen, und 
e8 find daher die Tangenten an der Fläche offenbar nichts anderes als bie 
Tangenten an biefen verfehiebenen Curven. Suchen wir nun den geometri- 
ſchen Ort diefer Tangenten für eine beliebige algebraifche Fläche. 


Angenommen, man habe 
F (x, y, 2) = Ayyizt 4 Ayla! Lu ſ. f., 
“und die Gleichung der Fläche fet 
1] F&y2)=0,. 
wo p, q,.... ganze pofttive Erponenten, die jedoch auch Null fein 


können, vorftellen. Die Coordinaten des Punktes M bezeiäne man mit 
x’, y’, z’, die von M’ mit " 


xtf, Y+g !H+h, 
f 
b =: 


nun find die Gleichungen der Secante, welche durch dieſe Punkte geht 
[2] x-ı =e(—), „-y=Bß(ı—). 


? 


und fee 


E18 


=—&G, 
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Da die beiden Punkte M und M’ der Flaͤche angehören, fo iſt 
Axpyſaꝝſit P u. ſ. f. - O, 
AK -+DPAY+gI@ ht + uf. 0. 


Entwickelt man bie zweite Gleichung fo weit, daß die erfien Potenzen 
von f, g, h herausfommen, und fieht dann die erſte davon ab, fo iſt 


(PAxPAy/z... et Aryl.) 5 
+ ..)b+to = 0, 

wo o eine Reihe von Gliedern aus Potenzen und Probucten von f, g, h 

beſtehend vorſtellt. 


Bezeichnet man überhaupt die vonF (x, y, 2) nach x, y, z abgeleiteten 
Polynome mitX, Y, Z, und mit X’,Y’, Z’ vie daraus entſtehenden Größen, 
wenn barin x—= x, y= y, zz’ gefegt wird, und dividirt bie vor⸗ 
hergehende Gleihung mit h, wobei f= ch, g = Ph zu nehmen ift; 


fo ergibt fi 
Xe+Yp+Z2+0=0, 
wo @’ eine Groͤße bezeichnet, bie in allen Gliedern noch ben Factorh enthält. 


Die Bunfte M und M’ mögen nun noch fo nahe beifammen Tiegen, 
fo muß diefe Gleichung flattfinden; alfo findet fie auch noch flatt, wenn 
biefelben zufammenfallen. Dann iſt aber h= 0, alfo auch o’ = 0, 
und fomit heißt die Gleichung 


[3] | Kat VB LZ—=0. 


Diefe Relation drückt die Beziehungen zwiſchen a und B aus, wodurch 
die Gleihungen [2] eine T angente an der Flaͤche in dem Punkte beſtimmen, 
deſſen Coordinaten x’, y’, 2“ find. Um den. Ort aller Tangenten in dieſem 
Punkte zu erhalten, muß a und 4 aus den Gleihungen [2] und [3] elimt- 
nirt werben; dann erhält man die Gleichung einer Ebene, nämlich 


[4] X’a—r) + Y(y—y) + Za—2)=0, 
und bieß ift Die Berührungsebene an ber Flaͤche in dem gegebenen 
Punkte. 


830. Man erhält dieſe Gleichung auch auf eine einfache Weiſe, 
werm man bie Erummen Flächen als aus unendlich Heinen ebenen Flächen 
beftebend betrachtet. 


Um näher auf die Sache einzugehen, fei ABD (Sig. 40) eine Curve, 
in welche ein Vieleck einbefchrieben tft; nun denke man ſich die Zahl feiner 
Seiten dadurch immer mehr vergrößert, daß neue Eckpunkte zwiſchen die 
anfänglichen zu Legen fommen : fo erhält man eine Reihe von einbefhriebenen 
Bieleden, dizen Grenze die Eure tft, und man fagt deßhalb, eine 
Curve könne als ein Diele von unendlich vielen Seiten, 
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von denen jede unendlich klein tft, betrachtet werden. Dieſe 
unendlich kleinen Seiten heißen dann Elemente der Curve. 

Nun ſei BCL eine Seite von unbeſtimmter Ränge des Vielecks ABCD. 
Je Kleiner die Seiten werden, defto näher rAdt dann der Bunft C dem 
Buntte B, und an der Grenze im Punkte B wird offenbar die Gerade BL 
zur Tangente an der Curve; deßhalb Sagt man, die Tangente an 
einer Curve ſei die unbeffimmte Verlängerung eines 
Elements dieſer Curve. 


Die vorausgegangenen Vetrachtungen finden nun eine natürliche An⸗ 
wendung auf die krummen Flächen; d. h. man kann fie als Polyeder 
mit unendlich vielen und unendlich kleinen Seitenflächen 
betrachten, und dann wird die Berührungsebene zur Ebene 
einer Seitenfläche von unbeſtimmter Ausdehnung. 


Aus dieſer Betrachtungsweiſe der Berührungsebene folgt, daß ſie alle 
durch den Berührungspunkt an die Fläche gezogenen Tangenten enthalten 
muß; denn nimmt man um dieſen Punkt herum auf der Fläche einen beliebig 
einen Raum an, fo kann man ihn als ein ebenes Flächenelement betrachten, 
durch deffen unendliche Verlängerung die Berührungsebene entfteht. Denken 
wir uns hierauf auf der Bläche mehrere Curven durch den Berührungspunkt 
gezogen, ſo liegt offenbar von jeder derſelben ein Element in der Berüh⸗ 
rungsebene, und folglich liegt die Tangente als Verlängerung bier Elements 
ganz in diefer Ebene. 


Um daher die Berührungsebene in einem gegebenen Punkte zu erhalten, 
darf man nur durch diefen Punkt an zwei Linien ber Flaͤche die Tangenten 
stehen , und durch dieſe eine Ebene legen. Mittelſt dieſes in der darſtellen⸗ 
den Geometrie angewandten Verfahrens gelangt man aud) leicht zur Glei⸗ 
Hung der Berührungsebene; dasfelbe wird noch einfadher, wenn man bie 
Tangenten an vie beiden Durchfihnitte zieht, welche parallel mit den Ebenen 
xz und yz gemacht werben. 


88 ſei wie oben 
Ei] F(@&,y,2)= 0 
die Gleichung der Fläche, und x, y', 2’ die Coordinaten des Berührungs⸗ 
punktes; ſetzt man y=y), ſo if für den mit der Ebene xz parallelen 
Durchſchnitt 

F&y,9=0. 


Nah dem in Nro. 471 Bemerkten nehme man nun bie nad) x und z 
abgeleiteten Polynome der erften Seite diefer Gleichung, fege darin x’ und 
z2' fürx und z, und bezeichne ſie nach diefer Subftitution mit X’ und Z’, 
fo erhält man ald Gleichungen der Tangente an dieſen Durchſchnitt 


X’ 
yey, mn an). 
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Um jebt einen mit yz parallelen Schnitt zu erhalten, fee man in 

ber Steihung [1] x = x; dieß gibt 
_ . :  F@,yD2)=d. 

Nimmt man nun die nah y und z abgeleiteten Polynome des Poly⸗ 
noms F (x’, y, 2), und fegt darin y’ und z’ für y und z, fo ift offenbar 
das zweite ein anderes, als die ſchon gefundene Größe zZ’. Bezeichnet 
man dad erſte mit Y’, dann erhält man für die Tangente an deu neuen 
Durchſchnitt die Gleichungen | 


y’ 
xer!, = — 7 (v—Y). 


Die Gleichung der Berührungsebene hat die Form 

AG—) +BGy—-y)J)+Ca—)= 
Damit nun bie erfte Tangente in ihr enthalten fe, muß A = T 
und damit fie die zweite enthalte, B = * fein. Somit erhaͤlt man wie 
oben (Nro. 658) 


[4] Va—r) + Yg-y)-+rZ a) = =0, 
al? Gleichung her Berührunggebene. 


660. Die Gleichung der Berührungsebene läßt ſich auch in folgen- 
der Form ausbrüden, 
[5] . Xxı+-Yy+Zı=\V, 
wenn man zur Abkürzung 
v’ — Xx- Yy + Z'z' 


feßt; wobei fid) bemeifen läßt, daß V’ immer auf eine Function von x’, y’, 
z' reducirt werben kann, bie um einen Grab nieberer ift als F (x, y, 2). 


Zu diefem Zweck bemeifen wir zuerft folgenden Sag: 


Lehrſatz. Addirt man zu einemnahx, y, zhomogenen 
Bolynom die davon abgeleiteten Bolynome, nachdem fie 
vorher beziehungsweiſe mit x, y, z multiplicirt wurden, 
fo erhält man wieder das urfprünglide Polynom, mulr 
tiplicirt nah bem Grad der Homogeneität. 


Ein Polynom heißt homogen nad x, y, z, wenn die Summe der 
Erponenten dieſer Buchſtaben in jedem Gliede glei groß iſt, und biefe 
Summe heißt ber Grad der Homogeneität. 
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Es ſei nun 
u Avyut 4 Auer Huf 
ein bomogenes Polynom, in welhem Summen p+q+r, p’-Hy/+tru.f.w., 
je glei m find. Bezeichnet man die abgeleiteten Polynome mit A, u, 7, 
fo iſt u 
2 = pArAygr ı ,..., u = qArpyıir + ...., 


v=rArPyuti-..... 
und hieraus läßt fi obige roh leicht ableiten; denn offenbar tft 
ax Tytn=(p+g+nArPyg’—....=mu. 


Nehmen wir jet an, die Summe der Glieder vom mten Grabe in 
F (x, y, 2) feiu, die der Glieder vom m—iten Grade u’, und fo fort, 
jo iſt 


F&y2J)=u+W+u"+....=0. 


Nennt man die von F (x, y,z),u,w,... abgeleiteten Polynome 
XY 2 wur W,wW,97;5...; fo erhält man offenbar 


X\=-i+N+...., Y=utW-+..., Z=r/+.... 


Segt man daher V= Xxı + Yy- Zz, fo tft 
vV=Qh+sy+m)+Qaxı+uUy+rD)-+...., 
oder au, zufolge des Kehrfages über die homogenen Polynome 
V= mu + (m— 1)" + (m—2) u” +... 


Die gegebene Gleichung F (x, y, z) = 0 gibt aber _ 
 0=mu+tm’—+m”-+..., 
und zieht man dieſe Gleichung von der vorigen ab, fo bleibt 
Ä V= — u — ?2u” — 30” — 
Nun iſt offenbar biefe legte Function nad x, y,z höchftens vom 
m — iten Grade; alfo Fann die Function V’, die nichts anderes ift, als 


bie vorige, wenn barin x’, y’, 2 für x, y, 2 gefeßt wird, auch nahx’,y', 
z' höchftens vom m-—iten Grade fein. 


661. Nehmen wir jeßt den Fall, mo die Berührungsebene durch 
einen außerhalb ver Fläche gegebenen Punkt gelegt werben fol. Es feien 
x’, y’, 2” die Coordinaten dieſes Punftes, und x’, y’, z’ die des Berüh- 
rungspuntteß: nun bat man zur Beſtimmung biefer drei Unbefannten 6108 
bie beiden Gleichungen: 

[6] F (X, y, %) =, . 
[7] X'yr + Yy' + Z’z’' — V, 


. 
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von denen die eine ausdrückt, daß der geſuchte Punkt auf ver Fläche: liegt, 
und die andere, daß die Berührungsebene durch den gegebenen Punkt seht. 
Alſo iſt die Aufgabe im Augemeinen eine unbeſtimmte. 


662. Es iſt jedoch zu bemerken, daß die Aufgabe einer beachtungs⸗ 
wertben Bedingung unterliegt, die durch Feine Gleihung ausgedruckt werben 
fann, daß nämlich die Werthe x’, y’, 2’ reell fein müſſen. Dadurch findet 
man in gewiſſen Fällen, daß die Aufgabe eine beflimmte, oder auch uns 
mögliche iſt. Es handle ſich 3. B. von der Fläche, deren Gleichung 


PıR+@+r+ı44=0 
ift, und bei welcher tie Berührungsebene durch den Urfprung gehen foll, 
In diefem alle fieht man leicht, daß die Gleichung [7] fih in 


x? +2? +2ı +27. +2=0, 
oder auch in 


++ +N=0 
verwandelt, und viefer To kann durch reelle Werthe nur genügt werben, wenn 
man x’ =, — 1, 2 — — 1 fett. Dann gibt die Gleichung der Fläche 


— N? 3; aljo findet nur eine einzige Berührungsebene ftatt. 


Wollte man an die Kugelfläche durch einen Punkt innerhalb derfelben 
eine Berührungsebene legen, fo würde fich herausftellen, daß die Gleichungen 
[6] und [7] keine Auflöfung mit reellen Werthen ergeben. | 


663.. Nach der in Nro. 660 über V’ gemachten Bemerkung ift 
offenbar die Gleichung [7] nad x’, y’, z’ um einen Grad niederer als bie 
Gteihung [6] > folglich Fann man fagen, der geometrifhe Ort aller Be⸗ 
rührungspuntte fei der Durchſchnitt der gegebenen Fläche mit einer Fläche 
vonniederer Ordnung. Diefe Eigenfchaft erfcheint indeſſen, von einem andern 
Gefichtspunkt aus betrachtet, noch von größerer Bedeutung. 

&3 fei R (Big. 41) der außerhalb ver Fläche gegebene Punkt, und 
MA tie betreffende Schnittlinie: betrachten wir nun den Kegel, der dur 
die vom Punkte R an diefe Linie gezogenen Geraden gebildet wird, und 
beweifen, daß derſelbe um die gegebene Fläche umſchrieben ift, d. h. 
daß er in jedem Bunft der Curve MA mit diefer Fläche dieſelbe Berührungs« 
fläche hat. - 

Man nehme auf MA einen beliebigen Punkt M und ziehe die Gerade 
MR, vie eine Erzeugungslinie des Kegels iR und offenbar im Punkte M 
in der Berübrunggebene liegt. Auf den Kegel ziehe man eine beliebige 
durch diefen Bunft gehende Curve MA’ und eine Gerade RN, die ver RM 
beliebig nahe kommen kann; durch die Punkte N und N’, mo die Gerade 
bie Curven.MA und MA’ trifft, ziehe man bie Secanten Me und Ma’. 
Hierauf drehe man die Gerade RN fo um den Punkt R, daß der Punkt N 
auf der Gurve MA immer näher an M rictt. Während diefer Bewegung 
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bleibt die Gerade immer auf dem Kegel, der Punkt N’, wo file die Curve 
MA’ fchneidet, nähert fi auch immer mehr dem Punkte M, und die beiden 
Secanten bleiben fortmährend in einer und verfelben Ebene mit RM; deß⸗ 
halb werben die Linten M& und Ma’ im nämlichen Augenblick beziehungs- 
weife Tangenten an den Gurven MA und MA’, und liegen aud) dann noch 
in derfelben Ebene mit RM. Diefe Ebene tft aber eine Berührungsebene 
an der gegebenen Bläche, da fte die Tangente an ver Curve MA und die tn 
diefer Berührungsebene liegende Gerade RM enthält; ferner ift fie auch eine 
Verührungsebene an. dem Kegel, denn fle enthält die durch M an alle 
Curven, die fih durch diefen Punkt auf bem Kegel beſchreiben laffen, gezo⸗ 
genen Iangenten. Somit fann man ald erwiefen annehmen, daß bie 
Berührungdcurve einer gegebenen Fläche mit einem um 
fie befhriebenen Kegel immer auf einer Fläche Liegt, die 
von niederem Grade ald die gegebene tft. 

Folglich iſt die Berührungdlinie eined umſchriebenen 
Kegels mit einer Fläche vom zweiten Grade eine ebene. 


GBA. Die Normale an eine Fläche iſt die Senkrechte, welche 
im Berührungspunkte durch die Berührungsebene geht. Die Berührungs- 
ebene wurde gefunden, ohne über die Coordinaten-Winkel eine nähere Bes 
flimmung vorauszufegen; um indeffen die Gleichungen der Normale ein- 
facher zu erhalten, nehmen wir rehtwinklige Axen an. Dann ergeben fi 
leicht (Mro. 576) als Gleichungen der Normale 


[8] 2 (x—x) = X(2—7), Z(y—y) = Ya—r’). 


Berührnngsebene am den Slähen zweiter Ordnung. 


663. Um bie vorigen Refultate auf die zweite Orbnung anzu⸗ 
wenden, nehme man zuerft die allgemeine Gleichung 


[A]  Ax® + A’y? + A”’z2 + 2Bıy + 2B’xz + 2B”yz + 20x 
+2C0y+2C’z+F=0. 
Für diefen Fall tft J 
X = 2(Ax -4 By - Bꝛ 4 0), 
Y = 2(A'y + Be +B’7-+C), 
z —_ 2(A'z’+ B’y’ 4 B’y+ C”), 
— V 20 +Cy+0C’’+P; 
und fomit verwandelt ſich die Gleichung der Berührungsebene (Nro. 660), 
nachdem fle zuvor durch 2 dividirt worden, in 
[1] (Ax’-+-By’+-B’z’+C) x + (A’ y+BX+B’z+HO)y 
+ ( "-B’x’--B”y/-+C”) z+Cx'+C’y’+C”z2’+F —=0. 
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Hat die Fläche einen Mittelpunkt, fo wird ſie dargeſtellt durch die 
Gleichung 


IE] PR HP? PH; 
dann heißt die Gleichung der Berührungsehene 
[2] PRı+Pyy+-Pfrz=H 


Sat die Fläche keinen Mittelpunft, fo laßt ſich ihre Gleichung in bie 
Form bringen 


[F] P’y? + P'z? = 20x, 
und die Gleichung der Berührungsebene heißt dann hlos 
[3] Pyy+P’rz = Q(i+r). 


6866. Zur beftimmtern Darftelung wollen wir im Kolgenden nur 
das Ellipjoid betrachten, dabei jedoch die Kolgerumgen allgemein ausdrüden; 
denn es ift leicht einzufehen, daß ſie auch für die Hyperboloide gelten, wenn 
man die Quadrate der imaginären Durchmeſſer negativ nimmt ; ſowie für 
pie Paraboloide, wenn man bei biefen Flächen einen in unendlicher Ent« 
fernung liegenben Mittelpunkt annimmt. 


Nehmen wir für das Ellipſoid die Gleihung 
2 yo 22 

[pl 22 ar b? r5 mh 

wo. a,b, c drei eomfugirt halbe Ourhmeff find; nun if Die Gleichung 

der Berührungsebene 


[4] 


= 


1% = 1. 
Zieht man u ben —— einen Durchmeſſer, deſſen 


Gleichungen x= -; 2, Y =7 z find, fo heißt die Gleichung der 
eonjugirten Diametral-Ehene (Nro. 630) 


xx, yy, zz 
typ ram 


Alſo tft die Berührungsebene im Endpunfte eines 
Durchmeſſers mit der conjugisten DiametralsEbene biefes 
Durchmeſſers parallel. 


667. Um die Spur der Berührungsebene auf der Ebene xy zu 
finden ; ſetze man in je z = 0; dann ergibt no 
JJ 'y 
_ j T 2 = 1. 
31 * 
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Diefe Gleichung kann ſich nun offenbar nicht verändern, wenn auch 
für c und z’ andere Größen und ſelbſt eine andere Richtung angenommen 
werden, wenn nur bie Nänge ober bie Richtung der Linien b,x’,y' 
feine Aenderung erleidet. 


Werden daher mehrere Flächen der zweiten Ordnung 
durch eine gemeinfhaftlihe Diametral-Ebene in verfelben 
Gurve gefhnitten, und man ziebt in jeder Fläche durch 
einen beliebigen Bunft diefer Ebene die mit ihr conju— 
girte Sehne: fo treffen alle Berührungsebenen, die in 
den Endpunften diefer verfhiedenen Sehnen conftruirt 
werden, die Diametral-Ebene in der namliden Spur. 


668. Sept man in ter Gleichung [4] zugleich y — O, und 

2=0;, fi 
. a? 

x — 7 ı 
meldher Werth nur a und x’ enthält. Somit kann die Länge. und die Rich⸗ 
tung von b, c, y’, 2’ fi verändern, ohne daß diefer Werth eine Aenderung 
erleidet. 

Haben alfo Fläden der zweiten Ordnung einen ge⸗ 


« 


meinfchaftlihen Durdhmeffer, und man legt durd einen: 


Punkt desſelben in jeder Fläche eine conjugirte Ebene, 


welche die Fläche ineiner Curve fchneidet, diejenen Punkt 


zum Mittelpunft hat: fo werden die Berührungsebenen, 
die in allen Bunften diefer concentrifhen Curven an den 
Flächen tonftruirt werden, von. dem gemeinfähftlidhen 
Durhmeffer in vemfelben Punkte. gefehnitten.- 


669. Betrachten mir nun den Ball, mo es ſich darum handelt, 
an eine Fläche der zweiten Ordnung durch einen außerhalb derfelben Tiegen= 
den Punkt eine Berührungdebene zu legm. Nimmt man dabei wieder das 
durch die Gleichung [p] ausgedrückte Ellipſoid, und bezeichnet tie Coordi⸗ 
naten des gegebenen Punktes mit x”, y”’, 2”, und bie des Berührungs⸗ 
punftes mit x’, y’, z’, fo erhält man zwifchen diefen drei Unbekannten bie 
beiden Gleichungen 


| X? It ,g2 

Br treten 
x" yy,.z 

6 rt 


Betrachten wir x’, y, z’ al8 DVeränderliche, fo ſtellt die zweite Glei⸗ 
chung eine Ebene vor, und der Durchſchnitt dieſer Ebene mit der Fläche 
gibt den geometriſchen Ort der Berührungspunkte. Dieſer Durchſchnitt 
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läßt fih auch als bie Bafis eines um die Fläche: beſchriebenen Kegels be⸗ 
trachten, deſſen Spitze in dem gegebenen Punkte liegt (Nro. 663). 

Zieht man durch den gegebenen Punkt den Durchmeſſer, und nimmt 
die conjugirte Diametral-Ebene dieſes Durchmeſſers, fo zeigt fich fogleich, 
daß fie mit der Ebene der Gleichung [6] parallel if. 


Man fege.in der Gleichung [6] 2’ — 0, fo if 


xx ' 

ar FH u 
und dieſe Gleichung muß, da ſie z'' nicht enthält, bei jeber Lage des ges 
gebenen Punktes immer dieſelbe Gerade enthalten, wenn nur der Punkt 
auf einer mit der Are der z parallelen Linie liegt; denn x’ und y’ ändern 
ſich nicht; dabei ift es geflattet, diefe Are parallel mit einer-beliebigen Ge— 
raden anzunehmen, wodurch die Ebene xy zur conjugirten DiametralsCbene 
ber mit diefer Geraden parallelen Sehnen wird. . 


Sekt man in berfelben Gleichung [6] y= 0 und 2 = 0, ſo iſt 
2 
— * welcher Werth ſich nicht ändert, wenn ſich der gegebene Punkt 


in einer mit ber Ebene yz parallelen Ebene bemegt; auch ift zu bemerken, 
daß diefe Ebene yz mit einer gegebenen Ebene parallel werden kann, und 
dann die Are der x der mit diefer Ebene conjugirte Durchmeffer fein muß. 


Faffen wir das Vorige zufammen, jo ergibt fih folgender Lehrſatz: 


Die Berührungscurve eined Kegels mit einer Fläche 
der zweiten Ordnung bildet einen der Schnidte, die mit . 
dem: durch Die Spige des Kegeld gehenden Durchmeſſer 
eonjugirt find. Bewegt man die Spitze des Kegeld auf 
einer gegebenen Geraden, fo liegt die Ebene jener Curve 
fortwährendin einer und berfelben Geraden, die zugleich 
in der DiametralsCbene liegt, welche mit den der gege— 
benen Öeraden parallelen Sehnen conjugirt if. Bewegt 
man endlich die Spitze des Kegeld auf einer gegebenen 
Ebene, fo ſchneidet die Ebene der Berübrungdcurve den 
Durkhmeffer, der mit den parallelen Schnitten der gege- 
benen Ebene canjugirt ift, immer in demſelben Punkte. 


Fehrſatz von Monge. 


670. Lehrſatz. Die Spitze eines koͤrperlichen rechten 
Winkels, deſſen drei Seiten ſtets die Berührungsflächen 
an einer Fläche der zweiten Ordnung mit einem Mittel— 


? 
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puntt bilden, beſchreibt eine mit biefer Bräße concen⸗ 
trifhe Kugelfläche. 


- Diefer Lehrſatz, dem ein ähnlicher für die Curven ber zweiten Ord⸗ 
nung zur Seite ſteht, wurde von Monge aufgeſtellt, und von Poiſſon 
auf folgende Weiſe bewieſen: 

Die Gleichung des auf ſeine Hauptdurchmeſſer bezogenen Ellipſoids ſei 
52.2 
* ta =1. 


Sind x, y“, 2“; 1", y”,2”; x”, y”, 2" die Coordinaten ber drei 
Berührungspunkte, h Helfen bie Steigungen ver Berührtingdebenen 


ht +3 —4, 
[1] = +2 
7+% y'y I+ Eu 1. 


Da die Verührungspunkte auf dem Eliipſoid liegen, ſo iſt 
x’? y” 22 
g? +7 be + c? — —!, 
2 g’'? 
[2] | + b? +: zz =1 “ 
j m2 ma. Ui 
R er jr * — 1; 
a b e? 
‚ und da ferner bie Berührungseberien ſenkrecht auf einander ftehen, fo ift 
auch (Mro. 588) 


Alec: ie, 
03 


—C 
Per 








y’y' y'y' z’g' nn 
ry bi rd 
xx’ .yy” z’z’'' 
(3) DT zu er an 
" x’ x’ _y'y” j z’'z’’’ 
a* be ce 
Um die mit dem Durchſchnittspunkt der drei Ebenen befchriebene Fläche 
zu erhalten, müflen die neun Coordinaten x’, y’, ... ber Berührungs⸗ 


punfte aus [1], [2], [37 eliminirt werben. Obgleich die Zahl dieſer 
Gleichungen ungenügend ſcheint, fo ift die Elimination doch moͤglich und 
um ſie auf die einfachſte Weiſe auszuführen, ſetze man 
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x’? y” 202 1 
ste ram 
„2% 2 2 e 
Ä X y 2 1. 
[4 Try rap 
x’? y'? T — 1 
at bt KR?’ 


wo R, R’, R” Hilfsgrößen find, bie auch wieber eliminirt werden. Dann 
ift zu beachten, daß die Gleichungen [4] und [3] keine andere find, als vie 
Gleichungen [a] und [b] in Nro. 600, in welchen anftatt 


a, a, aA, b, b‘, b’, : c’,: c 
Rx Ay’ Rz’ Rx’ R’y” R'z" - R’y’". R’'y’’ R’'z' 
Te Sr Ber ae Tue 5 
gefegt wurte ; nimmt man daher tie nämlichen Veränderungen in den Glei⸗ 
chungen [c} und [d] verfelben Nummer vor, fo M au 
R?x’? + R’?x’’? 4 R’’?y’''? — af, 
[5] " R?y’? + R’2y'"2 + R’’2y’’"2 —'h#, 
A422’? + R’?y”? 4 RR — ch, 
R?x’y ' 4 R’%’y "„ + R’’2x’’'y m __ — 0, 
[6] R?x’z’ + R’?x’'zr' + R’’?y'''z „m __ —(, 
R’y’z’ + R’?y"z „ + R’?y Hz  __ — 0oO. 
Erhebt man num die Gleichungen [1] ind Quadrat, multiplicirt fie 


mit R?, R’?, R“?, und addirt fle hierauf, fo ergibt fh, wenn man zusleich 
die Relation [5] und [6] berüdfichtigt, 


P+yP+@=R-ROHRN. 


Addirt man aber die Gleichungen [2], nachdem fle zuvor mit R?, R’?, 
R’’? multiplicirt wurden, und rebucirt fie mittelft der Gleichung [5], fo 


erhält man | 
a? + h? + e? — R? + R’? + R’’2, 
alfo ift für x, y, z | 
[7]. PLN HR thbt+e, 
Um dieſes Nefultat auf das einmantelige Hyperboloid anzumenden, 
vermanple man c? in — c?; und für das Hyperboloid mit zwei Mänteln 
fege man — a? und — 5b? anftatt a? und b?. In feinem Fall ſtellt die 


Gleichung [7] eine andere als die Kugelfläche vor; alfo befchreibt die 
Spiße eines förperliden, rechten Winfelsac. 


. 


„ 


671. Die vorhergehenden Rechnungen ließen ſich mit leichten 
Abänderungen auf die Baraboloide anwenden; es ift jevoch einfacher, wenn 


488 1 Analytifche Geometrie im Raume. 


man amimmt, biefe Flächen Haben einen in unendlicher Entfernung liegen⸗ 
den Mittelpunft. Dann verwandelt fi die durch die Spige des körper⸗ 
lichen rechten Winkels beſchriebene Kugelfläche in eine auf der Are ſenkrechte 
Ebene, deren Lage zu beſtimmen iſt. Zu dieſem Zwei nehmen wir noqh. 
einmal die Gleichung 
.. x" y’ 2 . . 
[8] “ j 2 artp bh? +5 en =1, . 
bie je na dem Boneiien von z* ein Eflipfoid oder ein HBoperboloid mit 
einem Mantel darſtellt. Für die durch die Spitze des körperlichen Winkels 
beſchriebene Kugelfläche iſt 
[8] LP tete 
um aber den Urſprung in einen Enbpunft ver Are 2a zu verfegen, 
verwanble man x in x — a; made dann b? = ag, c?=ag, un 
nehme a == 00 an; nun verwagbeln ſich die Gleichungen [8] und 19] in 
folgende 


gatdq. 
2 


. * Die erſte gibt die zwei Barabofoibe, und die zweite zeigt, daß die 
Spige des Eörperliden rechten Winfeld eine Ebene 
beſchreibt. 


at dat Nearr— 1 — 


— 


— —— 


Meuntes Kapitel. ur 


r 


Yon den ebenen Vurchſchnitten bei Nachen der zweiten 
Ordnung. 


Verſchiedene Curven, die ans ebenen Schnitten entfliehen. 


672. Im fünften Kapitel wurden. die Flächen zweiter Ordnung 
nur durch Ebenen gefchnitten, die mit den Coordinaten-Ebenen parallel 
waren, meil man durd diefe Schnitte für jene Art von Flächen genügende 
Unterfcheivungsmerfmale erhielt. Um jedoch diefe Flächen näher Eennen zu 
lernen, ift e8 von Werth, alle möglichen Arten von Durchſchnitten zu 
unterfuchen. 


Betrachten wir zuerft die Flächen mit einem Mittelpunft, bie 


[E] Px? --Py?- P’z?—H 
zur Öleihung haben, und nehmen als fehneidende Ebene 
[1] x=ay-Pzr-+ e. 


Dur die Elimination von z erhält man für die Projeetion des Durch⸗ 
ſchnitts auf der Ebene yz die Gleichung 


2] @a®-HP/)y® + (P®? HP”) 2° + 2Paßyz 
+ 2?Paoy + 2Pßoz + Pe — H= 0. 
ge nachdem diefe Gleichung eine Elliyfe, Hyperbel oder Parabel vor⸗ 


ſtellt, iſt dee Durchſchnitt felbft eine Ellipſe, Hnrerbel oder Parabel; denn 
fie muß (Nro. 607) eine Linie der zweiten Ordnung fein, und offenbar kann 
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die Projection einer dieſer Curven keine der beiden andern geben. Vergleicht 
man nun bie Gleichung [2] mit der Gleichung 


Ay? +Bz +C®+ufm=0, 
und fucht die Größe B? — 4AC, fo erhält man 
B? — 4AC = — 4 (P’P”’ + PP’’a? + PP’). 


Sept man für « und 4 alle möglichen Werthe,. fo bleibt diefe Größe 
negativ, wenn die Fläche ein Ellipfoid ift; denn P, P’, P’” find dann 
poſitiv; da aber bei ven Hyperboloiden P’’ negativ ift, fo kann diefe @röße 
bier pofltiv, negativ oder Null werden: fomit gibt dad Elltpſoid, wenn e8 
von Ebenen gejhnitten wird, nur Ellipſen, während bie Syperboloide 
ſowohl Hyperbeln als Parabeln geben können. 


Da die Gleichung [1] Feine mit der Are ver x parallele Ebenen ent⸗ 
Hält, fo müflen diefe hier befonders betrachtet werden; ſie find aber in ber 
Gleihung y — yz + e enthalten; jegt man daher biefen Werth in [E], 
fo ergibt fich die Gleichung 
[3] Px® -- (P’,? + P’)z? + 2P’yoz + Pig? —H=0, 
aus welcher fich diefelben Kolgerungen, wie aus Gleichung [2] ableiten laſſen. 


673. Um ferner die Paraboloide durch Ebenen, die mit der Are 
ber x nicht parallel find, zu ſchneiden, eliminire man x aus den Gleichungen 


P>?:+-P'r?=?2%ıx, x=ay+ß+te, 
fo ergibt fi 
[4] P’y? + P’z? — 200y — 208z — 200 = 0; 
alfo ift der Durchſchnitt entweder eine Ellipſe oder eine Hyperbel, je nach⸗ 
dem P“ poſitiv oder negativ ift, d. h. je nachdem das Paraboloid ein 
elliptiſches oder hyperboliſches iſt. 


Iſt die ſchneidende Ebene mit der Are der x parallel, fo muß 
y=y2- o als Gleichung derfelben genommen werden; dann hat man 
als Projertion des Durchſchnitts 


(P’y? + P”) 2? + 2P’yoz + Pr? — 20x, 
welche Gleichung für jedes Vorzeichen von P” Parabeln gibt. 


67A. Um nun die Durifehnitte, Die aus parallelen Ebenen ent⸗ 
fteben, zu unterfuchen, nehmen wir an, &,ß, y behalte in ven vorigen 
Rechnungen biefelben Werthe und es verändere fih nur o: dann bleiben 
die Glieder des zweiten Grads in den Gleichungen der Projectionen unver= 
ändert, und fie behalten daher auch diefelben Verhältniſſe zu einander; 
folglich find (Nro. 485) die PBrojectionen ähnliche und ähnlich liegende 
Eusven (den Tal auögenommen, wo ſich Hyperbeln von entgegengefegter 


= 
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Richtung, wie in Fig. 42 ergeben). Daraus läßt fih nun leicht fhließen, 
dag die Durchſchnitte felbft dieſe Eigenichaft haben. 

Es feien (Big. 43) AC und A’C’ Curven, die in parallelen Ebenen 
liegen, und ac, ac’ ihre Profectionen auf eine gegebene Ebene: man 
nehme an, dieſe Brofectionen feien ähnlich und ahnlich liegend, und o und 
o’ ihre ähnlichen Mittelpunfte. Zieht man nun bie Radien⸗Vectoren 
0a,ob,oc... und ihre Parallelen 0’a’, o’b’, o’c’,..... fo ergibt ſich 
folgende Reihe von gleichen Verhältniſſen (No. 479) 

oa: 0a —=.ob: eb’ = oc: oc u. ſ. f. 

Nun feien OA, OB, OC die auf oa, ob, oc... .., und O’A’, O’B’, 
0’C ... die auf o’a’, o’b’, 0’... . projicirten Radien⸗Vectoren; 
da die Nadien OA .und O’A’ Dursfnitte parallefer Ebenen find, fo 
müffen fs felbft parallel fein, und es iſt auch leicht einzufehen, daß fie in 
demfelben Verhältniß wie ihre Profectionen zu einander ſtehen. Dasfelbe 
läßt fih von OB und O’B’, u. ſ. w. ſagen; daher ift ' 

OA: O’A = OB: OB’ —= 0C:0’C u. .f.; 
alfo find AC und A’C’ ähnliche und Ähnlich) Tiegende Curven. , 


Somit find die parallelen Schnitte einer Fläche der 
zweiten Ordnung ähnliche und ähnlich Tiegende Linien 
der zweiten Ordnung. 


. Befondere Fülle, wo die Schnitte Hyperbeln find. 
- Afymptoten- Regel. 


675. Betrachten wir noch einmal die Steigung ber Hyperboloide 


[P,] Px +Py? —P’?=+ H, 
und nehmen an, bie Ebene, welche die Gleichung 
[1] " x—=ey+tPz-+o 


bat, ſchneide die Fläche in einer Hyperbel. Verwandelt man in der Glei⸗ 
chung [2] von Nro. 672 P”’ in — P“, fo erhält man als Projection 
biefes Durchſchnitts 


[2] (Pa? + P’) y®? + (P8? — P”) 2? + 2Paßyz + etc. = 0. 


Denft man fih durch den Mittelpunft Mit den Aſymptoten dieſer 
Projection. Parallelen gezogen, fo fleht man im Allgemeinen leicht, daß 
biefe. Parallelen nur von den drei Gliedern des zweiten -Gradd abhängen, 
das heißt, daß fie gegeben find durch die Gleichung 


[3]  (Pa® + P/) y2 + (PB? — P") 2? + 2Paßyz = 0. 


| Bewegt fi nun bie fehneidende Ebene parallel mit fich felbft, fo än⸗ 
bern fih offenbar diefe Geraden nicht; deßhalb müflen die Aſymptoten ber 
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Projectionen , und fomit auch die der Durchſchnitte, parallel mit ſich 
felbfi bleiben. _ . 


Verſetzt man bie fehneidende Ebene in den Anfangspunft, fo ift ihre 
Gleichung 
[4] x=oy+ß,’ 
und bie beiden Gleichungen [3] und [4] Zufammengenommen, beflimmen 
zwei Gerade, die dur den Mittelpunkt gehen und mit den Aſymptoten 
der Durchſchnitte parallel laufen. Die Gleichung [3] läßt fich in folgende 
Borm bringen . 


P (ey + B)? + Py? — P'z?=0, 
und mittelſt der Gleichung [A] erhält man dafür 
Px? + P'y?.— P'2? =0. ” 


Diefe von @ und B unabhängige Gleichung ftellt einen Kegel dar, 
melcher der geometrifche Drt der Parallelen ift, die mit den Aſymptoten 
aller Hyperbeln, welche auf der Oberfläche conftruirt werden können, durch 
den Mittelpunkt gezogen werden; oder was dasſelbe befagt, er ift der geo⸗ 
metrifhe Ort der an alle hyperboliſchen Durchfehnitte durch den Mittelpunkt. 
gezogenen Afymptoten, und heißt deßwegen Afymptoten= Kegel. 


676. Diefe Benennung läßt ſich auch noch auf andere Weife recht« 
fertigen. Dan ziehe durch einen beliebigen Punkt P (Big. 44) der Ebene 
xy über biefer Ebene eine Parallele mit der Are der z, und bezeichne die 
Coordinaten der Punkte M und N, wo fie das Hyperboloid und den Kegel 
trifft, mit x, y, z und x, y, Z, fo iſt 
PX -Py?-H yı — Pr? + P'y 

— = ann, 


T — 








und fomit 
2? — z? — + H , 
Z-+z . P"” (Z-+42) - 


Angenommen, der Punkt P entferne fih vom Mittelpunfte O, und 
bleibe dabei auf der Geraden OR, fo müfjen offenbar x? und y?, und fomit 
aub Z und z beliebig wachen; alfo nimmt dann die Differenz; Z — z ab, 
und kann fo Flein gemacht werben ald man nur. will. 

Da diefe Differenz poſitiv iſt, wenn das Hyperboloid einmantelig ift, 
und negativ, wenn es zweimantelig ift, fo folgt daraus, daß der Aſymp⸗ 
toten⸗Kegel ganz zwiſchen biefen Blächen liegt. 


Z—ı= 


677. Der Afomptoten= Segel bietet ſich auch dar, wenn man die 
Durchſchnitte der Hyperboloide mit den durch den Mittelpunkt gehenden 


— 
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Geraden bereihnet.: Die Gleichungen einer ſolchen Beraten find x = dz, 
y= ö'z, und durch ihre — mit a J erhält man 


25* Ver Ps? er pP” 


Nun kann man offenbar für 5 und 6’ ſolche Werthe annehmen, daß 
ber Nenner P5? + P’8’? — P’’ nach Belieben poſitiv oder negativ ober 
Null wird; es gibt alfo in jedem Hyperboloid begrenzte reelle, fowie ima⸗ 
ginäre und unbegrenzte Durchmeſſer. 

Je nachdem dad Hyperboloid einen oder zwei Mäntel hat, erbölt H 
verſchiedene Vorzeichen, woraus folgt, daß die imaginären Durchmefier der 
einen Fläche die reellen Durchmefler der andern find. Die unbegrenzten 
Durchmefier find für beide dieſelben. 


Für die letztern Durchmefler nn Ä 
| Ps? +- Pi? — P" = 0, 
und eliminirt man oͤ und 6’ mittelft der Sehne x oô⸗ und y dr, 
ſo ergibt ſich als geometiſcher Ort der unbegrenzten Durchmeſſer 
Px? + Py?— P’z?=0, - 
welches die Gleichung des Aſymptoten⸗Kegels iſt. * 


678. Ein hoperboliſches Paraboloid kann auch in Hoperdeln ge⸗ 
ſchnitten werden; die Gleichung desſelben iſt 


P’y? — P''z? = 20x; 
und bei der Geränberung von P” in — P’ in der Gleichung [4] von 
Nro. 673 zeigt ſich ſogleich, daß die durch den Urfprung mit den Aſymp⸗ 
toten dieſer Hyperbeln gezogenen Parallelen die Gleichungen haben 
p’’ . 
y„-=+ ⸗ Fr’ 


Diefe Wertbe find von « und 4 unabhängig und beweifen, daß bei 
allen hyperboliſchen Schnitten bie mit den Aſymptoten parallelen Linien zum 
‚ geometrifhen Ort zwei Ebenen haben, die mit den Durchmeſſern der Flaͤche 
parallel find. 


679. Es find hier gewiſſe Formen von Gleichungen zu beachten, 
- in welchen die Hyperboloide und byperboliſchen Paraboloide ſich darſtellen 
laſſen. 


* Wird ein Hyverboloid auf drei beliebige Darchmeſer bezogen, g bat ihre 
Gleichung die Form Pxꝰ + P' y?+ P'z? Sxy +Sxz. + S'y2=G, 
und bei der Anwendung der vorigen Rechnung zeigt ed ſich, daß man nur 
Null für @ feben darf, um den Aſymptoten-Kegel zu erhalten. 
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4) Jedes Hyperboloid läßt fi) auf irgend drei feiner unendlichen 
Durchmeſſer beziehen; dann müſſen die Durchſchnitte der Fläche mit ben 
Goordinaten Ebenen Hyperbeln zwiſchen ihren Afymptoten fein, und deß⸗ 
halb darf die Gleichung der Fläche weder die erflen, noch die zweiten Potenzen 
der Beränderlihen enthalten, alſo lafjen fi die beiden Hyperboloide in 
einer Sleihung wie Sxy 4 S’xz + S”yz = G auöprüden. 


2) Werden bloß die y und z auf zwei unendlichen Durchmeflern ge= 
nommen, und man läßt den Urfprung im Mittelpunkt, und die x auf dem 
conjugirten Durchmeffer der mit der Ebene der beiden erſten Durchmeſſer 
parallelen Schnitte, fo muß die neue Gleihung, wenn man die Fläche durch 
Ebenen, die mit der Ebene yz parallel find, ſchneidet, Hyperbeln zuifchen 
thren Nfymptoten ergeben, und da außerbem der Urfprung im Mittelpunkt 
liegt, fo läßt ſich leicht fchließen, daß die Hyperboloide ebenfalls eins Gleis 
hung von der Korm Rx? + Syz — G haben. 


3) Wir Haben in Nro. 624 gefihen, daß das hyperboliſche Para⸗ 
boloid, deifen Gleihung F’y? — P’z? = 20x ift, von der. Ebene yz 
in zmei geraden Linien gefchnitten wird, und daß die parallelen Durchſchnitte 
Hyperbeln find, deren Mittelpunfte auf den Durchmeffern der x liegen, 
und deren Aſymptoten mit diefen Geraden parallel laufen. Aendert man 
nun die feitherigen Aren ver y und zZ, und ſetzt dafür biefe zwei Geraden, 
ſo läßt ſich nad diefer Umformung leicht erfennen, daß das hyperbolifche 
Paraboloid die reducirte Gleichung Syz — Rx = 0. erhalten muß. 


GSeradlinige Schnitte des Yyperbolsids mit einem Mantel, 


680. Auf dent einmanteligen Syperboloid läßt ſich durch jeden 
Punkt ein Durchmeffer ziehen, und die Bläche auf drei conjugirte Durch⸗ 
mefler, zu denen biefer gehört, beziehen. Dann heißt ihre Gleichung 

N | > yo 2? | 
[p’] | arnramt 


Angenommen, jener erſte Durchmefjer liege auf y, und es ſei y=b, 
fo if | 
[1] | x +: 2 _ 


woraus folgt, daß man * jeden Punkt auf dem Hyper—⸗ 
boloid mit einem Mantel zwei Gerade ziehen kann. 


Die Ebene dieſer Geraden if eine Berührungsebene am Hyperboloid, 
weil fie mit der Diametral-Cbene parallel ift, die mit dem Durchmeſſer, 
der in den betreffenden Punkt auf der Fläche trifft, conjugirt il Mro. 666). 
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Daß dieß der Fall fein müfle, ift indeſſen ſchon daraus Har, weil diefe 
. Geraden felaft ihre Tangenten find, und deßhalb in ber Berührungsehene 
liegen müffen. 


681. Betrachten wir auf ber Fläche eine beliebige Ellipſe ABC 
(Big. 45), die in einer durch den Mittelpunkt O gehenden Ebene liegt und 
Oz als conjugirten Durchmefler hat. Man ziehe durch alle Punkte dieſer 
Ellipſe die Tangenten AG, BH,..., und mit OZ die Parallelen AD, 
DE, ... Nad dem Vorigen liegen die beiden Geraden des Hyperboloids, 
bie duich den Punkt A geben, in der Berührungsebene DaG, und die 
Gleichung [1] zeigt, daß fle in Beziehung auf die Linie AD auf entgegen- 
geſetzten Seiten liegen. 


Zur leihtern Veranſchaulichung ftelle man fih vor, man bewege ſich 
in der Richtung ABC um dad Hyperboloid. herum; dann laſſen fih auf 
biefer Fläche zwei Syſteme von Geraden unterfheiden,. von denen daß eine 
aud den Linien AP, BQ,..., die nad oben von den Parallelen AD, 
BE,... rechts liegen, und dad andere aus den Linien AP’, BQ’... 
befteht, die nad) oben von tenfelben Parallelen links liegen. Iſt das 
- Öyperboloid eine Umdrehungsfläche, ſo bilden die Geraden des erſten Syſtems 
denſelben Winkel mit der Are, wie die des zweiten, und die Fläche kann 
dann durch die Drehung einer Geraden auf zwei verſchiedene Arten erzeugt 
werden. 


682. Man betrachte nun zwei beliebige, zu demſelben Syſtem gehörige 
Gerade, AP, BQ, und ziehe durch den Durchſchnittspunkt der Tangenten AG 
und BH parallel mit Oz die Gerade SGS’, welche das Hyperboloid in S und 
S’ trifft. Die Linie SGS’ ift der Durchfchnitt ver Berührungsebenen DAG, 
EBH, und menn die beiden Geraden AP und BQ, die beziehungsmelfe in 
biefen Ebenen liegen, . zufammentreffen, fo fann dieß offenbar nur auf der 
Linie SS’ geſchehen. Da aber AP durch den Punkt S, und BQ durch S’ 
geht, fo können diefe Geraden nicht zufammentreffen. Dagegen ergibt fi 
aus denfelben Folgerungen, daß zmei Gerade von verfchiedenen Syſtemen, 
wie AP und BQ’, die SS’ in demfelben Punkte S treffen. 


Alfo treffen ſich überhaupt zwei Gerade in demfelben 
Syſtem niht, und zwei Gerade verſchiedener Syſteme 
treffen ſich immer. 


883. Die Gleichung [1] zeigt, daß die Geraden, welche man auf . 
dem Hyperbofoid mit einem Mantel durch jeden Punkt desfelben ziehen kann, 
mit den Afymptoten der Durchfchnitte parallel laufen, die mit der Ebene 
diefer Geraden parallel find; daraus folgt, daß alle auf dem Hyper⸗ 


496 "II, Analytiſche Geometrie im Raume. 

Holoid liegenden Geraden, wenn man fie parallel mit ſich 
ſelbſt in den Mittelpunft verſetzt, genau auf den Aſymp⸗ 
toten⸗Kegel fallen. 


SA. Betrachten wir noch drei Gerade desſelben Syſtems, wie 
AP, BQ, CR, und nehmen für den Augenblick an, ſie ſeien mit einer und 
derfelben Ebene parallel. Würde man fie, parallel mit ſich felbft, in ven 
Punkt O verfegen, fo würben fie in dieſelbe Ebene fallen; folglich hätte 
man auf dem Afymptoten= Kegel drei in derfelben Ebene liegende Erzeugungs⸗ 
Iinien. In diefem Balle würde man, menn diefer Kegel von einer mit der 
Ellipſe ABC parallelen Ebene geichnitten würde, drei Punkte in gerader 
Linie erhalten, mad unmöglich ift, da diefer Durchſchnitt eine Ellipfe ift. 
Drei Gerade von demſelben Syſtem find alfo mit einer 
und berfelben Ebene nie parallel. 


> 


655. Nehmen wir In einem Syſtem drei beliebige Gerade, und 
betrachten fie als feft in dem Raume. Nun läßt fich durch jeden Punkt der 
erften eine Gerade ziehen, welche die beiden andern trifft; denn legt man 
durch diefen Punkt zmei Ebenen, von denen die eine durch die zweite, die 
andere durch die dritte Linie geht, fo ift die Durchfchnittälinie diefer Ebenen 
die gefuchte Gerade. Eine Gerade läßt ſich alfo fo fortbemegen, daß fie immer 
durch die drei feften Linien geht; und offenbar muß fie in ihren verſchiedenen 
Lagen nach einander mit allen Geraden des andern Syſtems zufammenfallen. 
Das Hyperboloid mit einem Mantel ann alfo durch eine 
Gerade erzeugt werden, die fih an drei feften Geraden, 
die nicht mit derfelben Ebene parallel find, hinbewegt. 


Datei ift Far, daß man die drei Tirectricen auf unendlich verfchienene 
Weiſe in jedem beliebigen Syſtem wählen fann, voranögefegt, daß fie alle 
demſelben Syftem angehören. 


686. m bei einem Hyperboloid mit einem Mantel, beffen 
Gleichung , 
x? 3 22 
[p’]' 5 +, — mi 


ift, die Gleichungen der Erzeugungslinien jede Syſtems zu finden, fchreibe 
man tie Gleichung [p’] in folgender Weife 


(- +1) (£— 1)= (+3) (2): 
Diefer Gleichung wird offenbar Genüge geleiftet, indem man entmeber 
[2] + t=a (+) mi-1=2(-}), 
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gber indem män 
41-8 EN m Trı- IN 
13] ‚ !I!=?Gt+)) und ‚+r1=,G- 5) 
feßt, mo « und 8 zwei unbeflimmte Größen find, denen man alle mög« 
lihen Werthe.geben kann. Aus ven Gleihungen [2] ergeben fi die Er⸗ 


- zeugungslinien der Bläche, welche dem einen, und aus den Gleichungen [3] 
die, welche dem andern Syſtem angehören. - 


687. Diele Unterfuhung läßt fich noch auf andere Weife führen. 
Man nehme die Gleihung einer beliebigen mit z parallelen Ebene. 
[4] =ax-+P, 
und eliminire y aus[p’] und [4], fo erhält man 

23 ?,? . . 
[5] . x — (b? + a?«?) x? + 2atapx 4 ad? — a?b?, 
welche Gleichung den Durchſchnitt des Hyperboloids und der Ebene, auf bie 
Ebene xz projicirt, darftelt. Um vielen Durchſchnitt auf zwei gerade Linien 
zurüdzuführen, müfjen die Werthe für z den erften Grad von x enthalten, 
ber zweite Theil der Gleichung muß aljo ein Quadrat fein, weßhalb die 
Beringung ftattfinden muß | 
ata?f? — (b? 4 a°ı?) (a?8? — aꝰpꝰ). 

Daraus ergibt ſich B = Vb? + a?a?, wo der Wurzelwerth das 

Doppelte Vorzeihen + bat. So beflimmt gibt die Gleichung [5] wirklich 


zwei Werthe des erften Grads, und wenn man fie nach einander mit der 
Gleichung [4] verbindet, fo erhält man 





y=ea-+ Varel, yz{ax-+ Vbt-ate?, 
„—° (x Vb 'tata? + at). 1— — c xJ b?+a?a?+a?«) 
— 5d — — 4d — 


Dieſe beiden Syſteme von Gleichungen, in welchen © unbeſtimmt iſt, 
entſprechen den beiden Syſtemen von Geraden auf der Fläche. Offenbar 
würde man die Eleichung des Hyperboloids erhalten, wenn man aus den 
beiden Gleichungen von irgend einem der zwei Syſteme « eliminirte. 


Verwandelt man c in /— 1, fo finden tie vorigen Nefultate auf 
das Ellipfoid, und vermandelt man außertim a in aa/_- 1 und b in 
DV Z1, auf dad zweimantelige Hyperboloid ihre Anwendung. Dann 
find aber dieſe Reſultate imeginär; alfo laffen fich dieſe beiden Flächen durch 
feine gerüde Linie erzeugen, was ſchon a priori einleuchtend ift. 


GSS. Es ift noch zu beweiſen, daß alle Flächen, welche burd eine 
gerade Linie erzeugt _merden, bie an drei feften, mit derſelben Ebene 
nicht parallelen Linien hingleitet, Hyperboloide mit einem Mantel find. 
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Vorerſt ift zu bemerken, daß man durch jede diefer Geraben zwei mit 


‘den beiden andern Geraden beziehungsweife parallele Ebenen legen Eann, 


und fo ein Parallelepiped erhält, das diefe drei Geraden zu Kanten bat. 
Angenommen FF’GH (&ig. 46) fei diefes Parallelepiped, und FF’, GG’, 
HH’ vie drei Directricen. Nun ziehe man durch den Mittelpunft O dieſes 
Barallelepipeds mit diefen Linien drei Parallelen Ox, Oy, Oz, und nehme 
fie als Coordinaten⸗Axen x, y, z, und feße noch 


FF=?%, GG =?2, H — 2h. 
Mit diefen Annahmen find die Gleichungen ber drei Directricen 


w ‚J >85 . 15* ‚x=f 
für FF =: für GG BE für HH en 


Die Gleichungen ber Srdugungetini feien 
x=ate, y-Rh+P; 
die Größen &, «’, 6, 6 müffen von den Gleichungen, weldhe ausdrücken, 


daß diefe Linie die drei Erzeugungdlinien trifft, abhängig gemacht werden; 
biefe Gleichungen find aber, wie man leicht findet, 


B=e— At, tat, 5. 


144 





Nun darf man nur no a, a’, ß, 8’ aud diefen Gleichungen und 
denen der Erzeugungslinie eliminiren, um zwifchen den Coordinaten x, y, 2 
eines beliebigen Punfted der Fläche, die durch die Fortbewegung diefer - 
Linie an den drei feften Geraden erzeugt wurde, eine Relation zu erhalten. 
Aus den vier erften Gleichungen erhält man aber 


— u thx 3 8 go gethy. 
— 0 z—h 7" zu’ z Ch’ 
und ir man diefe Werthe in die fünfte Oleihung, fo ergibt fich nach vor⸗ 
genoimmener Reduction 


hxy 42 gxz + fyz + fgh = 0. 


Alſo gehörk vie Fläche zur zweiten Ordnung, und ihr Urſprung Tiegt 
im Mittelpunkt. Außerdem zeigt ſchon ihre Erzeugung, daß fie ftetig fort⸗ 
geht und unbegrenzt ifl, und daß fie weder ein Cylinder noch ein Kegel ift; 
alfofannfienur ein Hyperboloid mit einem Mantel fein. 





. Geradlinige Schnitte des hyperboliſchen Paraboloids. 


689. Auch auf der Fläche des hyperboliſchen Bara- 
boloids laſſen ſich durch jeden Punkt derſelben zwei 
Gerade ziehen. 
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Denn nimmt man einen beliebigen Punkt diefer Fläche als Urfprung, 
fo fann man ihrer Gleichung tie Form geben 


[0] P'y? — — P'z? — 20x, - 
woraus hervorgeht, daß die Ebene yz bie Flaͤche in zwei Geraden 
ſchneidet, die 


yvP'= + ıyP" 
zu Gleihungen haben. 


690. Don den Geraden der Fläche ift feine mit einer Diametral- 


Ebene parallel, denn alle Dinmetral-Ebenen find mit der Are der x parallel 
(Nro.636), und folde Ebenen ſchneiden die Bläche In Barabeln (Nro. 673); 


daraus folgt nun, daß alle Geraden der Fläche diefe Parabel treffen. Es 
fei nun ABC (Fig. AT) eine dieſer Parabeln; man ziehe durch alle Punkte 
derfilben Tangenten AG, BH, ..., und parallel mit den Sehnen, die der 
Dianetral-Ebene ABC conjugirt find, die Geraten AD, BE.... Die 


beiden Geraden des Baraboloidg , die durch den Punft A gehen, Liegen in 


her Berührungdebene DAG und zwar in Beziehung auf AD auf entgegen- 
gefegten Seiten derſelben; und von den Geraden der Fläche, melde durch 
jeden andern Punkt ver Curve ABC gehen, laßt ſich eine analoge Bemer⸗ 
fung machen. Daraus ergibt fich die Unterſcheidung dieſer Geraden in 
zwei Syſteme, und es läßt ſich beweiſen, wie dieß bei dem Hyperboloid 
mit einem Mantel der Fall war (No. 682), daß zwei Gerade des— 
felben Syſtems einander nie treffen, daß aber zwei Ge— 
ade von verfgiebenen Syſtemen immer zufammentreffen. 


#91. Um die Gleichungen der auf dem Paraboloid liegenden Ge⸗ 


raden zu erhalten, bringe man die Gleichung [Q’] in die Form 
(sv P’-— zvVP”) (VVP + zvVP”) = 20%; 


diefer wird offenbar Genüge geleiftet, wenn man 


[1] yvP — zyP”=.« un yVP + ayP" = 2, 
fest, oder auch mit 
[Bl yVP ap" 3 und vr. — ıyP" = a. 


Mittelft dieſer Gleichungen erhaͤlt man die zwei Syſteme von Geraden, 


wenn man den Unbeſtimmten & und B alle möglichen Werthe gibt. 


692. Diefe Geraden erhält man auch durch bie. Rechnungen in 
Niro. 687. Es fei 


Bl 20.2000 = +B 


no. 


'32* 


[1 
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bie Gleichung irgend einer mit y parallelen Ebene. Zuerſt eliminirt manx 
aus [Q’] und [3], dieß gibt 


ll - P'y? — P"z? -£ 20az - 208. 


Dann müſſen « und 4 der Bedingung, unter meldher dieſe Gleichung 
zmei Gerade vorſtellt, unterworfen werden, und man erhaͤlt fo 


Q’a? — 2Pp’QB, woraus B= 3. 


Somit erhält man für die Gleichungen [3] und [4] 


[5] = u+ 2, tl pt); 


welche nun das eine oder das andere Syſtem von Geraden beftinmen, je 
nachdem man das Vorzeichen 4- oder — nimmt. 


693. Zwiſchen dem Hyperboloid mit einem Mantel und den hy⸗ 
perbolifhen Parabolvid findet ein. bemerkenswerther Unterfchied ftatt. Bet 
der erften Fläche find nämlich drei Gerade desſelben Syſtems mit einer und 
derfelben Ebene nicht parallel (Nro. 684), während dieß bei ver zweiten 
immer der Kal if. Denn offenbar find nach den vorigen Refultaten die 
Projectionen aller Geraden desſelben Syſtems auf der Ebene yz mit einander 
parallel, und folglid find es dieſe Geraden mit einer und derfelben Ebene, 
die felbft wieder mit den Durchmeflern der Fläche parallel ifl. 

Es ift fomit erniefen, Daß das hyperboliſche Paraboloid 
durch die Bewegung einer Geraden erzeugt werden fann, 
die fib an drei feften, mit derfelben Ebene parallelen 
Geraden binbemegt, oder au durd eine Gerade, bie fi 
an zwei feften Geraden hinbewegt und dabei mit einer 
gegebenen Ebene immer parallel bleibt. 


BON. Umgekehrt läßt fih zeigen, daß jede aus 
einer diefer beiden Erzeugungdarten entſtehende Fläche 
ein hyperboliſches Paraboloid iſt. 

Nehmen wir zuerſt an (Fig. 48), die Erzeugungslinie bewege ſich 
auf drei Richtungslinien AR, BS, CT -parallei mit einer Ebene. Nun ſei 
Az eine befondere Rage der Erzeugungslinie und A, B, C die Punfte, wo 
fie die drei Directricen fehneivet. Man ziehe Ax und Ay parallel mit BS 
und CT, fo liegen vie Linien AR, Ax, Ay in einer und derfelben Ebene, 
bie Ebene zAx enthält BS, und die Ebene zAy enthält CT. Nun nehme 
man bie drei Linien Ax, Ay, Az ald Coordinaten⸗Axen; dann heißen die 
Gleichungen der drei Directricen 
Ä =) 0), er 
für AR? = 0 x für BI 5; fir Tl 
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Die Gleichungen der Erzeugungslinie feien 
sat, y-ßr-+P; 
damit fie die drei Directricen treffe, findet die Bedingung ftatt: 
ai —!=0, BE Pf=0, Pat oo = 0, 
und um die Gleichung der Fläche zu erhalten, muß .«, «’, ß, ß’ aus biefen 
und den Öleichungen der Erzeugungslinie eliminirt werden; ; dann ergibt ſich 
ab’xz — byz — abb’x + bb’y = 0; | 
alfo gehört die Fläche zur zweiten Ordnung ; und da fie durch eine Gerade 
erzeugt wird, die ſich auf drei mit einer Ebene parallelen Directricen hin⸗ 
bewegt, fo muß fie ein byperbolifhes Paraboloid fein. 
Nehmen wir nun an (Fig. 49), die Erzeugungälinie bewege fih auf 
zwei Geraden Az und Bu fort, und bleibe dabei fortwährend mit derfelben 
Ebene yAz parallel. Die Durchſchnittspunkte dieſer Ebene mit den beiden 
Directricen ſeien A und B: man ziehe durch diefe Punkte die Gerade Ay, 
lege durch die Linie Az eine mit Bu parallele Ebene, weldhe die Ebene yAx 
in der Linie Ax ſchneidet, und nehme Ax, Ay, Az als Coorbinaten- Iren. 


Da nun die Directrir Bu dur die Are der y geht und mit der Ebene 
xAz parallel ift, fo heißen ihre Gleichungen 
| za, y=b; 
da ferner die Erzeugungslinie mit der Are der z immer zufammentreffen, 
und mit der Ebene xy parallel bleiben muß, fo find ihre Gleichungen von 
der Form 


x=ay, 2=ß; 
und ba fie auch mit Bu zufammentreffen muß, fo bat man die Bedingung 
= abo; 
nun erhält man, wenn aus biefer und der Gleichung der. Erzeugungslinie 
« und ß eliminirt wird, 
yz = abx. | 

Diefe Steigung ſtellt ein Hyperbolifhes Paraboloid vor; denn 

bie zweite Ordnung enthalt nur dieſe Fläche, auf der man Gerade ziehen 


kann, die mit andern Geraden, welche mit derſelben Ebene parallel ſind, 
zuſammentreffen. 


Kreisförmige Schnitte. 


693. Zu Anfang dieſes Kapitels wurde im Allgemeinen gezeigt, 
welche Eurven man erhält, wenn bie verſchiedenen Flächen der zweiten 
Ordnung durch Ebenen gefchnitten werden, und nachher fand man, daß 
bad Hyperboloid mit einem Mantel und das huperbolifche Paraboloid gerade 
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Linien geben können; nun fol unterſucht werben, ob es möglich ift, bie 
fhneidenden Ebenen in eine ſolche Rage zu bringen, daß die Durchſchnitte 
Kreife werden. 

Betrachten wir zuerft ein Ellipfoid (Fig. 50) mit den halben Aren 
OA, OB, OC, nehmen OA > OB, OB > OC an, und legen durch die 
mittlere Are OB eine Ebene, melde die Eflipfe AC im Bunfte D trifft. 
Ihr Durchſchnitt mit der Fläche iſt eine Efivfe, mit den halben Aren OB 
und OD: dreht man nun die Ebene um OB, fo wird die Kinie OD gleich 
jeder Länge zwifchen OA und OC; alfo gibt e8 auch eine Rage, für melde 
OD = OB if. Dann ift der Durchſchnitt ein Kreis, und ebenfo alle 
damit parallelen Durchſchnitte. 

Aus der Symmetrie des Ellipſoids in Beziehung auf feine Aren geht 
hervor, daß, wenn Winkel COD’ — COD gemadt wird, auch die Ebene 
D’OB die Fläche in einem Kreife ſchneidet. Die beiven Ebenen DOB, D’OB 
fallen mit der Ebene COB zufamnen, wenn OB = OC, und mit AOB, 
wenn OB = OA’ ift; in diefen beiden Fällen iſt das Ellipſoid eine Um⸗ 
drehungsfläche. 

Vorhin wurde die Ebene DOB durch die mittlere Are gelegt; würde 
man ſie durch eine der beiden andern Axen gelegt haben, fo hätte man pffen= 
bar feinen Kreis erhalten: wenn fie 3. B. durch OA geht, fo ift der 
Schnitt eine Ellipje, die eine halbe Axe desielben ift OA, aber die andere, 
die zmifchen OB und OC liegt, kann nicht gleich OA werben, 


696. Auf folgende Weife laſſen fich die Kreife BD und BD’ fehr 
einfad finden. Man nehme die Gleihung des Ellipſoids in Veiihung 
auf ſeine Hauptebenen 
[P] Pa? LPy® 4 Pr H, 
und bringe fle in folgende Form 

Px? + P’ (x?--y?-H2°) + P’s* = nr 4 P'/z?, 
oder auch in folgende 
P’ (x?+y2-+2?2) = H + (P’—P) x? — (P"’—P') z?. 


Diefer Gleichung wird offenbar Genüge geleiftet, nenn man bie beiden 
folgenden annimmt; - 


P’&?+-y?+z9)=H, (P’—P) x? = (P’—P’) 2°. 
Die erfte ift die Gleichung einer Kugelfläke, deren Halbmefler bie 


halbe Are OB ift; die zweite ſtellt zwei durch diefe halbe Are gehende 
Ebenen vor, denn fie gibt 


pP’ — pP’ 
1-4: RS 


Volglich liegen die aus dem Durchſchnitt der Kugel mit diefen beiden . 
Ebenen entfichenden Kreife auf dem Ellipſoid. 


' 
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Damit aber durch diefe Werthe von.x wirklich Ebenen beftimmt wer⸗ 
den, muß die Größe unter dem Wurzelzeichen pofltiv fein, und deßhalb 
muß P’ zwifchen P’’ und P enthalten fein: da8’heißt, die Ebenen müffen 
durch die mittlere Are gehen. 8 


697. Die vorigen Beweiſe laſſen ſich leicht auch auf die andern 
Flächen anwenden; ungeachtet ihrer Einfachheit und Eleganz haben fte jedoch 
den’ Nachtheil, daß ſie nicht beſtimmen, ob die ſich ergebenden Kreisſchnitte 
die einzig möglichen find. Wir wollen daher biefe Unterfuhung noch ein⸗ 
mal in einer Weife vornehmen, wodurch fih alle Durchſchnitte der Flächen 
durch Ebenen.allgemein und vollſtändig ergeben. 


Angenommen, irgend eine Fläche (Big. 51) fet auf drei rechtwinklige 
Aren Ox, Oy, Oz bezogen und werde Dur) irgend eine Ebene: gefchnitten. 
" Man nehme in diefer Ebene den Bunft O’ beliebig, und ziehe OR, O’S, 
O’T parallel mit Ox, Oy, Oz. Es fei RO’xX’ — p der Winkel, den bie 
Spur O’x’ diefer Ebene auf der Ebene RO’S mit O’R macht, und 0 ſei 
die Neigung der erften Ebene gegen die zweite. In der ſchneidenden Ebene. 
errichte man O’y’ ſenkrecht auf O’x’. Ä 


Man bezeichne die Coordinaten des auf die Aren Ox, Oy, Oz bezo- 
genen BunftesO’ mit f, g, h: die eines beliebigen Punktes der fehneidenden 
Ebene in Beziehung auf diefelben Aren mit x, y, z, und bie beöfelben 
Punktes in Beziehung auf die Aren O’x’, O’y7, mit x’, y’. Nun hat man 
die Kormeln -(Nro. 603) Ä 

x=XYcosp— yYsinp cosd-tf, 
[1] y=xsinpg+ycospcosd—+8, 

z=y sn6-+h, | 
und fest man diefe Werthe in die Gleichung der gegebenen Fläche, fo erhält 
man den Durchfehnitt diefer Fläche mit der Ebene. 


Zu größerer Einfachheit betrachte man zuerfi nur die Flächen der 
zweiten Ordnung mit einem Mittelpunft, und: ſubſtituire die vorigen Werthe 
in der Gleichung 


[E] Px? 1 P'y? 4P’7?=H, 
deren Coordinaten man rechtwinklig annehmen kann; dann ergibt fi ein 
Refultat von der Form 
Ay? + Bxy + 0X? + Dr Er’ +-F=0, 
in welchem | ° 
A=P sinꝰ cos?# + P’ cos? p cos? d + P’ sin? 6, 
B=?2(P’ —PMsing cos cos 9, 
C=P cos?p—P’ sin? p 
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ift; um nun einen Kreis zu erhalten, muß B= 0 und A= C fein, 
alfo ift 

[2] (P—P) sing cosp c00=0, 
[3] P sin?p cos?9-+P’cos?p cos?9-+P” sin?0 — Pcos’g+P'sin’p. 


S 


Im Allgemeinen‘ laͤßt fich der Gleichung [2], wenn P nicht glei pP’ 
ift, nur dadurch genügen, daß man entweder 


cos 6 0, vbersinp=(, vier cspy = 0 fekk. 


In Folge der erſten Vorausſetzung, cos 0 — 0, verwandelt ſich die 

Gleichung [3] in 
- P cos? ꝙ P sig=P"”. 
Anſtatt P’ fan man in der zweiten Gleichungeſeite auch 
P” (sin? ꝙ + cos? 9) 

ſetzen, dann erhält man nach einander 

P cos? 9 + P’ sin? 9 =-P” cos®p —+P” sin? g, . 

(P—P”) sin g=(P’"—P)cos®?g, 


P’—P 
tang 9 = + V —_p' 


Durch bie zweite Vorausſetzung, sin- 19 = 0, reducirt fich die Glei⸗ 
chung [3] auf 
P’ cos®?0 + P" sin? —=P; 
fomit erhält man 
P’ cos®®# 4 P’ snm®9—=Pcos?4#—+P sin? 6, 
(P’—P) sin? 6 = (P—P’) cos? 0 
P—-P' 


tans V pp 


Die dritte Vorausſetzung, cos g — 0, gibt endlich 
P cos®?# + P’ sinꝰ 6 =P", 
P cos? 0 + P” sin? 0 = P’ cos? 0 + P’ sin? 6, 
(P’—P’) sin? 6 = (PP — P) cos? 0 
p’—P 


angd= + pp 


Welches nun auch die Vorzeichen in ber Gleichung [E] fein mögen, 
fo tft doch immer, fo Tange die Fläche keine Drehungöfläse iſt, eine ver 
Größen P, P’, P” zwiſchen ven beiden andern enthalten. - Angenommen, 


\ 
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dieß fet- pP, fo find die beiden erflen Wurzelwerthe imaginär, der britte 
allein ift reell; um alfo kreisförmige Schnitte zu erhalten, muß 


'c8p=0, tang = + pop 


fin. Diefe Werthe geben zwei Reihen von Ebenen, die mit ber Are ber 
y parallel find. 
Iſt die Fläche eine Drehungsflache, ſo ſind zwei von den Größen 

P, P’, P” einander gleich. Es ſei P’ = P’, dann verwandeln ſich die 
Auflöſungen der Gleichungen [2] und [3] in 

cs9=0, tang ꝙ — o oder cp =(0; 

csp=0, tangd= + V-1: 

csg—=0, tangd= @ oder cd — 0. 


Die zwei reellen Nuflöfungen enthalten die nämlichen Werthe 
csod=0, cosp=l, 
und fie zeigen, daß die Kreisfchnitte auf der Are der x, die bier Drehungs⸗ 
Are ift, ſenkrecht ſtehen müſſen. 

Für PP = pP’ — pP ift die Gültigfeit der Gleichungen [?] und [3] 
von felbft bei jeden Werth von p und 9 einleuchtend, und ed wird dadurch 
ausgebrüdt, daß der Turchfchnitt einer Kugel mit einer Ebene immer ein - 
Kreis ift. 


Um die vorauägebente Entwicklung auf Paraboloide anzuwenden, 
nehme man bei rechtwinkligen Coordinaten ihre Gleichung 


[F] P’y’-+ P"z? — 20x; 
und die Subflitution der Werthe [1] gibt wieder ein Reſultat von der Form 


Ayſ? +Biy -4 Cx +... = 0; 
dann ift aber für A, B, C 
A= P’cos’pcos’9-P”sin?9, B=2P’sinpcosgcos9, J 
und damit der Durchſchnitt ein Kreis werde, muß 
sinp cosp cosd=0, P’cos’p cos? -P“ sin’#=P’ sinꝰ ꝙ fein. 


Daraus ergeben fich drei Syfteme von Werthen, nämlich 


sing =0, csp=h, 
pP’ 
n 0=+ V-» p7 5 sind = + pr; 
eos —=0 
pP’ 


ing =F \ 5° 
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Iſt das Paraboloid elliptifch, fo haben P’ und P’” dasſelbe Vor⸗ 
zeichen: ift dann P’ größer als P’’, fo find die Werthe von ꝙ und 9 nur 
im dritten Syſtem reell; ift aber p’ fleiner al3 P”, fo find fie nur im 
zweiten reel. So erhält man zmei Reihen von Ebenen, die auf der Ebene 
xy oder xz ſenkrecht ſtehen. Iſt P” = P’, fo Hat man nur no) eine 
einzige Reihe von Ebenen, die auf der Are bes Barabolotds ſenkrecht fteben. 

Fiür das huperbolifhe Paraboloid haben P’’ und P’ verfchiedene Vor⸗ 
zeichen, und nur daß erjte Syftem gibt reelle ꝙ und 9; dann merden aber 
bie Goefficienten A und C zugleih mit B zu Null, und da fomtt die Glei— 
bung Ay? — u. ſ. w. =0, auf den erften Grab reducirt wird, fo 
tet fie nur noch gerade Linien vor. 

Somit ift erwielen, Daß außer nem hyperboliſchen Para— 
boloid die Flächen der zweiten Ordnung burd parallele 
Ebenen, nah zwei verfhiedenen Richtungen in Kreifen 
gefhnitten werden fünnen. 

Es würde fogar jede Ausnahme verfehtrinden, menn man die Geraden, 
die fih auf dem hyperboliſchen Paraboloid ziehen laſſen, als Kreife mit 
unendlih großen Halbmeflern betrachten wollte. 

Man wird ohne Zweifel bemerfen, daß bei jeder Reihe von Rreifen 
ihre Mittelpunfte auf einem Durchmeffer der Fläche Liegen; denn dieß iſt 
bei allen parallelen Schnitten ver Ball (Nro. 634). Auch ift wahrzunehmen, 
daß die Cigenfchaft des antinarallelen Durchſchnitts beim ſhiefen— Kegel ein 
beſonderer Fall des vorigen kehrſatzes iſt. 


s 


Beweife einiger Schrfäpe. 


698. Lehrſatz. Wenn Kegel ebene Durdhſchnitte 
einer Fläche ver zweiten Ordnung zur Grundfläche und 
einen Punkt dieſer Fläche als gemeinfhaftlihe Spiße 
haben, und man dur diefen Punkt eine Berührungd- 
ebene an die Fläche Legt, fo find die Durchſchnitte, welde 
durch eine mit der Berührungsebene parallelen Ebene 
an den Kegeln und der Fläche gebildet werden, ähnliche 
und Ähnlich liegende Eurven. 

Die Spige diefer Kegel fei irgend ein Punkt der Fläche; nun nehme 
man den Durchmeffir, der durch diefen Punft gebt, ald Are der x, und bie 
Ebene yz ald Berührungsebene, fo ergibt fich bei geeigneter Richtung der 
y und z eine Gleichung der Fläche von der Form 


[1] Px® -—- P’y? -+ P’’z? == 20x. 
Ferner nehme man den Durchſchnitt der Fläche durch eine beliebige 

Ebene ald Grundfläche eines der Kegel, und ed fei 

[2] Bu x=eoy+tpß-+r 
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die Gleichung biefer Ebene. Bezeichnet man bie Coordinaten eines beliebi⸗ 
gen Punktes auf dieſem Durchſchnitte mit x’, y’, 2’, fo ift 
[8] + Py”? + Pier, "=oy + Pe + Y. 
Nun ziehe man durch dieſen Punft und den Urfprung eine Gerade, 
fo find die Gleichungen derfelben 
‚_ z’ 


y 
ll y=r% ı=3 


X. 


Diefe Gerade iſt aber irgend eine Erzeugungslinie des Kegels, daher 
erhält man durch Elimination von x’, y’, 2’ aus [3] und [4] die Gleichung 
biejes Kegels. 


Aus den Gleichungen [4] ergibt fich 
yx 22 


=, ı1=-; 


X 
fomit verwandeln ſich die Gleichungen [3] in - 

(Px?’+P’y?®+-P'’z?) x’ = 20x?, X = («y-+-Bz) x-nx, 
wo nur noch x’ zu eliminirem ift; dann erhält man für den Kegel 


[5] Pxꝰ +- Py? + P"?= 2. (x—ey-ßz). 


Schneidet man nun dieſen Kegel und bie gegebene Flache durch eine 
mit der Ebene yz parallele Ebene, und feßt deßhalb ı= A in [1] und 
[5], fo. * ſich 

y + P’z? = 201 — PA? 


Pr -P = 


Pit der Veränderung der ken welche die Grundfläche des Kegels 
bildet, ändern ſich auch die Größen «, B, y; In dieſen Gleichungen bleiben 
aber die Glieder des zweiten Grades birfelben, und ſie ftellen daher auch 
fortmährend ähnliche und ähnlich Tiegende Kegel vor, welche Eigenfhaft zu 
beweifen mar. Es fann invefien auh der Fall vorkommen, daß dieſe 
Curven Hyperbeln von verſchiedener Richtung ſind. 


Der eben bewieſene Lehrſatz iſt der Erw seiterung einer bekannten Eigen⸗ 
ſchaft der Kugel (Nro. 524, I), auf welche Ptolemäus die Conftrur« 
tion der Weltkarten, wie fie noch heutzutage ‚gebraucht werden, ge⸗ 
gründet Hat. 


A — ey — 42) — P22. 


699. Lehrſatz. Wenn fih zwei Flächen zweiten 
Grads in einer ebenen Linie fchneiden, fo ſchneiden fie 
ſich auch nod in einer andern ebenen Linie. 
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Man nehme, mie I. Binet, die Ebene der gemeinfchaftlichen Linie 
zur Ebene xy, und ald Gleichungen der beiden Flächen 


[1] AR-+- A'y® —+ A”z? 4Bxy + B’sz + B’yz 
+-c+Cy+C’z+-F=0, 
[2] ax? + a'y? + az? + bay + b/ız + b"'yz 
+ cx coy+cez+f=0. 
Sept man z = 0, fo ftellen die fich ergebenden Gleichungen biefelbe 


Linie vor, und deßhalb müflen die Goefficienten diefer Gleihungen in Pro⸗ 
portion ſtehen. Es fei nun o das Verhältniß von A zu a, fo ift 


A ao, A — aſo, B- bo, C=o, O=ce, Fk. 


Nun multiplicire man die Gleichung [2] mit E, und ziehe ſie dann 


von der Gleihung [1] ab, dann müfjen die Glieder, welche 2 nicht ent⸗ 
. halten, verfhwinden, und -man erhält 


( "— 2 0)2°-+(B’—b’o)xz-H( "—h"g)yz+(C"— ec" g)z — 0. 
Die Coordinaten aller Punkte, melde beiden Flächen gemeinfchaftlich 


find, müffen diefer Gleichung Genüge teiften: nun läßt fie fih aber in - 


folgende zwei zerlegen, 

z=0, un (A’— a" oa+(B’—box--(B"—bro)yt+C"—e” 0* 0, 
welche zwei Ebenen vorſtellen; alſo beſteht der Durchſchnitt beider Ebenen 
aus zwei ebenen Linien. In gewiſſen Fällen kann die zweite Linie mit der 
erſten zuſammenfallen; auch kann ſie zu einer bloßen geraden Linie, oder 
zu einem einzigen Punkte, oder ſogar imaginär werden. 


700. Lehrſatz. Bei einer Fläche zweiten Grades 
liegen zwei beliebige Kreiſe, die verſchiedenen Reihen 
angehören, immer auf derſelben Kugelfläche. 

Dieſe Eigenſchaft iſt eine Erweiterung derjenigen, welche Nro. 470 
für die entgegengeſetzten Schnitte des ſchiefen Kegels gefunden wurde; fie 
läßt fich folgendermaßen bemeifen. 

&3 fei MNPQ die SHauptebene einer Fläche der zweiten Ordnung, auf 
welcher die beiden Reihen von Ebenen, welche die Fläche in Kreiſen ſchneiden, 
fenfreht ftehen, und MN, PQ feien die Durchmeffer zmeier folder in beiden 
Reihen genommenen Kreife. Dan denke ſich von dem Mittelpunft und 
mit dem Halbmeſſer des Kreifes, der durch bie drei Punkte M, N, P geht, 
eine Kugel befchrieben. Nun liegt offer.bar ver. Kreis MN auf diefer Kugel 
und ift ein Durchfchnitt der Kugel mit der gegebenen Fläche. Folglich ift 
die andere Turchfchnittöcurve eben und daher ein Kreis; denn auf der Kugel 
- find alle ebenen Curven Kreife. Da diefer Kreis auf der gegebenen Fläche 
Viegen und durch den Punft P geben muß, fo ift er in einer ber beiden 
Reihen der freisfürmigen Schnitte enthalten; ed kann aber nicht der mit 


bem Kreiſe MN parallele Kreis PR fein; benn in biefem Falle müßten bie 


nd 
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Mittelpunfte diefer beiden Kreife, die zu berfelben Kugel gehören, auf 
einem mit ihren Ebenen ſenkrechten Durchmeſſer liegen, und dann müßten 
die Sehnen MN und PR auf ihrem conjugirten Durchmeffer fenkrecht jtehen. 
Dieß ift aber unmöglich, wenn die Fläche nicht eine Drehungsfläde ift, 
und in diefem Yale mürden die Kreife PQ und PR zufamnıenfallen. Daraus 
folgt, daß der Kreis PQ die zweite Durchfehnittäcurve fein muß, was zu 

beweijen war. | " 


' 


701. Lehrſatz. Wenn zwei Flächen zweiten Grades 
eine gemeinfhaftlide Sauptebene haben, fo iſt aud die 
Projection des Flächenſchnitts auf diefer Ebene eine 
Linie der zweiten Ordnung. 

. Man nehme die gemeinfchaftliche -Hauptebene als Ebene xy, und- die 
z ſenkrecht auf diefer Ebene. Die Gleichungen der beiden Flächen dürfen 
feine ungerade Potenz von z enthalten, und haben die Form _ 


Axꝰ +-Ay?+- A’? +-By+-Cı-Cy+F=0, 
axꝰ - aſyꝰ +02? Hy +cy+f=0. 
Zieht man nun, um z zu eliminiren, eine von der andern ab,. nach⸗ 


tem ſie vorher beziehungsweiſe mit a’ und A” multirlicirt wurden, fo 
ergibt fih nach x und y eine Gleichung des zweiten Grades; folglich u. ſ. w. 


Zehntes Kapitel. 


Discuffion numerifher Gleichungen des zweiten Grades 
mit drei Veränderlichen. 


Darfiellung Des Verfahrens. 


702. Nachdem wir die unterfcheidenden Eigenfchaften, ſowie bie 
der befondern dabei vorfonmenden Falle von jeder Bliche des zweiten Grades 
fennen gelernt haben, fol nun gezeigt werden, auf weldhe Fläche oder auf 
- welchen befondern Ball ſich eine Gleichung des zweiten Grades, deren Coef⸗ 
ficienten gegebene Zahlen find, bezieht. 


Nachdem vie Gleichung auf die Form 
[A] AA ?+-A"z?-+ 2Bxy+2B’xz-+2B”’yz+20x+20'y 
+2C”’z+-F = 0 
gebracht iR, fee man bie aus ber erften Seite nach x, y, z abgeleiteten 
Polynome gleih Null: fo ergeben fich drei Gleichungen des erften Grades, 


wodurch man bie Coordinaten des Mittelpunftes in Werthen von x, y, 2 
(Nro. 627) erhält. 


Die Auflöjung dieſer Gleihungen führt aber auf vier allgemeine 
Falle (Nro. 628): 


1) Es ift nur ein Mittelpunkt vorhanten; 7) es gibt unendlich 
viele in einer geraden Kinie liegenden Mittelpunfte, 3) e3 gibt unendlich 
viele in einer Ebene liegenden Mittelpunfte, oder 4) es ift fein Mittels 
punft vorhanden. 
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* 903. Erſter Fall. Man verfege den Urfprung in den Mittel- 
punkt, fo ergibt fich eine Gleichung von der Form 

[6] Ayꝰ 4 A’x? + A’z? + 2Bxy + 2B’ız + 2B’yz +6G —= 0, 
in welcher die Goefficienten biefelben find wie in [A], außer bei G, deſſen 
Werth (Nro. 627) 


G= +0 Ch+F ift. 
Man nehme an, G fei nicht Null, dividire die Gleichung [G] durch 


— G, und. bilde die Gleihung, welche die Aren der Fläche ergibt 
(Nro. 642); zu dieſem Zwed nehme man die Gleihung [3] in Nro. 637, 
we 


ſetze darin — ee RE für A, A’...., und ber Abkürzung 
wegen. 
L Aa, 
:M — —VV AA —B'?—B'’? 
— A ' | 
— G° ⸗ 


ſo heißt die betreffende Gleichung 
[2] »— Li? -M—N=0. 


Die Wurzeln derſelben ſind bekanntlich (Nro. 642) nie imaginär, 
und wenn man fle mit A’, A”, 2°’ bezeichnet, fo find die halben Axen der 
1 


w 1 1 
Fläche (7 ‚ zr ‚ ar 


Da diefe Wurzeln reell find, fo ift die Negel: von Descartes zur 
Erfennung ihrer Vorzeichen hinreichend. Hat die Öleihung [A] drei Zeichen«‘ 
wechſel, fo find die Wurzeln A’, A’, A” poſitiv, und die Fläche bat ihre 

"drei reellen Aren; alfo ift fie ein Ellipſoid. Kommen nur zwei Zeichen- 
wechſel vor, fo hat die Fläche nur zwei reelle Axen, und ift ein Hyper⸗ 
boloid mit einem Mantel. Kommt nur ein Zeihenmechfel vor, fo bat bie 
Fläche nur eine reelle Are, und tft ein Hyperboloid mit zmei Mänteln. 
Hat aber die Gleichung [2] nur Zeichenfolgen und ihre Wurzeln find negativ, 
fo werden die drei Aren imaginär, das heißt, es gibt feinen Punkt, deſſen 
Coordinaten der gegebenen Gleichung Genüge leiften könnten. 

Um die Gleichung [A] anzuwenden, müfjen die Coordinaten recht⸗ 
winklig fein; es ſoll deßhalb auch noch das folgende, von dieſer Voraus⸗ 
ſetzung unabhängige Verfahren angeführt werden. 

Man ziehe durch den Mittelpunkt eine beliebige Gerade und ſehe, ob 
ſie in allen Lagen die Fläche, die dann ein Ellipſoid iſt, trifft. Im ent⸗ 
gegengeſetzten Fall wäre ſie ein Hyperboloid, und um zu erkennen, welches 
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von den beiden, lege man durch den Mittelpunkt eine Ebene und fuhe 
dann, ob diefe Ebene bei Veränderung ihrer Lage die Fläche -in Elliyien 
ſchneiden kann, wodurch fih dann das Hyperboloid mit einem Mantel erfennen 
läßt. Derfelbe Schluß läßt fih auch sieben, wenn fich bei der Unterfuhung 
ergibt, daß bie Flaͤche von der Ebene in einer Geraden geſchnitten werden 
kann. Oft genügen bie Schnitte mit Ggordinaten-Ebenen, oder mit den 
ihnen parallelen Ebenen, um alle nöthigen Andeutungen zu erhalten. 


Pis jegt murde angenommen, G fei nit Null; fegen wir nun 
G= 0, fo reducirt ſich die Gleichung [G] auf 

Ax? + Ayꝰ 4 A”’2? 4 2Bxy + 2B’xz +4 2B”yz — 0. 

Diefer wird dur die Wertfe x—= 0, y=0, z=0 Genüge 
geleiftet; alfo ift der Mittelpunft ein Theil der Fläche, und da immer noch 
die Vorausſetzung eines einzigen Mittelpunftes ftattfindet, fo muß die-Glei« 
hung entweder einen Kegel oder einen einzigen Punkt vorflellen. Um zu 
wiffen, melcher der beiden Fälle ftattfindet, macht man mit einer der Coor⸗ 
dinaten⸗Ebenen einen parallelen Schnitt, und unterfucht, ob biefer reell 
oder imaginär ift. 


704. Zweiter Fall. Bei ver Auflöfung der drei Gleichungen, 
melche den Mittelpunft beftinmen ‚Tann es der Ball fein, wenn man aus 
zwei der Gleihungen die Werthe zweier Unbekannte fucht und fie in bie 
dritte Gleichung fest, daR diefe von felbft ohne weitere Beſtimmung der 
legten Unbekannten befriedigt iſt. Daraus laßt fih dann ſchließen, daß 
die durch die drei Gleihungen gegebenen Ebenen ſich in derfelten geraben 
Linie fehneiden, und jeder. Punkt viefer Linie als Mittelpunkt genommen 
werten fann. 

In dieſem Falle muß die gegebene Gleichung einen elliptiſchen Cylinder, 
oder einen hyperboliſchen Cylinder, oder zwei ſich ſchneidende Ebenen, oder 
eine einzige Gerade, oder eine imaginäre Fläche vorſtellen, und ſchneidet 
man die Fläche durch Eoordinaten-Ebenen, jo muß jede Unbeſtimmtheit 
verſchwinden. Zumeilen genügt ſchon der Durchſchnitt mit einer diefer 
Ebenen: gibt 3. B. die Ebene xy eine Ellipfe, fo Läßt fich behaupten, daß 
die Fläche ein elliptifcher Eylinder ift; gibt fle aber zwei Parallellinien ,. fo 
muß man die Ebene xz nehmen; findet man wieder zwei Parallelen, fo 
bedient man ſich der Ebene yz, wobei fein Zweifel mehr übrig bleiben kann. 
©. die Beifpiele Nro. 708. 


7108. Dritter Ball. Biefer findet flatt, wenn der Werth 
einer Unbekannten, der aus einer der drei den Mittelrunft beftimmenden 
Sleihungen fi ergibt, die beiden andern Gleichungen identiſch macht. 
Dann gibt ed unenvlih viele Mittelpunfte, deren geometrifcher Ort eine 
Ebene ift, und die gegebene Sleihung muß entweder zmei parallele Ebenen, 
ober eine einzige Ebene, oder zwei imaginäre Ebenen vorftellen. Dur 
die Schnitte mit Coordinaten⸗Ebenen fällt vollends jede Unbeſtimmtheit weg. 
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706. DBierter Fall. Diefer Fall wird daran erfannt, daß 
. man bei der Aufluhung der Koordinaten des Mittelpunkts auf eine offen- 
bare Unmöglichkeit, wie z.B. 2 — 3, verfällt. Dann ift fein Mittel- 
punkt vorbanden, und die mit den Coordinatene&benen parallelen Schnitte 


löfen vollends die Trage; denn es muß fich entweder ein elliptiiches . 


Paraboloid, oder ein hyperboliſches Paraboloid, oder ein parabolifcher 
Cylinder ergeben, und es läßt fich zeigen, daß diefe Schnitte für jede dieſer 
Flächen auch verſchiedene Nefultate geben. 


In dem elliptifhen Paraboloid müflen die Schnitte Parabeln oder 


Eflipfen fein (Nro. 673); nun laufen aber die Ebenen, welche Barabeln 
geben, mit verjelben Geraden parallel, alio ift unter den drei Reihen von 
Durchſchnitten wenigſtens eine, die aus Ellipſen befteht. If endlich bie 
Fläche ein parabolifcher Eylinder, ſe können die Schnitte nur Parabeln 
oder parallele Linien fein. 


Beifpiele. 


707. Betfpiele, wo nur ein Mittelpunkt vortommt. 
Beifpiel J. Es fei die Gleichung gegeben 
1] x? +2y? + 22° + Ay — 2X — 4y — 420. 
Zuerft bilde man daraus die abgeleiteten Gleichungen 
ı-y—i=0, ?y+ı—-?2?=0, z—1=0. 
Daraus ergibt ſich x—0,y=1, z=1; alſo ſindet ein einziger 
Mittelpunkt ſtatt. 


Wird die Gleichung. [1] mit [A] verglichen, fo findet fi 


c=—-i1l, (C=—?2 Ü"=.-2, F=0; | 
daher verwandelt fi die Größe G in G — — 4, und durch die Verſetzung 
des Urfprungs in den Mittelpunft ergibt ſich für die Fläche 
fl 2 + 277 + 22° + ?ıy —4=0. 


Um zu fehen, was aus der Gleichung [A] bei rechtwinkligen Coordi⸗ 
naten wird, fege man 


A I, A 2, NV =2,B=1,®B$=0 B9"’=0, 6=—4; 
dann iſt | 
L=}, M=%, N=%i 
alſo heißt die Gleichung [A] \ 
8 - +72 W- = 0,. 


. and ba drei Zeichenwechfet vorfommen, fo muß bie sr ir Euipſoid ſein. 
Analyt. Geometrie. 


514 UI. Anagalytiſche Geometrie im Raume. 


Dieß zeigt ſich auch in Folgendem. Geht eine Gerade durch den 
Mittelpunkt, fo heißt ihre Gleichung x = az, y= bz, und ſucht man 
ihre Durchſchnitte⸗ mit der Fläche, fo Ba fi 


-+\ er 
Diefe Werthe, fowie die von x und y find für jeden Werth von a 


und b reell; folglich wird Die Fläche von allen ihren Durchmefjern getroffen, 


und ift babir ein Ellipſoid. 


Zu diefem Schluß fommt man, au ohne weitere Borandfegung in 
Betreff der Goorbinatenrihtung mittelft: paralleler Durchſchnitte auf der 
Ebene yz. 

Es fei in der Gleichung [2] x = e, ſo iſt 

27? + 22? 4 day — 4 0, 


2? 4 (y+ 40)? = 2- 102. 
Sept man a < / 8: für irgend ein Vorzeihen yon «, fo find bie 


Durchſchnitte offenbar Ellipſen; feßt man aber «> v8, fo find fie 
imaginär. Damit ift dad Ellipſoid Elar angedeutet. - 


oder 


Beifpiel I. Es fei die Gleichung gegeben 
1] X +y "ray 2ız + ya ty—3= 0. 
Der Mittelpuntt ift gegeben‘ durch die Gleichungen 
y—=0,y-ı+-a2+1=0, %2—x + ?y=0. 
Daraus ergibt fh X = 0, y—i, z = — 1, alfo iſt ein einziger 


Mittelpunkt vorhanden. Ferner findet fiyG = — 2, und folglich iſt 
die Gleichung der auf ihren Mittelpunkt bezogenen Fläche 


(21 + y?-+ 22? — 2ıy — 2ız 4y2 — 2 * 0. 
Hier iſt | 
fomit Hat man . 
| a — 22 — Hti=0, 


und da dieſe Gleichung zwei Zeichenwechſel hat, ſo ir bie Flaͤche ein Hyper⸗ 


boloid mit einem Mantel. 


Zu dieſem Schluſſe gelangt man unmittelbar durch die Bemerkung, 
daß die wirkliche Ebene xy die Flaͤche in geraden Linien trifft. Denn ſetzt 
man in [2] z=0, ſo iſt 


12 + y?— Aay=?2, alio yaxtva 


"> 


e 
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Beiſpiel III. Man habe die Gleichung 
1]: 2-2 +? + y— us +42 —9—0; 
fo heißen die Mittelpunftögleichungen - 
xty—2z=0, —2y+ı+?2=0, z—RıH42 0, 


woraus fh x = 2, y=?2, 2= 2, un font G= — 1 ergibt. 
Alfo Heißt die Gleichung der auf den Mittelpunft bezogenen Fläche 
RI 0. XP +? + 25y - in —1=0. 


Die Werthe für L, M, N find nun 
L=0, M=—8, N=5, 


und die Gleichung [A] gibt A — 82— 5— 0, und da bier mur eine 


Variation vorkommt, ſo iſt die Flaͤche ein Hyperboloid mit zwei Maͤnteln. 


Wären die Coordinaten ſchief, fo könnte man bie Gleichung [A] nicht 
mehr gebrauden. Dann müßte man nad Berlegung des Urfprungd in 
den Mittelpunkt die Durchſchnitte der Fläche mit den Coordinaten⸗Ebenen 
fuhen; und da fich fo drei Hyperbeln ergeben, fo erkennt man zwar, daß 
die Fläche ein Hyperboloid ift, aber man fleht nicht, daß es zwei Mäntel 
hat. Dieß ftellt fi Heraus, wenn man unterſucht, ob eine durch den 
Mittelpunft gelegte Ebene bie Fläche in einer Ellipſe ſchneidet. Nun iſt 
die Gleichung einer folhen Ebene z = ax + by, und eliminirt man 2 
aus der Gleihung [2], To ergibt fich 


(@— 4a + 1) x? + (f? — 2) y? + 2b — 2b + Dy—1=0. 

Daraus erhält mar, wenn 

e = 2ſ + 2b — ut ab? — ab +38 
geſetzt wird, 
_ @b—ab—1) y + Y ePta—Aa+1 
—e— | 

Mittelft diefer Werthe von x findet man leicht, wenn a = 2 und 

b< 2 geſetzt wird, daß ber Durchſchnitt imaginär iſt. Somit geben 


nicht alle durch den Mittelpunft gelegte Ebenen reelle Schnitte; daran läßt 
ſich aber das Hyperboloid mit zwei Mänteln hinlänglich erkennen. 


Beifpiel IV. Es fet die Gleichung gegeben 
1 ar - ay— Iz 420. 
Für den Mittelpunkt ergibt fih Ä | 
s=— 4, y=—},2=0, 


und verfeßt man ben Anfangspuntt ir beujelben, fo verwandelt fich die 
Gleichung [1] in 


[2] 32? y? + 22, — 2xy — 3a + yz+ fer 0. 


⸗ 
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Die Gleihung [A] gibt aa + IE 22 2242 + Zi = 0; 
und da nur Zeichenfolgen „vorkommen, fo find die drei Wurzeln negativ ; 
alfo tft die Fläche imaginär, oder mit andern Worten die Gleichung [1], 
ift unmöglich. 


Es fein x = az, y — bz die Gleichungen einer durch den Mittel- 
punft gezogenen Geraden; verbindet man fie mit der Gleichung [2], fo 
erhält man 


8? + +1 — 2ab — 3a ++ —=0, 
oder in anderer Form 
[0-49 +20’ + Hr=— 2 
Nun Finnen die Werthe von z für feinen Werth von a und b reell 
werden, was ebenfall3 beweist, daß die Gleichung [1] unmöglich if. 


Beifpiel V. Es fei die Gleichung gegeben 
[1] 3x? + 2y? — 2ız 4 dyz — 4x — 82 —8—=0. 

Für den Mittelpunkt findet man x—=0, y — 2,2 — — 2, und 
nimmt man. biefen Punkt zum Urfprung, fo verwandelt fi die Gleihung _ 
[1] in folgende: 

3x? 4 2y2 — 2ız +42 =0, 
bie entweber eirien Kegel, ober einen einzigen Punkt geben kann. Jede 
Ungewißheit verſchwindet aber, wenn der Schnitt mit einer Ebene, die 
nicht durch den Anfangspunkt geht, gemacht wird. 

Es ſei z. B. x l, fo iſt 

2y? +42 — 2273 =0. 

Diefe Gleichung ſtellt aber offenbar. eine reelle Curve vor; ; folgtid 

gibt die Gleichung [1] einen Kegel. 


Beifpiel VI. Iſt die Gleichung 
[1] 3x? + 2y? + +90 
gegeben, und man behandelt fie wie. das vorige Beifpiel, fo findet man, 
daß fie einen einzigen Punkt vorſtellt. 

Dieß laͤßt ſich an der Gleichung ſelbſt nachweiſen; denn man kann ſie 
ſo ſchreiben: | 

3(x-+1)? + 2(yt+i2 +9? +3 a4’ = 0, 
wo erfichtlich if, daß ihr nur genügt werben kann, wenn man zugleid 
x+-1=0, y+4z:+3=0, z+1=0 
feßt, woraus fid 
ı=—1I,y=-—Il, 2=—1 ergibt. 
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Bemerlung. Man darf nicht glauben, daß die mit der Glei⸗ 
hung [1] vorgenommene Veränderung, um ihr die vorige Form fu geben, 
ein Rechnungskunſtgriff fet, den nur ver Scharflinn entdecken könne; dag 
zu befolgende Verfahren ift durch die Lehrfüge der Algebra deutlich angezeigt 
und befteht in Folgendem: 

Man nehme ein Polynom vom zweiten Grad na x, y, 2, 

X=Ar+Ay?+A"’z? + 2Bıy- u. f. w. 

Sett man die Gleihung X — 0, fo erhält man für X Werthe von 
dr Form x—= X, - VY, woX, eine Function bes erften Grabes nad 
y und z, und Y eine Bunction des zweiten Grades ift. Nach dem befannten 
Lehrſatz über die Verbindung der Gleichungen hat man 


X=A(xX,— VD a —X, VD =Aa—, ’—AY. 
Angenommen, es fi Y = ay? + az? + ?byz + u. f. w., und 
man behandle dieſes Polynom ebenfo wie X; fo erhält man, wenn die 
Gleichung Y = 0 gefegt wird, y=Y, + Vz, wo Y, eine Größe 
des erften Grades nad z, und z eine Größe te des zweiten Grades bezeichnet. 
Dann ift 
Y=a-Y, _V 5 —E — = a (y—Y,)’—a2. 
Nimmt man enblih Z = az? + 282 + y an, und ft Z=0, 
fo findet man z=2Z, + VU, wo Z, und U conſtante Größen find. Nun 
ift offenbar auch 


Z=at-,— YD)(e— Z+Y0)=a(- 2% — a. 
' Gebt man nun biefen Merth von Z in Y, und den von Y in X, fo 
erhält man 
x = A (x—X,)? — Aa (y—Y,)? + Aac (z—2,)? — Asa U, 
welches bie gefuchte Umformung des Polynoms X ift. 


708. Beifpiele, in weldien unendlich viele, in ge= 
rader Linie liegende Mittelpunfte vorfummen. 


Beifpiel J. Es fet die Gleichung gegeben | 
1] 2 + y + 22? + 2ıy + ?ız + 2y2—2ı2y + 22 = 9. 
Iſt ein Mittelpunkt vorhanden, fo ift er gegeben durch die Gleichungen 
x+-y+z=1, ytırz=1, Z+ı+- 3y=—1. 
Die erfte und 2te find identiſch, und die zweite und dritte geben 
[2] 2 — 2, y=—ıFt3;. 
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folglich gibt es unendlich viele Mittelpunfte, die auf der durch bie Glei⸗ 
chung [2] ausgedrückten Geraden liegen. Sucht man den mit der Ebene 
yz gemachten Durchſchnitt, fo erhält man ⸗ 


y2 4 222 4 2y2 — ?2y+-?%z2=0, 


y-e-ıt 1 t+VI@ertT 


Sebt man die Größe unter dem Wurzelzeichen gleih Null, fo findet 
fich z= — 2 + V5; da nun diefe Werthe reell und ungleich find, und 
das unter dem Wurzelzeichen befindliche z? das Borzeihen — hat, fo ift 
der Durchſchnitt eine Ellipfe (Nro. 239); folglich ſtellt die Gleihung [1] 
einen elliptifchen Eylinder vor. 


woraus 


' Beifpiel 11. In der Gleichung 
[1] x?” —y’— 22? 4 2ıy—Ayz 4 2y 4 22 = 0 
find die abgeleiteten Gleichungen 
ıty=0, -ı tz -1=0, 22 2)y — 10. 


| Die erfte und dritte geben 
Ä 121)]. ı=— y ı=—y+% 
Ä und dieſe Werthe machen die zweite Gleichung identiſch, was beweist, daß 
ed unendlich viele Mittelpunfte gibt, welche die Gerade der Öleihung [2] 
zum geometrifhen Ort haben. Seht man in [I] z=0, ſo iſt 

2 —y?+2xy-+2y—=0, woraus x— — y+ V2y2y, 


und nun läßt fih behaupten, daß die Gleichung [1] einen hyperboliſchen 
Cylinder vorſtellt. 





Beiſpiel III. Es ſei 
[1] "+? — 22 — ıy 1 -y—z=0. 


Zur Beftimmung des Mittelpunftes hat man die drei Gleichungen 
2x — ?y+1=0, ?2y—?fı—-1=0, — zz —1=0. 


| Die erfte Gleichung iſt diefelbe, wie die zweite; alfo iſt der geometrifche 
Ort der Mittelpunfte wieder eine Gerade. Setzt man aber x—= 0, fo 
gibt die Gleichung [| y=z 1, und y= —z, d.h. man erhält 
zwei nicht parallele Gerade. Nun ift Hlar, daß bie Gleichung [1] zu einem 
Syſtem zweier ſich ſchneidender Ebenen gehört. 


Löst man ſie in Beziehung auf eine ber Veranderlichen auf, fo erhält 
man bie Gleichungen beider Ebenen befonderd, nämlich 


ı=ytz wı=y—z—1. 
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Beifpiel IV. Inder Gleihung 
1 PHP m y—ıtyti 


erkennt man wieder, daß unendlich viele Mittelpunkte vorhanden find, bie 
auf der Geraden liegen, welche die Gleichungen hat 


[2] s=$z+4, y=4z2—14. 
Sucht man aber dem Durchſchnitt der Fläche mit der Ebene xy, fo 
ergibt ſich 
+y—ı +y+ } = 0, wor y=—4 + Ga-HVTT; 
und damit y reell werde, muß x — 4 fein. | - 
In dieſem alle reducirt fich die Flaͤche auf eine einzige Gerade, und 


zwar biefelbe, wie Die der Gleichung [2]. Diefes Refultat läßt fih au 
aus Gleichung [1] ableiten, wenn man ihr die Form 


asp robert D= 0 gibt. 


Beifpiel V. Sept man im vorigen Beifpiel als Ichted Glied + 1 
flatt + #, fo erhält man folgende Gleichung 


12 4 32 4322 — 3z — z—ıty+tz+1=0, 





welche einen imaginären Cylinder gibt, was man ſogleich erkennt, wenn 


fie in folgende Form gebracht wird 
@-3:- +6 —-4:+ PD’ +4=0 


’ 709. Beifpiele, in welden der Ort der Mittel= 
punfte eine Ebene tft. 


Veiſpiel I. Es ſei die Gleichung “ 
[1] X +-y?’+ 92° — Ay + 62 — 6y2 — X +y— 32 —=0 
gegeben, fo reduciren ſich die drei abgeleiteten Gleichungen auf eine einzige, 
| ı—-y+32 —-4=0; 
folglich können alle Punkte der durch diefe Gleichung beſtimmten Ebene 
ohne Unterfchteb als Mittelpunfte genommen werben. Schneibet man die 
Fläche durch die Ebene xy, fo ergibt eh 


2? - 2? — y—ıt+y=0, woraus y — x und — x — 1. 


Da ſich als Durchſchnitt zwei parallele Gerade ergeben, ſo ſtellt die 
Gleichung [1] zwei parallele Ebenen vor, und wirklich erhält man, wenn 
fie nad) x aufgelöst wird, 


s=y—ı wı=y—32 +1. 


— 3 
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Beifpiel II. Behandelt man die Gleichung 
[1] x?+y?-+42? — 2ıy +42 —4yz—2ı--2y—4z+1 = 0 
wie bie vorige, fo erhält man eine einzige Ebene mit ber Gleichung 
x— +2 —1=0. 
Erhebt man dieſe Gleichung ind Quadrat, fo erhält man wieber 
die gegebene. 


Beifpiel II. Im der Gleichung 
x? + y? zB 2uy — Bun + 2yn — dr h2yt2e +30 


erfennt man leicht, daß fie zwei imaginäre Ebenen vorftellt, was ſich 
übrigens auch heraus ftellt, wenn man fie unter folgende Form bringt: 


x«—y—2—-1)’+4=0. 


710. Beifpiele, wo fein Mittelpunkt flattfindet. 


Beifpiel J. Die gegebene Gleichung ſei 
LG] x +3y? + 22? + 2xy 4 4yz — 3x — 4y— 32 = 0. 
Wäre ein Mittelpunkt vorhanden, fo würden die Gleichungen des- 
ſelben heißen 
21 +r?2y=3, y+tı tız=?, 4z-44y=3. 


Aus der erften und dritten erhält man 


ı=—y+4, ı=—y+4 
und feßt man diefe Werthe in die zweite, fo ergibt ſich 3 = 2, welche 
Unmöglichkeit zeigt, daß die Fläche keinen Mittelpunkt hat. 


Für den Durchſchnitt mittelſt der Ebene 12 ergibt ſich die Gleichung 
x? + 27? — 31 — 32 —=0, Ä 
welche eine Ellipſe vorftellt; alfo iſt die Fläche ein elliptiſches Paraboloib. 


Beifpiel I. Es fei | 
[1] x? +y?— 22?--2ıy+222-+2yz—41ı—2y+2z = 0, 
woraus man zuerft die abgeleiteten Gleichungen bilvet: 
xıtytz=2, ıty+tz=1, ıry—-tı=—I1, 


und da die beiden erften nicht zugleich flattfinden Eönnen, fo kann die 
Fläche feinen Mittelpunkt Haben. Setzt man in [1] 2 = 0, fo iſt 


?+-yP? + Qıy— ir — 3y=0, 
und da dieß die Gleichung einer Parabel ift, fo läßt fih auch Fein Schluß 
daraus ziehen. 


TOTER 
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Setzt man aber y= 0, fo iſt 
x?2.— 22? + 2ız — dx + 22 = 0, 


melche Steidung eine Hyperbel ift; fomit ift die Fläche ein hureheinches | 
Baraboloid. 


Beifpiel IH. Es fei noch gegeben die Gleichung 
x? + y? + 92° — 2xy — 6ız +6yz 21 — 44 =0, 
wovon die drei abgeleiteten Gleichungen 
x— y — 32z —A, „{ı+32=0, 92 — 33 +3y=2 
offenbar einander widerſprechen; daher hat die Fläche keinen Mittelpunkt. 
Für ihre Durchſchnitte mit den Coordinaten⸗Ebenen erhält man | 
2 +- PP — iıy-?ı=0, oo 
x? +92? — zz + 21 — u =0, 
y2 +92? 6y2 —42=0, | 
und da diefe drei Gleichungen Parabeln vorflellen, fo muß bie Fläche ein 
paraboliſcher Cylinder fein. 


-  &ilftes Rapitel. 


Yon der Erzeugung der Flächen. 


Allgemeine Regeln. 


711. Betrachtet man die Flächen in ihrer Erzeugung, fo kommt 
man auf Unterfuhungen, welche die Anwendung ber höhern Analyfts 
erfordern, und deren Ausführung zu den fchönften Arbeiten von Monge 


.. gehört. Da es nicht die Aufgabe dieſes Werkes ift, dieſe gelehrten und 


fhwierigen Unterfugungen darzulegen, fo befehränfen wir und darauf, bie 
Gleichungen einiger fehr einfacher Flächen vorzunehmen, die durch Linien 
erzeugt werden, bie fich bewegen und bie ihre Form nach gegebenen Geſetzen 
verändern. Der hiebet einzuſchlagende Gang iſt nun folgender: 


1) Man ſchreibe zuerſt die beiden Gleichungen der Erzeugungslinie, 
ohne auf die Bedingungen ihrer Vewegung oder ihrer Formverãnderung 
Rückſicht zu nehmen. In dieſen Gleichungen müſſen immer ein oder meh⸗ 
rere unbeſtimmte Coefficienten vorkommen fonft würden ſie eine feſte Linie 
vorſtellen, die feiner Veränderung fähig wäre und folglich auch feine Fläche 
erzeugen fünnten. Diefe Coefflcienten nenne man Parameter, 


2) Berner drüde man die Bedingungen, denen die Erzeugungslinie 
während ihrer Bewegung untermorfen bleibt, durch Gleichungen aus, deren 
Anzahl immer geringer fein muß, als die der Parameter, weil fi fonft 
feiner derfelben veränbern-und die Erzeugungslinie feine andere Stelle ein= 
nehmen könnte. Auch darf, wenn die Fläche von der Gleihung völlig 
beftimmt ift, die Zahl diefer Parameter nur um eind größer fein als bie 
der Beringungsgleichungen,, und offenbar muß durch die Variation eines 
der Barameter, indem die Erzeugungslinie in verfähiedene Lagen gebracht 
und oft auch ihre Form verändert wird, eine Fläche von der verlangten 
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Gleichung befchrieben werden. Wären mehr Parameter vorhanden, fo 
tönnte man einigen davon befondere Werthe geben, und nur gerade einen 
mehr, als Bedingungsgleichungen vorhanden find, beibehalten; dadurch 
würde ſich dann eine Fläche ergeben. Durch vie Veränderung der einigen 
Parametern ertheilten Werthe könnte man aber andere Flächen erhalten; 
die gegebene Aufgabe ließe ſich daher mittelft unendlich vieler verſchiedener 
Flächen auflöfen, was der Voraudfegung widerſpricht. 


3) Zwiſchen ven Beringungsgleihungen und denen ber Erzeugungs⸗ 
linie eliminire man alle unbeftimnten Parameter, fo ergibt ſich die Glei- 
hung der verlangten Fläche. Denn einmal beachte man, daß die Geſammt⸗ 
zahl diefer Gleichungen um eins größer tft, als die der Parameter, und 
fomit die Elimination überhaupt möglich ift; dann bemerfe man mohl, da 
die fich ergebende Gleichung feine Spur von den Parametern beibehält, daß 
ihr durch die Coordinaten x, y, z irgend eines Punktes, der zu einer belie⸗ 
bigen Rage der Erzeugungslinie gehört, genügt werden muß; das heißt, 
biefe Gleichung beſtimmt die Be, welche durch jene Erzeugungslinie 
befchrieben mirb. 


Bemerkung. Um die Regel in ihrer ganzen Allgemeinheit anzu 
geben, wurde zuerft verlangt, daß die Gleihungen der Erzeugungslinie 
ohne Rückſicht auf die Bedingungen ihrer Bewegung angeführt, und dann 
‚bie Öleihungen aufgeftellt würden, die ſich aus diefen Bedingungen ergeben. 
In vielen Fällen laffen fich jedoch dieſe Bedingungen, entweder ganz oder 
theilweife, ſchon in die Gleichungen der Erzeugungslinie aufnehmen, und 
man hat dann im. Verlauf der Rechnung feine Rückſicht mehr darauf zu 
"nehmen. Soll 3.2. eine Gerade durch einen gegebenen Punkt mit den 
Coordinaten a, b, c geben, fo nehme van für dieſe Gerade die Gleichungen 


x—-a=eß—.e, J—-b=Pa— 0; 
dann iſt der betreffenden Bedingung ſchon jetzt entfprochen. 
In einigen Fällen ift e8 dagegen bequemer, unbeftimmte Hilfägrößen 


anzuwenden; es tft aber dabei ſtets forgfältige Rüdficht auf die Beziehungen 
zu nehmen, in welche fie mit den andern unbeftimmten Größen getreten find. 


ECyliudrifdhe Slächen. 


712. Colinprifhe Fläche ober furzweg Cylinder beißt 
jede Fläche, welche durch eine Gerade in paralleler Beivegung mit fich feldft 
erzeugt wird. 


713. Aus bieſer Erklärung folgt unmittelbar, daß die Berührung 
einer Ebene mit einem Cylinder in der ganzen Länge einer Erzeugungslinie 


- 
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ftattfindet. Denn der Cylinder kann ald ein Prisma mit unendlich ſchmalen 
Settenflächen betrachtet werben; denft man ſich nun die Ebene einer dieſer 
Seitenflächen unendlich verlängert, fo muß fie die Fläche nah dem in 
Neo: 659 Geſagten in allen Punkten der Erzeugungslinie berühren. 


714. Aufgabe Es fei eine mit der Erzeugungs— 
linie parallelle Gerade und eine Rihtungdcurvegegeben, 
auf welcher die Erzeugungslinie beftändig Hingleiten. 
muß; es foll die Gleihung bed von ihr beſchriebenen 6 
linders gefunden werben. 


Die Gleichungen der Richtungscurve feien 


[1] f@, y2)=0, f, (x, y, z) —=0, 
und die der Erzeugungslinie 
[2] | ı=ız2-+c, y=bz-+B. 


Die Coefficienten a und b find conftant, aber und 8 find unbeftimmt, 
und müflen in eine Beziehung gebracht werden, vermöge welcher die Erzeu⸗ 
gungälinie die Curve in jeder Lage trifft. Zum Behufe dieſes Schnitts 
müffen die nämlichen Werthe von x, y, z den Gleichungen [1] und [2] - 
Genüge leiften, und man erhält daher durch die Elimination dieſer brei 
Größen aus den vier Gleichungen bie gefuchte Beziehung, welche bezeichnet 
werde durch 
[3] . F (@, B) =(. 

Diefe Gleihung muß Immer flattfinden, wenn die Gleichungen [2] 
einer Erzeugungslinie angehören; um daher die Gleichung des Cylinderd 
zu erhalten, darf man nur aus den drei Gleichungen [2] und [3] « und 6 
eliminiren. Aus den Gleichungen [2] erhält man 

e=ı —-ı, Pß=y-—bz, u 
und feßt man dieſe Werthe In [3], fo ergibt ſich für den Cylinder 
[4] Fxı— 2, y—b)=0. 


713. Nehmen wir als Beifpiel den Yall, wo bie Richtungscurve 
ein in der Ebene xy liegender Kreis iſt, und es ſeien 
2=0, ak —N’+-y-g’=r 
die Gleichungen diefes Kreiſes. Damit die Erzeugungslinie immer in den⸗ 
felben treffe, findet bie Bedingung flatt 
| @- NP? +B—- =, | 
und fomit ergibt ſich für ven Eylinder mit kreisfürmiger Grundfläche die 
Gleichung 
(—a2—1)?-+ y—bz--8)? = rt”. 
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716. Bemerkungen. Ein. Eylinder mag nun auf irgend eine 
Weiſe beftimmt werben, fo fann man immer annehmen, daß er durch eine 
Gerade erzeugt werde, die ſich längs einer auf dieſem Eylinder gezogenen 
Curve parallel mit fich ſelbſt fortbewegt, woraus folgt, daß alle Eylinver 
in die Gleichung [4] zufammengefaßt werden können. Es tft jedoch wohl 
zu merfen, daß bei verfchiedenen Eylindern auch die Werte von a und b, 
fowie die Form der durch F angebeuteten Function verfchieden fein können. 


Man kann übrigens leicht a posteriori- erkennen, daß dieſe Glei- 
chung [4], oder auch die folgende, 
5] Fax+by a +d, ax+-by-cz N) =0, 
welche allgemeiner ift, nur eylindrifche Flächen vorftellen kann. Denn um 
der letzteren Genüge zu Jeiften, muß zugleich 
[6] x - by ta td=e, aı+by+cez-d=ß 
fein, wo « und ß beliebige, blos von der Gleichung F (x, 6) = 0 abe . 
hängige Größen find. Nun werden aber durch die Gleichung [6] offenbar 
für jeden Werth von « und B parallele Linien beflimmt; aljo kann man 
annehmen, bie Fläche werde Durch eine Gerade in paralleler Bewegung mit 
ih ſelbſt erzeugt; und ſie iſt daher eine cylindriſche Fläche. 


717. Aufgabe. Die Richtung der Erzeugungslinie 
ſei gegeben, man ſoll die Gleihung.ded Cylinders finden, 
der um eine gegebene Fläche beſchrieben wird. 

Dieſe Aufgabe wäre mit der vorigen gleich, wenn die Berührungscurge 
befannt wäre. ine Gleichung diefer Curve ift indeſſen die der gegebenen 
Fläche; dieſe fet | 0 
[7] Ia,yD)=0. 


Eine andere Gleihung derfelben Curve ift durch die Bedingung ges 
geben, daß der Cylinder um die gegebene Fläche befchrieben wird, nad 
welcher Bedingung die Berührungsebene an diefer Fläche auch den Cylinder 
in jedem Punkte ver Berührungscurve berühren muß. Daraus folgt, daß 
dieſe Ebene die durch den Berührungspunft gegogene Erzeugungslinie des 
Eylinders ganz in ſich enthalten muß; denn da dieſe Gerade als ihre eigene 
Tangente anzufehen iſt, fo ift fie offenbar in der Berührungsebene an den 
Eylinder enthalten. Angenommen, f (x, y, 2) ſei ein algebraifches Po⸗ 
Iynom, ei es fein X, Y, Z feine drei abgeleiteten Polynome, x, y, z 
die Coordinaten des Berührungspunftes, und x’, y’, z’ die laufenden 
Eoordinaten der durch diefen Punkt gehenden Berührungsebene und Erzeu- 
gungslinte, fo erhält man 


X (@—x) + Y(y’—y) + Z @—z) = 0 für die Ebene, 
x—x =a(2—z), „—y= b (2’—z) für die Gerade, 
wo a und .b zmei gegebene Größen find... Damit nun die Gerade in der 
Ebene liege, müflen diefe Werthe von X —x und y’—y bie Gleichung 





526 , II. Analytiſche Geomeirie im Naume. 


ber Ebene für jeden Werth von z identiſch maqhen; und daraus ergibt ſich 
die Gleichung 


[8] a +-bY+Z=0, 
durch melche die Berũhrungscurve vollends beſtimmt wird, und die Aufgabe 
iſt nun auf die vorige zurückgeführt. 


718. Betrachten wir den beſondern dall, wo die gegebene Flaͤche 
eine Kugel iſt, mit der Gleichung 


[9] Arsen; 


fo ift | | 

| X=-?%ı Y=?y Z= 2%; 
und die. Gleichung [8] verwandelt ſich in 

[10]  ax--by+z=0. 


Diefe Gleichung, welche eine durch den Urfprung gehende Ebene vor» 
ftellt, zeigt, daß die Berührungscurve ein größter Kreis der Kugel ift; 
auch flieht man leicht, daß dieſe Ebene auf den Erzeugungslinien des Cy⸗ 
linders ſenkrecht ſteht (Mro. 576). 


Die Gleichungen [9] und [10] Seflimmen die Berührungscurve , und 
man barf hier nur noch die Rechnungen der vorigen Nummer wiederholen, 
um für den um die Kugel befchriebenen Eylinver die Gleichung zu finden 


e +92 * (aꝰ 4 1) yꝰ 4 (a +1?) 2° —2abxy—2axz— 2byz 
= (@’-+b°H1) r?. 


Esnifhe Sladhen. 


719. Ein Kegel oder eine coniſche Fläche ift eine folde 
Fläche, die durch eine Gerade erzeugt wird, welche beftändig durch den⸗ 


ſelben Punkt (Mittelpunkt oder Sri geht, und fich fonft in einer 


beliebigen Richtung fortbeiwegt. 


220. Ein Kegel läßt fi daher als eine pyramidale Fläche von 
unendlich vielen Seitenflächen betrachten, und daraus folgt, def die Be⸗ 
rührung einer Ebene mit einem Kegel, wie beim Cylinder, in der ganzen 
Länge einer Erzeugungslinie ftattfinden muß. 


721. Aufgabe. Die Spike eines gegels und eine 
Curve, auf welcher die Erzeugungslinie beſtändig hin— 
gleiten ſoll, ſeien gegeben, man fein bie Gleichnng des 
Kegels finden. 
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Es feien a, b, ec die Koordinaten der Spite, und bie Gleichungen ber 
Richtungslinie 


[1] fa,yD)=0, h&,y,D=0. 


Da bie Erzeugungslinie dur die Spige geht, fo haben ihre Glei⸗ 
chungen die Form 
[2] x—a=a(2—t), y-b=B@—o, 
"und da fle immer auf der Richtungslinie hingleiten muß, fo findet zwiſchen 
a und 6 eine Relation flatt, die man durch Elimination von x, y, z aus 
[1] und [2] findet. 


Die daraus ſich ergebende Bebingung werde ausgebrüdt durch bie 
Gleichung 
[3] F@,9)=0. 


Nun darf man nur no @ und B aus den Gleichungen [2] und [3] 
eliminiren, fo erhält man die Gleichung des Kegels 


a y—b\ı _ 
14] a Fee zer) Bull 


722. Nehmen wir als Beifpiel den fchlefen Kegel mit Ereisförmiger 
Srundflähe. Der Bereinfahung halber wähle man zur Ebene diefer 
Grundfläche die Ebene xy, und feinen Mittelpunkt als Urfprung; fo find 
die Gleichungen der Grundfläche 


z=0, + Yy=rn. 


Damit die Erzeugungslinie in dieſen Umfang treffe, findet die Bes 
dingung flatt 
(a — ac)’ + 0 — 60)2 r2, 
und durch die Elimination von « und ß aus dieſer Gleichung mittelſt der 
Gleichung [2] erhält man die Gleichung des Kegels, nämlich 


(a2—cx)? + (bz—cy)? = r? ano". 


723. Bemerkungen. Jede in ber Steigung [4] it 
Fläche ift ein Kegel; denn fegt man 
[5] x — amel-e, y-b=Bt—o, 
fo iſt F(&, ß) = 0, und es müffen daher die Coordinaten x, y, z ber 
Fläche den beiden Gleichungen 15] Genüge leiſten, wenn « und 4 von ber 
Beringung F (&, 8) = 0 abhängig gemacht werden. Die Gleichungen 
[5] ſtellen aber eine Gerade vor, welche beftändig durch einen feften Punkt 
mit den Eoordinaten a, b, c geht; alfo iſt die hetreffenne Fläche ein Kegel. 
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Die Gleichung [4] zeichnet ſich dadurch aus, daß x, y, z in derfelben 


nur in den Verhältniſſen — , — vorkommt, woraus hervorgeht, 


daß bie Steigung des Kegeld in Beziehung auf die drei Größen 
x—a, y—b,:-z-c 

Homogen fein muß. Lüge die Spite im Urfprung, fo wäre 
a=0, b=0, c=0, 

und die Gleihung wäre in Beziehung auf die Coordinaten x, y, z homogen. 


Ta4. Aufgabe. Man ſoll die Gleichung eines Kegels 
mit gegebener Spige finden, der um eine gegebene Fläche 
beſchrieben tft. 


| Die Gleihung der gegebenen Flaͤche ſei 
[6] fx,y,)=0, 
fo ift dieß ſchon eine Gleichung ber Berührungdcurve. 


€ feien wieder X, Y, Z’die drei abgeleiteten Polynome von f(x,y, 2); 
x,y,2z' die laufenden Coorbinaten der Berührungdebene, und x, y, z 
bie Coordinaten eines Punktes der Berührungscurve. In biefem Bunfte 
heißt die Gleichung der Berührungsebene 


X&E—d+Y/y-Y+Z@-9=0. 

Da. aber diefe Ebene auch den Kegel berühren muß, fo geht fie durch 
die gegebene Spitze; find daher a, b, c die Coordinaten diefer Spige, fo iſt 
[7] X (a—x) + Y(b—y) + Z (c—2) =0. 

Diefe Gleichung gehört auch der Berührungdcurve an, und beflimmt 


fie vollends. So kommt man wieder zu den gegebenen Größen in Nro. 721 
zurück. 


728. Angenommen, die Gleichung [6] fein vom mten Grade, und 
e8 jei, wenn AxPydz! ein beliebiges Glied dieſes Grades iſt, 


f(x,y,2) = Arpyaær u. ſ. w.; 
Ri find die abgeleiteten Polynome X, Y, Z 
X=pAr-ygtr + ...., Y=gAryrir. ..., 
| Z = rArPryzi .. 


Die Gleichung [7] laßt fich auch unter folgende Form bringen 
ax -bY-+- cZ2=Xr + Yy + Zz, 


Eee ee", EEE 
| 
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" Seht man für X, Y, Z ihre Werthe, fo ift offenbar ber erfte Theil 
ber Gleihung von einem nieberern Grabe ald dem mten, und von ber zweiten 
weiß man (Nro. 660), daß fie fich immer auf einen um 1 geringern Grad 


‚ ald m rebucirt. Nach ihrer Reduction werde fie mit V bezeichnet; dann 


erhält man für die Gleichung [7] 


8]: aX+bY+cZ=V, 


und daraus geht. hervor, daß die Berührungslinie auf einer Fläche von 
geringerer Ordnung ald der mten liegt. Iſt daher die gegebene Fläche von 
der zweiten Ordnung, fo {ft die Berührungslinie eine ebene, welches Re⸗ 
ſultat ſchon aus Nro. 663 bekannt it. 


126. Um biefen Fall fpecieller anzuwenden, fuche man den Kegel; 
deffen Spige Im Anfangspunkte Liegt, und ber un die Kugel beſchrieben 
ift, melche 
[9] @-9°’+9-9°’+ ah): = rn 
zur Gleichung hat. 


Dann ift 


a=0, b=0, c=0, X—2 aD, Y=20-9, Z=2 («—h), 


und die Gleichung [7] heißt 
G-9x+0-9)y+Q-hz=0, 
oder, wenn fie mittelſt der Gleichung [9] renucist und 
. f? 4 g? + h? = a " 


geſetzt wird, | J 


[10] fx’ + gy + hz = d? — re. 


Auus dieſer Gleichung erfieht man leicht, daß die Berührungslinie ein 
kleiner Kreis iſt, deffen Ebene auf der Geraden, die den Urfprung mit dem 


. Mittelpunkt der Kugel verbindet, ſenkrecht fteht. 


Da ber Urfprung int der Spitze 148 sro liegt, ſo hat man als 
Gleichungen der Erzeugungslinie blos 


lin 4 J=ß, 
und damit dieſe den kleinen Kreis treffe, erhält man die Bedingung 
(41) (d?--r?) — (fa-+gß-+h)? =e 0. 

Sept man für & und 6 ihre, aus den Gleichungen der Erzeugungs⸗ 
linie erhaltenen BWerthe = und J ſo erhält man als Gleichung des um 
die Kugel beſchriebenen Kegels 

(@®-y2+22) — (ie-+gy+hz)? = 0. 
34 
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Entwickelbare Nüächen überhaupt, 


727. Entwickelbare Flächen nennt man ſolche, die von 
einer Geraden ſo erzeugt werden, daß bei ihrer Bewegung jede Lage der⸗ 
ſelben mit der nächſtfolgenden in eine Ebene fällt. Der Cylinder und Kegel 
gehören zu dieſen Flächen. 


738. Eine benierkenswerthe Eigenſchaft dieſer Flächen, die ſchon 
ihr Name ausdrückt, iſt die, daß ſich immer ein beliebiger Theil derſelben 
ohne Riß oder Falten in einer Ebene ausbreiten läßt. Denn da nach der 
Erklärung dieſer Flächentheil aus Elementen von Ebenen beſteht, von denen 
jedes durch die Erzeugungslinie von dem nächſtfolgenden Element getrennt 
tft, fo kann man ſich vorftellen, jedes diefer Elemente drebe fi) nach ein» 
ander um die Erzeugungslinie, durch melde ed von dem nächſtfolgenden 
Element getrennt ift, wodurch das erſte Element in die Ebene des zweiten, 
und die Ebene dieſer beiden Elemente in die Ebene des dritten und ſo fort, 


zu liegen kommt. 


729. Eine weitere, ebenfalls beachtungswerthe Eigenſchaft der 
entwickelbaren Flächen, die unmittelbar aus der Definition hervorgeht, iſt 
die, daß die Berührungsebene in der ganzen Länge einer Erzeugungslinie 
mit ihr zuſammentrifft. Der Grund hiefür iſt derſelbe, wie bei den Cylin⸗ 
dern und Kegeln: eine gegebene Erzeugungslinie liegt nämlich mit der 
nächſtfolgenden immer in einer Ebene, und dieſe nach allen Richtungen 
ins Unendliche verlängerse Ebene wird an der Fläche in jedem Punkte der. 
gegebenen Erzeugungslinie zur Berührungsebene. _ | 


. - 7830. Die Definition der entwidelbaren Flächen läßt ſich in folgen- 
der Aufgabe ausdrücken, auf welche fich die .algebraifche Rechnung leichter 
anwenden laßt, ala bei der Definition felbft. 

Berlängert man beliebig Die Seiten eines Polygons ABCD.... 
(&ig. 53), von welchem immer je drei auf einander folgende Seiten nicht 
in einer Ebene liegen, fo erhält man eine Fläche oder gewiffermaßen einen 
Polyeder, das von den Seitenflächen PAQ, QBR,.. . begrenzt ift, und 
die nichts anderes find als Winfeltheile von Chenen. Man fann fi ſelbſt 
alle Kanten auf der andern Seite des Polygons verlängert denken, und 
erhält fo einen zweiten Mantel derfelben vieljeitigen Fläche, der von tem 
erften durch das Polygon ABCD.... getrennt tft, wie die Mäntel eines 
Kegeld dur die Spiße. 

Nun denke man fich das Polygon in eine gegebene Eurve einbefchrieben, 
und die Zahl feiner Seiten immer mehr vergrößert: fo wird dadurch eine 
Reihe von Polyedern beſtimmt, in welchen jede Kante mit ber nachflfolgenten 
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in derfelben Ebene liegt; folglich ift Die Grenze biefer Polyeder eine Erumme 
Fläche von derfelben Eigenfchaft, d. h. eine entwidelbare Fläche. 

Dabei ift noch zu bemerfen, daß das Polygon bei diefem Uebergang 
zur Grenze mit der gegebenen Curve zufammenfällt, und die Kanten bes 
Polyeders zu Tangenten an diefer Curve werden. Alfo läßt fi über- 
baupt eine entwidelbare Fläche durch eine Gerade beſchrei— 
ben, die an einer Curve, welche Wendecurve (bei Monge 
arète de rebroussement) genannt wird, beftändig Tangente ift. 

Der Eylinder und Kegel bilden eine Ausnahme von biefer Erzeugung, 
da die Erzeugungslinien bei dem einen unter fich parallel find; und bei 
dem andern alle durch denfelben Punkt gehen. 


731. Aufgabe. Die Gleichung einerentwidelbaren 
Fläche zu finden, deren Wendecurve gegeben if. a 


Angenommen, die Gleichungen der Projectionen diefer Curve feien 


[1]. . J=gW, z=y WW, 

wo g und Functionen bezeihnen. Nun ift leicht einzufehen, daß bie 
Projectionen der an eine Curve gezogenen Tangente auch an den Projec- 
tionen diefer Curve zur Tangente werden; bezeichnet man aljo die Coordi⸗ 
naten eines beliebigen Punktes der gegebenen Curve mit &, 6, y, fo erhält 
man für die an dieſen Punkt gezogene Tangente die Gleichung 


3 yAB=pl@d)G@-e), 2-7=y (a) a—e): 
wo p’ und w’ zwei von den Bunstionen @ und % abgeleitete Functionen 
bezeichnen ; außerdem finden zwifchen &, ß, y die Relationen ftatt 


[3] j B=yle), r=Y(le). 


Dur die Variation der unbeftimmten Gröfen «, ß, y wird nun bie 
Bewegung der Erzeugungslinie bewirkt, und durch die Elimination der⸗ 
felben aus den Gleichungen [2] und [3] erhält man die Gleichung der 
entwickelbaren Fläche. 

Sind anftatt der Projectionen ver Wendecurve zwei Flächen gegeben, 
in welchen dieſe Curve enthalten iſt, ſo iſt die Aufgabe nicht ſchwieriger; 
aber es iſt dann beſſer, wenn man die Tangente mittelſt des Durchſchnitts 
der an die beiden Flächen gelegten Berührungsebenen beſtimmt. 


732. Aufgabe. Die Gleichungen einer Curve ſeien 
gegeben, man ſoll unterſuchen, ob dieſe Curve eine ebene 
ober von boppelter Krümmung ift. 

Beftimmen wir wie in der vorigen Aufgabe den Ort der Tangenten 
an biefer Curve; ift fie eben, fo ift diefer Ort eine Ebene. 


Man habe z. B. die Gleichungen 


[4] y=aı? +-bi-+ec, z=at bite. 
34 * 


532 IT. Analytiſche Geometrie im Raume. 


Nun iſt 
(a) = ?2aa tb, Wle)= ?2ae-+-b; 
alfo erhält man für die Gleichungen [2] und [3] 
y—ß = (?ae + b) (a), 2—y = (?a’a + b’) (a), 
B=an +ba + c, ywaaı-+ba te; 
und aus diefen muß «, B, y eliminirt werden, um den geometrifhen Ort 
der Tangenten für die Curve der Gleichungen [4] zu erhalten. 


Addirt man, fo migd 8 und y ſogleich eliminirt, und man erhält 
y=(lae - b) x — ae +c, z=(2’e - b) x — date. 

Nun wird « eliminirt, indem man diefe leßtern von einander abziebt, 
nachdem fie zuvor beziehungsweiſe mit a’ und a multiplicirt wurden, dann 
ergibt ſich 

aſy — az — (ba’ — ab’) ten _ ac, 

und da biefe Gleichung eine Ebene vorſtellt, ſo folgt daraus, daß auch die 
gegebene Curve eine ebene iſt. 


Drehungsfläden. 


733. Drehungsflächen find ſolche Flächen, die durch bie 
Drehung einer Linie um eine fefte Are erzeugt werden können. 

Die Ebenen, welche Durch die Are gehen, heißen Meridian» Ebenen, 
und die Durchſchnitte diefer Ebenen mit der Flähe Meridiane. Dieſe 
Meridiane find offenbar alle einander gleich, und die aus beliebigen Punkten 
der Erzeugungslinie auf die Are gefällten Senkrechten befebreiben Kreife, 
beren Ebenen auf der Are ſenkrecht ftehen und beren Mittelpunfte auf biefer 
Are liegen: ſolche Kreife beißen Barallelkreife. 


734. Bei den Drebungsfläden ſteht die Berührungsebene ſenk⸗ 
recht auf ber Meridianebene, die burch den Berührungspunkt gebt. Denn 
tie Tangente, welde an den durch den Berührungspunft (Nro. 658) 
gehenden PBarallelfreis gezogen wird, liegt in der Berührungsebene; bie 
Ebene diejes Parallelkreifes fteht aber fenkrecht auf der durch diefen Punkt 
gehenden Merivianebene, und die Tangente fteht ſenkrecht auf dem Halb⸗ 
mefjer, ber den Durchfchnitt der beiden Ebenen bildet; alfo ſteht diefe 
Tangente und. fomit auch bie Berührungsebene, ſenkrecht auf der Meri⸗ 
dian⸗Ebene. 


735. Aufgabe. Es ſei eine beliebige Curve gege- 
ben, man ſoll die Gleichung der Flaͤche finden, welde 
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Durch die Drehung derſelben um die Are der z beſchrie— 
den wird. 

Man nehme die Sleihungen eines Kreifes, beffen Ebene auf der 
Are der z fenfrecht ſteht, und deſſen Mittelpunkt auf diefer Are liegt; dies 
felben enthalten zwei unbeflimmte Werthe, welche durch die Gleichung, ver- 
möge welcher der Kreis die Erzeugungslinie trifft, zu beftimmen find. Aus 
biefer und der Gleichung des Kreifes eliminire man bie beiden Unbeftimmten, 
fo ift die fih ergebende Gleichung die Gleichung der Fläche. 


Die Gleichungen ber Erzeugungslinie feien 
[1] Ia,yD)=0, AR, yD)=0. 


Der Vereinfachung wegen nehme man rechtwinklige Aren an, fo Jäßt 
ſich der Kreis mittelft folgender Steigungen erden: 
[2] a=0a, +3? 
wo « und 4 zwei unbeftimmte Größen Bl Damit aber der Kreis die 
Erzeugungdlinte treffe, muß den Gleichungen [1] und [2] durch dieſelben 
Werthe von x, y, z genügt werben, woraus fi zwiſchen « und 6 eine 
Beziehung ergibt, die wir durch 
[3] F (@, ß) = 0 
ausdrücken wollen. Aus biefer Gleichung muß & und 8 mittelft der Glei⸗ 
mg [2] eliminirt werden; dann erhält man als Steigung der gefuchten 
Fläche 
[4] Fa, +-y)=0. 


Läßt fich die Gleichung [3] nad) « auflöfen, und man erhält daraus 
e—= 9 (P), fo kann man die Gleihung [4] auch unter folgende Korm 
bringen : 


=g@’+y”) 
Bis jetzt war die Erzeugungslinie ganz beliebig. Nehmen wir nun 
an, fle liege in der Ebene xz, und ihre Gleichungen feien 
[5] y=0, f(e,x)=0. 
Nimmt man die Are der z als Umdrehungsare, fo find, wie oben 
bemerkt, die Oleihungen des Kreiſes 
z=o, x2 42 8. 


Damit er die Erzeugungslinie treffe, findet die Bedingung ſtatt 


f (e, VB) =0, 
wo f dasfelbe Vorzeichen hat, wie die Erzeugungslinie; eliminirt man 
hierauf « und ß, fo ergibt fich für die Fläche 


f (z, Vx+y?) = 0. 
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Hier bat f wieder dasfelbe Vorzeichen; alſo darf man nur in ber J 
Gleichung f(z, X) der Erzeugungslinie V x?+-y? anſtatt x ſetzen. Dieſes 
Reſultat ſtellt ſich fogleich Heraus, wenn man einerfeitö beachtet, daß ein 
Punkt, deflen Eoorbinaten x, y, z find, auf einem Parallelkreife liegt, 
deſſen Halbmeffer gleich V 122 iſt, und anderſeits, daß zwiſchen z und 
V x2+y? dieſelbe Beziehung flattfinden muß, wie zwiſchen ben beiden 
Coordinaten der in der Ebene xz liegenden Erzeugungslinte. 


Welches nun auf die Erzeugungslinie fei, fo läßt fi die Auflöſung 
der Aufgabe auch in folgender Weile darflelen. Man nehme wieder als 
Sleihungen ver Erzeugungslinie " 

f[a,y,,)=0, kA (x,y,‚Dd=0; 
und es feien x, y, 2 die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Drehungs⸗ 
flähe, und x’, y’, z’ die eines Punktes auf der Erzeugungslinie mit der⸗ 
felben Coordinate z. Der erfte Punkt ftellt eine der Lagen vor, welde 
der zweite bei ber Drehung dieſer Erzeugungslinie einnimmt; folglich Tiegen 
beide in gleicher Entfernung von der Are, und es iſt baher 


type y® 


In den Gleichungen ber Erzeugungslinie ift aber 

f(&, y, 2) =0, f, (X, y, z) =0; | 
- um daher die Fläche zu Tennen, darf man nur aus diefen beiden und ber | 
vorigen Gleihung x’ mıd y’ eliminiren. 





Es fei 3. B. die Erzeugungslinie eine Gerade mit den Gleichungen 
ı=-M+N, y=Mz+N; 
eliminirt man x’ und y’ aus den drei Gleichungen 
xy? — x?2-1-y’?, x — Mz + N, y — M24N, 
ſo ergibt ſich für die Fläche 
(M 4 Nꝰ + N” = 1? +”. 


Diefe Gleihung läßt fich vereinfachen, wenn man die Linie, welche 
den fürzeften Abfland zwifchen der Erzeugungdlinie und der Drehungsare, 
bie bereit3 al8 Are der z genommen wurde, zur re der x nimmt; dann 
trifft die Erzeugungslinie die Are der x und iſt mit der Ebene yz parallel. 
Folglich laſſen ſich ihre Gleichungen varftellen durch 

x=a, y=bz: 
das heißt, es ift 
M=0, N=a, N =b, N=0, 
und die Gleichung der Fläche verwandelt fich in 


x? + y? = b%? + aß, j 
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Man bat hierin ohne Zmeifel bereits das einmantelige Drehungs⸗ 
Hyperboloid erfannt. Die doppelte Erzeugung dieſer Fläche leuchtet von 
jelbft ein; denn die obige Gleichung bleibt dieſelbe, wenn man auch b in 
— b verwanbelt. 


736. Aufgabe. Die Gleihung einer Drehungs— 
fläche bei beliebiger Arenlage zu finden, wenn bie Are 
und bie Erzeugungdlinie gegeben find. 

88 feien 
[«] if,y.2)=0®0, h, , , ) 3 0 
die Gleichungen der Erzeugungslinie. Man bezeichne die Coordinaten eines 


beliebigen Punktes auf der Drebungsare mit a, b, c und bringe die Glei⸗ 
chungen diefer Are unter die Form 


[8] xs-a=Al(z—e), y„—b=B(2—e). 


Die Gleichung einer auf der Axe ſenkrechten Ebene, und die eines 
Kreifes, deſſen Mittelpunkt auf eben diefer Are In dem Punkte liegt, der 
a, b, c zu Coordinaten hat, find 


pl Ax+By+z=e, aa)’ + 9-4’ + a0’ = P. 


Diefe Gleichungen: laſſen ſich als die eines beliebigen Barallelkreifes 
ber Fläche betrachten, menn man nur die Gleichung zwifchen & und 4 auf« 
ftellt, die fich bei der Elimination von x, y, 2 aus [a] und fr] ergibt. 
Diefe Gleichung heiße wieder 


[6] F(&,)=0; 


eliminirt man nun aus biefer und den Gleichungen des Parallelfreifes « 


und 6, fo erhält man als allgemeine Gleichung der Drehungsflaͤchen 
FIAx + By-+2, (0)? + y—b)? + @-0?] = 0. 


737. WUufgabe. Eine gegebene Flaͤche fei mit einer 
Drebungsare unveränderlih verbunden und drehe fi 
dann um diefe Are; man foll die Gleichung der Fläche 
finden, welche die vewegliche Fläche in allen ihren Lagen 
berührt und umhüllt. 


Auf der gegebenen Flaͤche befindet fi offenbar eine Linte, durch welche 
die Drehungsfläche beſchrieben wird, und die Berührungsebene an, der ges 
gebenen Fläche muß in jevem Punkte diefer Linie auch die gefuchte Drehungs⸗ 
fläche berühren; alfo fteht diefe Ebene ſenkrecht auf der Meridianebene, die 
durch den betreffenden Punkt geht (Mro. 734). Folglich erhalt man, wenn 
die Gleichung, welche diefe Bedingung ausdrückt, zugleich mit der der ges 
gebenen Fläche genommen wird, zwei Gleichungen nad x, y, z, welde 
bie Erzeugungslinie ergeben, und die Aufgabe ift dadurch auf die vorher⸗ 
gehenven zurügfgeführt. 
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Windfchiefe Flächen (Surfaces gauches). 


738. Unter wind ſchiefen Flächen verfteht man ſolche, welde 
durch eine gerade Tinte erzeugt werden und nicht entwidelbar find. 

Sowohl windfchiefe ald entwidtelbare Flächen, die mittelft einer Ge⸗ 
raben befchrieben werben, führen alle den gemeinfchaftlichen Namen Regel: 
fläden (surfaces réglées). 

Bei allen diefen Slächen muß bie Berührungsebene an irgend einem 
Punkte die durch diefen Punkt gehende Erzeugungslinie enthalten; deßwegen 
berührt aber diefe Ebene die Fläche nicht in jenem Punkte der Erzeugungs⸗ 
linie, ſondern diefe Eigenſchaft findet nur beiden entwidelbaren Flächen ftatt. 


739. Unter ven windfchiefen Flächen find bauptfächlich zu merken: 


1) Das Hyperboloid mit einem Mantel, welches durch 
eine Gerade erzeugt wirb, die an drei nicht mit berfelben Ebene parallelen 
Geraden hingleitet. 


2) Das byperbolifhe Baraboloid oder die windſchiefe 
Ebene, melde durch eine Gerade erzeugt wird, die über zwei Gerade 
Bingleitet und dabei immer mit einer Ebene parallel bleibt. 


3) Der windfhiefe Cylinder, der durch eine Gerade erzeugt 
wird, die mit einer Ebene parallel bleibt und fich auf zwei beliebige 
Eurven flügt. Ä 


4) Das Conoid, bei welchem die erzeugende Gerade mit einer 
Ebene parallel bleibt, und über eine Gerade und eine Curve Hingleitet. 


Bon den beiden erften ift zu bemerken, daß fie die einzigen wind- 
fihiefen Flächen find, die zu den Flächen des zweiten Grades, deren Eigen- 
ſchaften früher entwirfelt wurden, gehören. 


7AO. Um bie Rechnung auf die Definition der Regelflächen anzu⸗ 
wenden, nehme man zur Darftelung ber Erzeugungslinie in einer belies 
bigen Lage die Gleihungen 
1] x=a2-+e, y=b-+Bß; 
dann beachte man’, daß, wenn diefe Gerade eine beftimmte Fläche befchret- 
ben fol, von den Größen a, «, b, 8, drei als Bunctionen der vierten aus⸗ 
zudrücken find. Alſo laſſen flch für irgend eine Negelfläche die Gleichungen 
der Erzeugungslinie in folgende Form bringen | 

x — 29 (0) te, y=zyw(a)tx(e), 

wo bie Buchſtaben ꝙ, w, x Functionen, und @ eine unbeftimmte Größe 
bezeichnet, Durch deren Variation die Erzengungslinie ſich fostbewegt. 
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Anftatt a, b, 8 als Functionen von & anzunehmen, kann man auch 
biefe vier Größen von drei Bedingungsgleichungen abhängig machen, und 
dann, um die Fläche zu erhalten, aus dieſen Gleihungen umb den Gleis 
dungen [1] a, &, b, B elimtmiren. 

Diefe Bedingungsgleihungen ergeben ſich gewöhnlich aus der beſon⸗ 
dern Erzeugungdart des betreffenden Falls: daher müffen fie entweder aus⸗ 
prüden, daß die Erzeugungslinie über drei gegebene Linien hingleitet,, ober 
über zwei Rinien und mit einer Ebene parallel bleibt, ober blos auf einer 
Linie, und dabei beftändig mit einer Ebene parallel lauft, und an einer 
gegebenen Fläche Tangente ift, oder fich auch auf verſchiedene andere Arten 
fortbewegt. Der zu befolgende Gang‘ bei der analytifhen Entwicklung ft 
num hinlänglich befannt, und es bedarf hiezu Feiner weitern Ausführung. 

Soll die Regelfläache entwicelbar fein, fo muß die Beziehung ber 
Größen a, «, b, 8 fo gemählt werben, daß jede Tage der Erzeugungslinie 
mit ber näcftfolgenben in eine Ebene fommt; um aber biefe Bedingungen 
analytifch auszudrücken, müßte man zur Differentialrechnung feine Zuflucht 
nehmen, was nicht im Plane dieſes Werkes liegt. 


7A. Die wichtigften Eigenſchaften der mindfchiefen Flächen, die 
in der Anwendung am hänfigften vorfommen, Iaffen ſich leichter auf geo⸗ 
metrifhen, als auf analytifhen Wege darftelen. Zwar Fönnte der 
Zefer über diefen Punft auf die darſt ellende Beometrie verwiefen 
werben; es bürfte jedoch bequemer fein, das Nöthige auch Hier zu finden. 

Zuerft fol bewiefen werden, daß eine Bläche überhaupt befchrieben 
werben kann, wenn man eine Gerade auf drei gegebenen Richtungs⸗ oder 
Keitlinien ſich hinbewegen Täßt. 

Man nehme zu diefem Zweck einen beliebigen Puntt auf der erften 
Reitlinte als Spite eines Kegeld, der durch die Bewegung einer Geraben 
anf der zweiten Nichtungslinie erzeugt wird. Diefer Kegel ſchneidet bie 
dritte Richtungslinie In einem Punkte, und da die durch diefen Punft und 
die Spitze des Kegels gezogene Gerade ganz in ven Kegel fällt, fo muß fie 
die zweite Richtungslinie treffen, alfo trifft diefe Gerade zugleich alle drei 
Linien. Dur die Wiederholung diefer Eonftruction, indem man nad) 
einander alle Punkte der erften Richtungslinie als Spigen folcher Kegel 
nimmt, muß offenbar die Gerade, welche alle drei Richtungslinien trifft 
und fo ihre Lage beftäntig ändert, eine Fläche beftimmen. Dabei ift noch 
Far, daß die nämliche Bläche erzeugt werden kann, wenn man brei belie- 
bige auf diefer Fläche gezogene Linien als Rihtungslinien nimmt. 


ZA2. Welche Euren nun auch als Richtungslinien einer wind⸗ 
ſchiefen Bläche genommen werden, fo Tann man fie als Polygone von 
unendlich vielen Seiten, und ſomit auch die Bläche felbft als zufammengefegt 
aus unendlich vielen windſchiefen Seitenfläden betrachten, von 
beiten jede ein unendlich langer aber unendlich ſchmaler Theil eines Hyperbo⸗ 
loids oder Paraboloids if. Das Heißt mit andern Worten: wenn man auf 
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dieſer Fläche zwei Erzeugungslinien G und G’ (Fig. 54), die beliebig nahe 
liegen, und die Richtungslinie in den Bunften a, b, c, a’, b’, e’ treffen, 
annimmt, ferner die Survenelemente aa’, bb’, cc’ verlängert, woburd die 
drei Tangenten ar, bs, ct entſtehen, und die Erzeugungslinie G auf diefen 
drei Tangenten bingleiten läßt; jo erhält man eine neue Fläche, die mit 


der erften einen zwifchen den Erzeugungdlinien G und G’ liegenden Theil . 


gemeinfchaftlih bat. Daraus folgt, daß die Berührungsebene an einer 
F beiden Flächen in jedem Punkt der Geraden G auch die andere Fläche 
berührt. 

Un diefen Sat noch einleuchtender zu machen, nehme man zuerft an, 
bie Erzeugungslinien G und 6. liegen nicht unendlich nahe; nun ziehe man 
die Secanten (Fig. 55) aa’r, bb’s, cc’t, und nehme fie als Richtungs⸗ 
Linien einer windfchiefen Fläche ber ‚weiten Ordnung (die ein Hyperboloid 
over Paraboloid fein Eann). 

Es wurde bereitö bewiefen (Nro. 681, 689), daß es auf dieſer Fläche 
ein zweites Syſtem von Erzeugungslinien gibt, die alle erſten treffen; eine 
derſelben, die G und G’ in m und n ſchneidet, ſei mp. Denkt man ſich 
nun G’ der G inmer näher gerückt, fo ändern die Linien ar, bs, ct, und 
mit ihnen die Fläche, deren Nichtungslinien fie find, ihre Lage. Zugleich 
ändert fi auch die Gerade mp, ohne daß fie jedoch, fo Flein auch die 
Entfernung von G zu G’ jein mag, außerhalb der Fläche zu liegen kommt; 
alfo liegt fie auch noch an derfelben in dem Augenblick, wo diefe Erzeugungs⸗ 
linien zufanmentreffen. Dann werben aber ar, bs, ct zu Tangenten an 
den Richtungslinien der gegebenen Fläche, und mp wird zur Tangente an 
derfelben Fläche; oder was dasſelbe ift, mp wird zur Tangente an einer 
gewiffen Curve, die auf biefer Fläche durch den Punkt m gezogen wird, 
und von welcher man annehmen kann, der Punkt n bemege ſich längs der⸗ 
felben hin. Fallen daher die Erzeugungslinien G und G’ zufammen, fo 
wird die Ebene amp in m zur Berührungsebene an der gegebenen Bläche, 
wobei noch zu merfen iſt, daß die Ebene an ber neuen Fläche fletd Berüh— 
rungdebene bleibt, da fie innmer zwei auf diefer Fläche liegende Gerade am 
und mp enthält. 

Da fid) diefe Folgerungen auf alle Punkte der Erzeugungdlinie G an= 
wenden laſſen, fo geht wie oben daraus hervor: wenn man durd bie 
Punkte, wo die drei Ribtungscurven einer windſchiefen 
Fläche von einerihrer Erzeugungslinien getroffen werden, 
Tangenten an diefe Curven zieht, und diefe Tangenten 
als Rihtungslinien einer windſchiefen Fläche der zweiten 
Ordnung nimmt; ſo berührt dieſe neue Fläche die erſte in 
der ganzen Länge ihrer gemeinſchaftlichen Erzeugungs— 
linie, d. h. die beiden Flächen haben in jedem Punkte 
dieſer Erzeugungslinie eine gemeinſchaftliche Berüh— 
rungsebene. 

Aus dieſem Lehrſatze geht noch die wichtige Folgerung hervor, daß 
zwei windſchiefe Fluachen, die längs derſelben Erzeugungs— 
linie drei gemeinſchaftliche Berührungsebenen haben, in 


— 
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allen Punkten diefer Erzeugungslinie einander gegen- 
feitig berühren. Denn legt man durch die Berührungspuntte drei bes 
liehige Ebenen, fo ſchneiden fie die Berührungsebenen in Geraden ‚' welche 
an den Beiden Flächen zugleich Tangenten find: nun hat aber die windfchiefe 
Fläche der zweiten Ordnung, welche dieſe drei Tangenten zu Richtungslinien 
‚bat, in jedem Punkte der gemeinfchaftlihen Erzeugungslinie biefelbe Bes 
rührungsebene mit den gegebenen Flächen; alſo berühren fich auch diefe bei⸗ 
den letztern Flächen in der ganzen Länge diefer Erzeugungßlinie. 
Zur Bildung von Gewölben gebraucht man zuweilen eine Berbinbung 
von mehreren windfchiefen Flächen. In diefen Fällen muß die Einrichtung 
etroffen werben, daß zwei Flächen immer in einer Erzeugungslinie zus 
Fommentteffen, längs welcher drei gemeinfchaftliche Berührungsebenen ftatt 
finden: denn fie berühren ſich dann in der ganzen Ränge diefer Erzeugungs⸗ 
linie, und man fann annehmen, fie bilden nur eine einzige. Dieß heift 
man die. Flächen aufammenftoßen (raccorder). 


r 


743. Das eben Gefagte bezieht ſich auf die windſchiefen Flächen 
überhaupt; betrachten wir num die windfchiefen Cylinder insbeſondere, welhe 
durch eine Gerade befchrieben werden, die mit einer Ebene parallel blabt 
und über zwei Euren Bingleitet. Zieht man in zwei Punkten berfelben 
Erzeugungslinie Tangenten an diefe Curven, und läßt über denfelben ine 
Gerade parallel mit einer gegebenen Ebene hingleiten, fo wird dadurch ein 
hyperbolifehed Paraboloid erzeugt; und wiederholt man die vorigen Folge⸗ 
rungen, fo gelangt man leicht zu den Schluffe, daß dieſes Paraboloid den 
windfchiefen Cylinder in allen Punkten ver gemeinfchaftlihen Erzeugungs« 
linie berührt. Dann läßt fich auch lelcht erfehen, daß, wenn zwei wind» 
fhtefe Cylinder dieſelbe Richtungsebene haben, zwei gemeinfchaftliche Bes 
rührungsebenen auf einer Erzeugungslinie Hinreichend find, damit beide 
Flächen vollkommen zufammenftoßen. 


YAM. Betrachten wir noch einmal eine beliebige windſchiefe Flaͤche 
und nehmen an, die Berührungsebene fol in einem ihrer Punfte geometriſch 
conftrutrt werden: nun ann viefelbe offenbar durch eine Fläche der zweiten 
Ordnung, die auf der durch den Berührungspunft gehenden Erzeugungs« 
linie drei gemeinfchaftliche Berührungsebenen mit ihr hat, erfeßt werben, 
Durch dieſen Punkt läßt ſich aber bekanntlich eine zweite Gerade an bie 
zweite Släche ziehen, und die Berührunggebene, die in diefem Punkt an 
diefe Fläche gelegt wird, enthält die beiden Geraden; alfo ift diefe Berüh- 
rungsebene beftimmt, und folglich auch die Berührungsebene an der gege- 
benen Fläche, da dieſe die namliche fein muß. 


743. Da fich durch jeden Punkt einer gegebenen Fläche unendlich 
viele Tangenten ziehen laffen, fo kann man offenbar, wenn man auf einer 
ihrer Erzeugungßlinien drei beliebige Punkte genommen hat, auf unendlich) 
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| verſchiedene Arten din Syſtem von drei Zangenten wählen, die beziehungb 


iſe durch dieſe Punkte geben, und dann iſt auch klar, daß es unendlich 
e Flächen der zweiten Ordnung gibt, die eine windſchiefe Fläche nach 
einer Erzeugungslinie berühren und in der Conſtruction der vorigen Num⸗ 


mer angewandt werden können. Im Allgemeinen ſind die Flächen der 


zweiten · Ordnung Hyperboloide; man kann aber eben ſo gut die Tangenten, 


"welche an bie drei in der gegebenen Fläche gemachten parallelen Durchſchnitte 


‚gezogen werden, als Nichtungslinien annehmen, und dann beflimmen fie 
sin Baraboloid. 

Man erficht fogar, daß e8 unendlich viele fi berübrende Paraboloide, 
vie das eben beſprochene gibt; denn die drei parallelen Durchſchnitte laſſen 
ie auf unendlich verſchiedene Arten abändern. Macht man diefe Durch} 

mitte fenfrecht auf die Erzeugungslinte, nach melcher bie gegebene Släche 
berührt werden fol, fo fält jede Unbeflimmtheit weg. 


. PPC . * 


746. Schneiden wir wirklich, mie eben geſagt wurde, bie Flaͤche 
durch drei auf der Erzeugungslinie G (Fig. 56) ſenkrechte Ebenen, und es 
ſeim ar, bs, et die drei Tangenten, welche dann ein hyperboliſches Para⸗ 
bobid, das die gegebene Fläche berübet, beftimmen. Nun enthalt biefes 
Paraboloid bekanntlich zwei Spfteme von Geraden, von denen bie einen, 
wie G, die Tangenten,ar, bs, ct treffen, und die andern, wie ar, jede ber 
erften treffen. Berner weiß man, daß die Geraden jedes Syſtems mit ber 
nämlichen Ebene parallel laufen. Nach ber Bonftruction ſtehen aber die 
Benien ar, bs, ct fenfrecht auf der Geraden G; legt man daher eine Reihe 
von Ebenen fenkrecht auf diefe Gerade, fo ſchneiden fie Die gegebene Fläche 
in Eurven, welche Gerade des Baraboloids zu Tangenten haben. Somit 
kann man das Paraboloid ald den geometrifchen Ort der Tangenten betrach⸗ 
ten > die durch die verfhienenen Punkte der Erzeugungslinie G an alle in 
der gegebenen Fläche fenfrecht auf die Erzeugungslinie gemashten Durch⸗ 
fgnitte gezogen werden. 

Denken wir und nun, diefes Paraboloid mache eine Viertelsdrehung 
um bie trade G, fo wird offenbar jede der Tangenten an der gegebenen 


\ 


Flaͤche zur Normale. Daraus ergibt ſich der folgende wichtiger Lehrſatz, der 
Bei den Unterſuchungen der darftellenden Geometrie vielfache Anwendung - 


findet? Eine durch die Normalen, welde buch verſchiedene 
Punkte derſelben Erzeugungslinie an eine beliebige 
windſchiefe Fläche gezogen werden, gebildete Fläche iſt 
immer ein hyperboliſches Paraboloid. 
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